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ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ АНАЛОГ МОДЕЛИ ТУРБУЛЕНТНОСТИ
ЛОРЕНЦА В КОЛЬЦЕВОЙ ТЕРМОКОНВЕКТИВНОЙ ЯЧЕЙКЕ

Р.А. Браже, О.Н. Куделин

Получена система нелинейных уравнений, приближенно описывающих явление тер-
моэлектрогидродинамической конвекции в полупроводниковой кольцевой ячейке, сво-
димая к модели Лоренца. Исследованы зависимости параметров модели от материала и
размеров кольца, напряженности приложенного электрического поля и градиента темпе-
ратуры.

1. Постановка задачи

В работах [1, 2] авторами была построена теория термоэлектрогидродинами-
ческой конвекции (ТЭГДК) в субмикронных полупроводниковых слоях с учетом рас-
сеяния носителей заряда на ионах кристаллической решетки. Такое явление является
аналогом хорошо известной термоконвекции Бенара в слое вязкой жидкости. Далее
в [3] были исследованы устойчивые и неустойчивые режимы ТЭГДК, а также по-
явление детерминированного хаоса, аналогичного предсказанному Э. Лоренцом [4]
для конвекции Бенара.

Одной из причин, затрудняющих экспериментальную проверку разработанных
модельных представлений о ТЭГДК в плоских полупроводниковых слоях, является
отсутствие простых и надежных способов визуализации конвективных токов свобод-
ных носителей заряда. В связи с этим представляется обнадеживающим обращение к
модели ТЭГДК в кольцевом слое полупроводника (рис. 1). Такая конвекция, если она
существует, аналогична термоконвекции в тороидальной ячейке, заполненной вязкой
жидкостью [5, 6]. Остроумная техника экспериментального исследования этого яв-
ления предложена в [7]. В случае полупроводникового кольца о наличии ТЭГДК и
направлении конвективного тока можно судить по возникающему в кольце магнитно-
му полю, что должно облегчить экспериментальное исследование данного явления.
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В связи с этим интересно было бы также рассмотреть задачу с системой вложенных
друг в друга полупроводниковых колец, в том числе выполненных из различных
материалов. Это позволило бы исследовать возможность хаотической синхрониза-
ции конвективных режимов в различных кольцах и иные кооперативные явления,
возникающие вследствие взаимодействия

Рис. 1. Исследуемая модель: 1 – полупроводнико-
вый слой (n-типа); 2 – диэлектрическая подлож-
ка; 3 – металлические электроды, между которы-
ми создан градиент температуры

магнитных полей конвективных токов.
Для начала, однако, необходимо рассмот-
реть возможность существования обсуж-
даемой конвекции в отдельном кольце.

Система уравнений, описывающая
движение свободных электронов в коль-
це, в гидродинамическом приближении
получается из кинетического уравнения
Больцмана и уравнений Максвелла в хо-
де процедуры усреднения скоростей элек-
тронов и пренебрежения рекомбинацион-
ными процессами в масштабах характер-
ных времен наблюдения [8, 9]. В ито-
ге получается 5 законов сохранения для
первых 13 моментов функции распреде-
ления электронов по координатам и им-
пульсам:

• закон сохранения концентрации частиц (скаляр), который сводится к уравне-
нию непрерывности

∂n

∂t
+∇ (nv) = 0; (1)

• закон сохранения потока импульса (вектор, имеющий 3 компоненты), кото-
рый сводится к модифицированному уравнению Навье – Стокса (здесь для угловой
компоненты в цилиндрических координатах)
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(2)

• закон сохранения плотности энергии (скаляр);
• закон сохранения плотности потока импульса (тензор второго ранга, 5 неза-

висимых компонент);
• закон сохранения плотности потока энергии (вектор, 3 независимых компо-

ненты).
Последние три закона сохранения сводятся к уравнению теплопереноса
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В выражениях (1)–(3) приняты следующие обозначения: n – концентрация сво-
бодных электронов, m∗ – их эффективная масса (считается изотропной), v – гидро-
динамическая скорость электронов, p – давление электронной квазижидкости, η и ζ
– соответственно коэффициенты ее объемной и сдвиговой вязкости, E – напряжен-
ность электрического поля, τp – время релаксации импульса (через него учитывается
рассеяние электронов на фононах), T – абсолютная температура, s – удельная энтро-
пия, 5 – коэффициент теплопроводности, j – плотность тока, t – время.

В теории конвекции обычно используется приближение Буссинеска, состоя-
щее в предположении о постоянстве силового поля (в нашем случае электрического)
в среде. Это позволяет не учитывать влияние возмущений ее плотности (в нашем
случае плотности заряда) на само поле и не использовать уравнение Пуассона, огра-
ничиваясь анализом системы (1)–(3).

Отметим, что никаких особых требований к используемым полупроводнико-
вым материалам, в частности, к ширине запрещенной зоны, проводимости и пр., по-
ка не предъявляется. Имеются в виду невырожденные примесные полупроводники
n- или p-типа (в теоретическом описании – n-тип). Изотропность эффективной мас-
сы электронов в плоскости кольца может быть достигнута в ходе такого напыления
полупроводниковой пленки на подложку, при котором оптическая ось перпендику-
лярна поверхности. Что касается оптимизации остальных параметров, то на этом
вопросе мы остановимся ниже, в ходе анализа модели.

2. Уравнения Лоренца

Умножая (1) на R2 и интегрируя по φ, получаем

J
dω
dt

= −R2w

∮

2π

m∗n sinφdφ−
(

h +
J

τp

)
ω, (4)

где J = 2πm∗nR3 – момент инерции электронной квазижидкости, приходящийся на
единицу площади сечения кольца; h = 2πRη – коэффициент трения, обусловленный
вязкостью среды; w = eE/m∗ – ускорение, обусловленное электрическим полем;
ω – угловая скорость вращения частиц среды.

В уравнении (2) пренебрежем диссипативным членом и предположим, что теп-
лообмен между электронной квазижидкостью и диэлектрической подложкой про-
порционален разности их температур. Учитывая, что ds = cpdT/T (cp – удельная
теплоемкость), получаем

[
∂T

∂t
+ vr

∂T

∂r
+

vφ
r

∂T

∂φ

]
=
χ

R2

∂2T

∂φ2
−K [T (φ, y)− Th (φ)] . (5)

Здесь Th(φ) – температура электронной квазижидкости при y = h(φ) (рис. 1);
χ = 5/(m∗n0cp) – коэффициент температуропроводности; K – коэффициент теп-
лопередачи. Предположим также, что концентрация свободных электронов зависит
от температуры по закону

n = n0 [1− α (T − T0)] , (6)
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где α = Ea

/
(2kBT 2) – коэффициент теплового расширения, полученный из темпе-

ратурной зависимости концентрации электронов (Ea – энергия активации доноров,
kB – постоянная Больцмана); T0 – значение температуры, при которой концентрация
электронов равна n0.

Далее по аналогии с [10], где исследовалась классическая гидродинамическая
модель в тороиде с жидкостью, разложим Th(φ) и T (φ, t) в ряды Фурье по углу φ с
учетом четности функции Th(φ):





Th (φ) = T0 +
∞∑

n=1
Tn cosnφ,

T (φ, t) = T0 + a0 (t) +
∞∑

n=1
[an (t) cosnφ+ bn (t) sin nφ] .

(7)

В частности, при n = 1 температура на «нижней» границе образца (φ =
= 0◦) TН = T0 + a0(t) + T1, а температура на «верхней» границе (φ = 180◦)
TВ = T0 + a0(t)− T1. Разность температур на образце ∆T = TН − TВ = 2T1.

Подставляя (6), (7) в (4) и (5), получаем систему, состоящую, вообще говоря,
из бесконечного числа уравнений. В частности, для n = 1





Jω̇ =
αm∗n0wR2

2
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(
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)
ω, ȧ1 = −ωb1 −

(
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(8)

и для n = 2, 3, 4, . . .





ȧ0 = −Ka0, ȧn = −nωbn −
(
K + n2 χ

R2

)
an + KTn,

ḃn = nωan −
(
K + n2 χ

R2

)
bn.

В полученной системе уравнений верхняя группа (8) не зависит от всех остальных.
Когда амплитуды всех мод, кроме трех, равны нулю, эта группа преобразуется к
уравнениям Лоренца для выбранной выше геометрии ячейки:





dX

dτ
= σ (Y −X) ,

dY

dτ
= rX − Y − ZX,

dZ

dτ
= XY − Z,

(9)

где параметры σ и r определяются из следующих выражений:
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Решение системы (9) имеет вид

X =
ω
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χ

R2

; Y =
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(
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(
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χ
R2

)
t.

(11)

В случае конвективной ячейки более общей, эллиптической формы в послед-
нем уравнении системы (9) появляется новый параметр [11, 12]

dZ

dτ
= XY − bZ.

Здесь b = 4/(1 + a2), где величина a определяет характерный масштаб мод,
раньше других теряющих устойчивость. Для ячейки круговой формы a =

√
3 и

b = 1.

3. Анализ модели

Для оценки возможных значений параметров σ, r полученного полупровод-
никового аналога модели Лоренца, основанного на квазигидродинамических урав-
нениях, воспользуемся принятыми в рамках такого подхода [2, 9] кинетическими
представлениями относительно коэффициентов вязкости, температуропроводности
и времени релаксации импульса. Иначе говоря, предполагается, что свободные элек-
троны полупроводника сохраняют характеристики одноатомного электронного газа
независимо от нашего усредненного описания их движения. Поскольку в газах ко-
эффициенты кинематической вязкости ν и температуропроводности χ равны по ве-
личине коэффициенту диффузии D, то в соответствии с формулой Эйнштейна

ν = χ = D = µkBT/e ,

где µ – подвижность электронов.
Таким образом, в нашей модели число Прандтля Pr = ν/χ ∼ 1. Введенный в

(10) параметр σ в допущении K ≤ χ/R2 можно представить в виде

σ =
hR2

χJ

(
1 +

J

τph

)
= Pr

(
1 +

J

τph

)
.

Проведем теперь численные оценки величины этого параметра в полупровод-
никовом кольце, взяв в качестве примера материал с высокой подвижностью электро-
нов – антимонид индия (InSb), легированный медью (Cu). Он обладает следующими
интересующими нас характеристиками [13, 14]: m∗ = 0.12 · 10−31кг; Ea = 0.056 эВ;
µ = 7.8м2/(В · с); n0 ∼ 1017м−3. Значение σ существенным образом зависит от со-
отношения величин h и J/τp. В соответствии с вышеизложенным, h = 2πRn0m

∗D,
а τp = µm∗/e, так что

J

τph
=

e2R2

µ2m∗kBT
.
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Задав в качестве минимально возможного из технологических соображений ради-
уса кольца R ∼ 10−3м, при T = 300 K получаем для нашего примера значение
J/(τph) ∼ 108. Уменьшить эту величину подбором материала, размеров кольца и
температуры на 8 порядков нереально, так что в нашей модели эффективное число
Прандтля σÀ 1 всегда.

Заметим, что при термоэлектрогидродинамической конвекции в плоском слое
[1–3] толщина полупроводниковой пленки может быть доведена до сотых долей мик-
рометра. Это позволяет реализовать в ней близкий к бесстолкновительному (балли-
стическому) режим движения свободных носителей заряда в конвективных ячейках,
когда τp À J/h и σ ≈ Pr ∼ 1.

С учетом сделанной оценки эффективное, нормированное к критическому зна-
чению число Рэлея

r =
αm∗n0wR2τpT1

2
(
K +

χ
R2

)
J

,

что для R ∼ 10−3м, T = 300 K дает

r ∼ 10−5E∆T,

где, как указывалось в разделе 2, ∆T = 2T1 – разность температур на образце (E и
∆T измеряются в единицах СИ).

Как следует из полученного соотношения и рис. 2, при выбранном размере
кольца и разумных разностях температур значение r ≥ 1. Когда начинается конвек-
тивный ток в кольце, величина напряженности приложенного к образцу электриче-
ского поля должна быть весьма малой: E ∼ 103 ÷ 104 В/м. Увеличение напряженно-
сти поля и размеров кольца приводит к быстрому увеличению r (рис. 2, 3).

Устойчивость конвективного тока в круговом кольце (b = 1) сохраняется до
значений r < r∗ [11, 12], где

r∗ =
σ(σ+ b + 1)
σ− b− 1

=
σ(σ+ 4)
σ− 2

.

Рис. 2. Зависимость параметра r от напряженности приложенного электрического поля и разности
температур на электродах при фиксированном радиусе кольца (R = 10−3 м)
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Так как σÀ 1, то r∗ ≈ σÀ 1. Тогда

r

r∗
≈ r

σ
=
αm∗n0wR2τ2pT1

2J
=
αµ2m∗E∆T

8πeR
∼ 10−12E∆T

(при R ∼ 10−3м). Отсюда следует, что вплоть до предпробойных значений напря-
женности электрического поля в полупроводнике (E ≤ 108 В/м) и разностей темпе-
ратур ∆T ≤ 102 К конвективный ток свободных электронов в кольце будет протекать
в условиях, далеких от неустойчивого режима.

Естественно, как и в классическом примере (когда σ = Pr = 10, b = 8/3,
r∗ ≈ 24.74 [12]), при некотором r2 ≤ r∗ на фазовом портрете системы должен воз-
никнуть странный аттрактор (в классическом примере r2 ≈ 24.06 [12]). Так как чис-
ленное решение уравнений Лоренца (9) на основе трехмодовой аппроксимации для
r À 1 неправомочно, то соответствующее условие для r2 в рамках данной модели не
может быть найдено. Строить же более сложную теорию для отыскания r2 не имеет
смысла, так как требуемый режим, как показали наши оценки, в экспериментальных
условиях все равно недостижим.

Ситуация здесь такая же, как если бы мы в гидродинамической модели Ло-
ренца залили в тороид не воду (Pr = 6.77), а глицерин (Pr = 1.09 · 104). Большая
вязкость глицерина при почти одинаковой с водой температуропроводности приво-
дит к быстрому уменьшению амплитуды и частоты колебательных мод возмущений
и, в конечном счете, увеличивает устойчивость конвективного потока.

Большие по сравнению с баллистической длиной размеры полупроводнико-
вой кольцевой ячейки приводят к многократному увеличению эффективной вязко-
сти электронного газа из-за столкновений электронов с кристаллической решеткой.
В результате в кольце возникает устойчивый в широком диапазоне рабочих парамет-

Рис. 3. Зависимость параметра r от напряженности приложенного электрического поля и радиуса по-
лупроводникового кольца при фиксированной разности температур на электродах (∆T = 60 К)
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ров конвективный ток одного из двух возможных направлений. При выключении и
повторном включении электрического поля направление тока может изменяться ха-
отически. Можно ожидать, что степень этой хаотичности будет зависеть от частоты
переключений поля.

Съем информации о колебаниях тока в кольцевой полупроводниковой ячей-
ке может быть осуществлен при помощи датчика магнитного поля. Практическая
значимость данной работы, в случае экспериментального подтверждения модельных
представлений, может быть связана с использованием таких колебаний в качестве
несущего сигнала для передачи конфиденциальной информации в современных си-
стемах связи с использованием динамического хаоса [15–16].

Работа поддержана ФЦП «Интеграция» (код проекта Б0107).
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SEMICONDUCTOR ANALOGUE OF LORENZ TURBULENCE MODEL
IN THE CIRCULAR THERMOCONVECTIVE CELL

R.A. Brazhe, O.N. Kudelin

A set of the nonlinear equations, approximately describing thermoelectrohydrodyna-
mical convection in circular semiconductor cell, which comes to Lorenz model, is ob-
tained. The dependences of the model parameters of materials and ring size, of affixed
electric field and of temperature gradient are investigated.
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