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ЭФФЕКТИВНЫЕ КРИТЕРИИ СУЩЕСТВОВАНИЯ
ГОМОКЛИНИЧЕСКИХ БИФУРКАЦИЙ В ДИССИПАТИВНЫХ СИСТЕМАХ

Г.А. Леонов

Сформулирована путевая бифуркационная задача. Проведено ее обсуждение для клас-
сического результата Ф.Трикоми о существовании гомоклинической бифуркации в дис-
сипативной маятниковой системе. Сделан обзор результатов, решающих путевые гомо-
клинические бифуркационные задачи для системы Лоренца.

К 85-летию
профессораЮ.И. Неймарка

Каковы возможности аналитических методов исследования гомоклинических
бифуркаций в диссипативных системах? Здесь в окрестности точки бифуркации мы,
как правило, не имеем интегрируемых приближений, и поэтому методы малого па-
раметра и теории возмущений, примененные в малой окрестности бифуркационного
параметра, оказываются малопригодными для получения эффективных аналитиче-
ских результатов.

Для диссипативных систем оказался плодотворным подход, восходящий к пи-
онерской работе Ф.Трикоми [1] и его последователей [2–16].

Вначале сформулируем широко известную теорему Трикоми, затем обсудим
путевую бифуркационную задачу и рассмотрим ее в некоторых случаях для системы
Лоренца.

Рассмотрим уравнение второго порядка

θ̈+ αθ̇+ sin θ = γ, (1)

где α и γ – положительные параметры. Уравнение (1) описывает движение маятни-
ка в вязкой среде с постоянным внешним силовым моментом, работу синхронной
электрической машины и системы фазовой автоподстройки частоты [17–23].

Эквивалентная уравнению (1) система

θ̇ = z,

ż = −αz − sin θ− γ (2)
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при γ < 1 имеет седловое состояние равновесия z = 0, θ = θ0 + 2kπ, где число θ0
удовлетворяет условиям

sin θ0 = γ, cos θ0 < 0.

Зафиксируем параметр γ ∈ (0, 1) и будем варьировать параметр α ∈ [0, +∞). При
α = 0 система (2) интегрируема, и легко видеть, что для сепаратрисы θ(t)+, z(t)+
седла θ = θ0, z = 0, удовлетворяющей условиям

Рис. 1.

lim
t→+∞ z(t)+ = 0, lim

t→+∞ θ(t)
+ = 0,

z(t) > 0, ∀ t ∈ (T, +∞)

(здесь T – некоторое число), существует
некоторое число τ такое, что (рис. 1)

z(τ)+ = 0, θ+(τ) ∈ (θ0 − 2π, θ0),

z(t)+ > 0, ∀ t > τ.
(3)

Рассмотрим теперь отрезок прямой

z = −K(θ− θ0), θ ∈ [θ0 − 2π, θ0].

Легко видеть, что на этом отрезке выполнены следующие соотношения:

(z −K(θ− θ0))• = −αz + Kz − sin θ+ γ =

= (θ− θ0)
(
−K(K − α) +

γ− sin θ
θ− θ0

)
.

Используя очевидное неравенство
∣∣∣∣
γ− sin θ
θ− θ0

∣∣∣∣ ≤ 1, ∀ θ 6= θ0

и предполагая, что

Рис. 2.
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4
− 1,

получим оценку

(z −K(θ− θ0))• < 0 (4)

при z = −K(θ−θ0), θ ∈ (θ0−2π, θ0). Из оценки (4) следует (рис. 2), что сепаратриса
θ(t)+, z(t)+ в полосе {z, θ | θ ∈ (θ0 − 2π, θ0)} будет располагаться выше отрезка
прямой {z, θ | z = −K(θ− θ0), θ ∈ (θ0 − 2π, θ0)}. Отсюда следует, что при α > 2 не
существует числа τ, для которого выполнены соотношения (3).

Хорошо известно, что кусок траектории S : {z(t)+, θ(t)+ | t ≥ τ} непрерыв-
но зависит от параметра α. Отсюда и из приведенных выше рассуждений вытекает
следующий известный результат.
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Теорема 1 (Ф.Трикоми [1]). Для любого γ > 0 существует число α(γ) ∈ (0, 2]
такое, что система (2) с такими параметрами γ и α(γ) имеет в цилиндрическом
фазовом пространстве {z, θ mod 2π} гомоклиническую траекторию

lim
t→+∞ z(t) = lim

t→−∞ z(t) = 0,

lim
t→+∞ θ(t) = θ0, lim

t→−∞ θ(t) = θ0 − 2π.

Проведем теперь некоторое обобщение рассмотренного здесь подхода. Рас-
смотрим систему

dx

dt
= f(x, d), x ∈ Rn, d ∈ Rm (5)

с вектор-функцией f(x, d). Евклидово пространство {x} называют фазовым про-
странством, пространство {d} – пространством параметров.

Пусть γ(s), s ∈ [0, 1] – гладкий путь в пространстве параметров {d}. Сформу-
лируем теперь обобщение подхода Ф.Трикоми.

Путевая бифуркационная задача. Дан гладкий путь γ(s) в пространстве
параметров {d}. Существуют ли точки бифуркации на этом пути {d} для систе-
мы (5)?

В рассматриваемом нами случае точки бифуркации – это точки гомоклиниче-
ской бифуркации. С точки зрения оценивания точек бифуркации – это выбор как
можно более короткого пути. Чем короче путь, тем лучше оценка. Выбор пути часто
диктуется рассматриваемой задачей. Приведем пример.

В теории фазовой синхронизации при рассмотрении уравнения (1) часто фик-
сируют α и варьируют γ (задача нахождения полосы захвата [17,18]). Заметим, что,
как было показано ранее, при α > 2 на пути γ(s), γ(0) = 0, γ(1) = 1 не имеется
точек гомоклинической бифуркации. Легко видеть, что при малых положительных α
такие точки существуют.

Рассмотрим теперь систему Лоренца

ẋ = σ(x− y),

ẏ = rx− y − xz,

ż = −bz + xy.

(6)

Здесь σ, b, r – положительные параметры, r > 1. Исследованию гомоклинических
бифуркаций в системе Лоренца посвящены работы [24–31].

Рассмотрим гладкий путь σ(s), b(s), r(s) в пространстве параметров систе-
мы (6). Обозначим через x(t)+, y(t)+, z(t)+ сепаратрису седла x = y = z = 0,
удовлетворяющую соотношениям

lim
t→−∞x(t) = lim

t→−∞ y(t) = lim
t→−∞ z(t) = 0, x(t) > 0, ∀ t ≤ t0,

где t0 – некоторое число (t0 ¿ 0). В [31] доказан следующий результат.

Теорема 2. Пусть 2σ(s) > b(s), ∀ s ∈ [0, 1] и для любого s ∈ [0, s0) существу-
ют числа T (s) > τ(s) такие, что выполнены следующие соотношения:

x(T )+ = ẋ(τ)+ = 0, (7)
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x(t)+ > 0, ∀ t < T, (8)

ẋ(t)+ 6= 0, ∀t < T, t 6= τ. (9)

Предположим, что для s = s0 не существует пары T (s0) > τ(s0) такой, что
выполнены соотношения (7)–(9). Тогда при s = s0 траектория x(t)+, y(t)+, z(t)+
является гомоклинической

lim
t→+∞x(t)+ = lim

t→+∞ y(t)+ = lim
t→+∞ z(t) = 0.

При рассмотрении специального пути b(s) ≡ b0, σ(s) ≡ σ0, r(s) : r(1) = 1,
r(0) À 1 (r(0) – большое число) в [26,27,31] получен следующий результат.

Теорема 3. Пусть
2b0 + 1 < 3σ0. (10)

Тогда для b0, σ0 существует такое s0, что система (6) с b = b0, σ = σ0, r = r(s0)
имеет гомоклиническую траекторию.

В [30] показано, что условие (10) является и необходимым для существования
гомоклинической траектории.

Рассмотрим здесь другой специальный путь σ(s) ≡ σ0, r(s) ≡ r0, b(s):
b(0) = 0, b(1) = 2σ0, b(s) ∈ (0, 2σ0), ∀ s ∈ (0, 1).

Для применения теоремы 2 рассмотрим два предельных случая.
1) |b(s)− 2σ0| ≤ ε,

где ε – достаточно малое число,
2) b(0) = 0.
В первом случае хорошо известно [25,28], что сепаратриса седла x(t)+, y(t)+,

z(t)+ стремится при t =→ +∞ к устойчивому состоянию равновесия и x(t)+ > 0,
∀ t ∈ R1.

Во втором случае преобразуем систему (6) к некоторому специальному виду.
Для этого сделаем следующую замену:

x̃ =
1
ν
x, ỹ =

σ
ρ
(y − x), z̃ =

1
κ
(z − 1

2σ
x2), t̃ =

1
λ
t,

ν = λρ, κ =
ρ
σλν

, ρ =
√

2
λ2

, λ =
1√

σ(r − 1)
.

После такой замены система (6) с b = 0 примет вид

˙̃x = ỹ,

˙̃y = −Aỹ − x̃z̃ + x̃− x̃3,

˙̃z = Cx̃2,

(11)

где

A =
σ+ 1√
σ− 1

, C = 2
√
σ

r − 1
.
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Соотношения (7)–(9) здесь примут вид

x̃(T )+ = ỹ(τ)+ = 0, (12)

x̃(t)+ > 0, ∀t < T, (13)

ỹ(t)+ 6= 0, ∀t < T, t 6= τ. (14)

При σ = 10, r = 28 в результате численного интегрирования сепаратрисы x̃(t)+,
ỹ(t)+, z̃(t)+ получено выполнение соотношений (12)–(14).

Таким образом, существует s0 ∈ (0, 1) такое, что при r0 = 28, σ0 = 10 и
b = b(s0) траектория x(t)+, y(t)+, z(t)+ является гомоклинической.

Сформулируем следующую проблему.

Проблема. Найти необходимые и достаточные условия выполнения условий
(12)–(14) для системы (11).

Отметим, что различные варианты путевой гомоклинической бифуркационной
задачи для многомерных обобщений системы (2) решены в [32, Part 4. Existence of
Homoclinic. Orbits]
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EFFECTIVE CRITERIA FOR THE EXISTENCE

OF HOMOCLINIC BIFURCATIONS IN DISSIPATIVE SYSTEMS

G.A. Leonov

The path bifurcation problem is formulated. The application of it for the classical
result of F. Tricomi on the existence of homoclinic bifurcations in a dissipative pendulum
system is discussed. The survey of results concerning to the solving of the path homoclinic
bifurcation problems for Lorenz system is given.
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