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ВОЗБУЖДЕНИЕ ХАОТИЧЕСКИХ
И СТОХАСТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

В РАЗЛИЧНЫХ СИСТЕМАХ

П.С. Ланда

Рассматривается возможная реакция сосредоточенных и распределенных систем на
слабые случайные возмущения как силового характера (аддитивные), так и приводящие
к параметрическому возбуждению колебаний (мультипликативные). Показано, что муль-
типликативные возмущения системы могут приводить к коренному изменению ее пове-
дения подобному тому, как это имеет место в термодинамически равновесных системах
при фазовых переходах 2-го рода.

Ключевые слова: Силовые и параметрические случайные воздействия, возбуждение ко-
лебаний, неравновесные фазовые переходы 2-го рода.

1. Системы со случайными силами

В работах [1,2] приводится классификация динамических систем, которые мо-
гут быть представлены в виде четырехполюсника с заданным случайным входным
воздействием (рис. 1), в зависимости от внутренних свойств системы, определяю-
щих характер ее реакции на приложенное воздействие. Естественно, что выход такой
системы также будет случайным. Показано, что рассматриваемые системы можно
разделить на три класса: преобразователи, усилители и генераторы стохастичности.

Преобразователь стохастичности — это система, преобразующая подаваемый
на нее случайный сигнал, но так, что статистические свойства выходного сигнала
полностью определяются статистическими свойствами входного, причем дисперсия
выходного сигнала оказывается сравнимой с дисперсией входного. При отсутствии
случайного входного сигнала выходной сигнал также отсутствует.

Усилитель стохастичности отличается от преобразователя только тем,
что дисперсия его выхода может быть намного бо́льшей, чем дисперсия входно-
го воздействия. Даже при стремлении коэффициента усиления к бесконечности,
а входного воздействия – к нулю, стохастические свойства выхода, как и в случае
преобразователя стохастичности, определяются только этим малым случайным вхо-
дом. При уменьшении входного воздействия до нуля выходной сигнал также стре-
мится к нулю.
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Рис. 1. Блок-схема системы с аддитивным (сило-
вым) случайным воздействием

Рис. 2. Блок-схема системы с комбинированным
случайным воздействием

В случае генератора стохастичности при сколь угодно малом случайном входе
дисперсия выхода остается бо́льшей некоторой конечной величины. При этом ста-
тистические свойства выходного сигнала оказываются независящими от статисти-
ческих свойств входного сигнала. Они полностью определяются свойствами самой
невозмущенной системы, ее детерминированным описанием.

Естественно, что в рассматриваемом случае входное случайное воздействие не
зависит от координат, описывающих состояние самой динамической системы. В до-
статочно общем виде стохастическое дифференциальное уравнение, описывающее
поведение такой системы, может быть записано как

u̇ + f(u) = ξ(t), (1)

где u(t) – вектор, описывающий внутреннее состояние системы; ξ(t) – вектор слу-
чайных сил, действующих на систему. В дальнейшем будем называть подобное слу-
чайное воздействие на систему аддитивным.

Однако существуют и широко распространены системы, в которых случайное
воздействие зависит от координат самой системы (рис. 2). Примером такой систе-
мы может служить маятник со случайно вибрирующей (в направлении вертикали)
осью подвеса, впервые рассмотренный в [3, 4]. Стохастическое дифференциальное
уравнение, описывающее такие системы, может быть записано в виде

u̇ + f(u) = ξ
(
u(t), t

)
. (2)

Частным случаем уравнения (2) является такое уравнение:

u̇ + f(u) = ξ1(t) + ξ2(t)u(t), (3)

где ξ2(t) – матрица. Мы видим, что правая часть уравнения (3) представляет собой
сумму двух случайных воздействий – аддитивного и мультипликативного.

Поведение систем этого типа существенно отличается от рассмотренного вы-
ше. В частности, в таких системах, хотя они являются термодинамически нерав-
новесными, могут происходить явления, подобные равновесным фазовым перехо-
дам 2-го рода [5]. При этом в отсутствие аддитивной составляющей стохастичность
на выходе системы при изменении интенсивности мультипликативного воздействия
возникает не плавно, а скачком. Весьма существенно, что развитие турбулентности
в незамкнутых потоках, например, в струях, происходит подобно росту стохастич-
ности в решении уравнения (3) при увеличении интенсивности мультипликативной
составляющей входного воздействия [6, 7].
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2. Системы с мультипликативным случайным воздействием

Как уже отмечалось, мультипликативное случайное воздействие на динамиче-
скую систему также может приводить к появлению случайного сигнала на ее выхо-
де. При этом поведение системы существенно зависит от величины входного пара-
метрического воздействия. При входном случайном параметрическом воздействии,
меньшем некоторой величины, выходной сигнал равен нулю. И только, когда вход-
ное воздействие превышает некоторый критический уровень, на выходе системы
появляется сигнал конечной интенсивности, статистические свойства которого при
дальнейшем увеличении входа изменяются слабо. Примером такой системы может
служить осциллятор с нелинейным трением и случайным параметрическим воздей-
ствием, рассмотренный, например, в работах [8–10]. Наиболее существенно, что ста-
тистические свойства возбужденного таким образом сигнала определяются не харак-
теристиками входного сигнала, а свойствами самой системы. Это часто наблюдается
и в целом ряде других систем (см., например, [11]).

Уравнение такого осциллятора запишем в виде

ẍ + 2δ
(
1 + αẋ2

)
ẋ + ω2

0

(
1 + ξ(t)

)
x = 0, (4)

где ξ(t) – сравнительно широкополосный случайный процесс с ненулевой спектраль-
ной плотностью на частоте ω = 2ω0.

Приближенное аналитическое решение задачи может быть получено в пред-
положениях, что δ/ω0 ∼ ε, ξ(t) ∼ √

ε, где ε – условный малый параметр, который в
окончательных выражениях можно положить равным единице. При этих предполо-
жениях уравнение (4) удобно записать в виде

ẍ + ω2
0x = −2εδ

(
1 + αẋ2

)
ẋ −√

εω2
0ξ(t)x. (5)

Уравнение (5) можно решать методом Крылова–Боголюбова [4, 12]. Для этого
зададим

x = A cosψ+ εu1 + . . . , ψ = ω0t + φ, (6)

Ȧ = εf1 + . . . , φ̇ = εF1 + . . . , (7)

где u1, . . . , f1, . . . , F1, . . . – неизвестные функции. Используя указанный метод, най-
дем выражения для неизвестных функций f1 и F1. Подставляя эти выражения в
уравнения (7), получаем

Ȧ = −δ
(
1 + 3ω2

0
4 αA

2
)

A + ω0 g1

(
A,φ, t

)
,

φ̇ = ω0g2

(
φ, t
)
,

(8)

где

g1

(
A,φ(t), t

)
=

A

2
ξ(t) sin 2ψ(t), g2

(
φ(t), t

)
= ξ(t) cos2 ψ(t). (9)

Черта над выражением обозначает усреднение по времени.
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Как следует из [4], уравнениям (8) соответствует следующее уравнение Фоккера–
Планка:

∂w(A,φ)
∂t

= − ∂

∂A

{[
ω2

0

0∫
−∞

(〈
∂g1

(
A,φ, t

)
∂A

g1

(
A,φ, t + τ

)〉
+

+

〈
∂g1

(
A,φ, t

)
∂φ

g2

(
φ, t + τ

)〉)
dτ− δ

(
1 +

3ω2
0

4
αA2

)
A

]
w(A,φ)

}

−ω2
0

0∫
−∞

〈
∂g2

(
φ, t
)

∂φ
g2

(
φ, t + τ

)〉
dτ

∂w(A,φ)
∂φ

+

+
K1ω2

0

2
∂2

∂A2

(
A2w(A,φ)

)
+

K2ω2
0

2
∂2w(A,φ)

∂φ2
, (10)

где угловые скобки означают усреднение по статистическому ансамблю,

K1 =
κ(2ω0)

8
, K2 =

1
4

(
κ(0) +

κ(2ω0)
2

)
(11)

и κ(ω) =
∞∫

−∞
〈ξ(t)ξ(t + τ)〉 cosωτ dτ – спектральная плотность процесса ξ(t) на ча-

стоте ω.
Вычислим интегралы в уравнении (10) с учетом (9)

0∫
−∞

⎛
⎜⎝
〈

∂g1

(
A,φ, t

)
∂A

g1

(
φ, t+τ

)〉
+

〈
∂g1

(
φ, t
)

∂φ
g2

(
φ, t+τ

)〉
⎞
⎟⎠ dτ=

3κ(2ω0)
16

,

0∫
−∞

〈
∂g2

(
φ, t
)

∂φ
g2

(
φ, t + τ

)〉
dτ =

1
4

0∫
−∞

〈ξ(t)ξ(t + τ)〉 sin 2ω0τ dτ ≡ M.

(12)

Значение M зависит от характеристик случайного процесса ξ(t): если ξ(t) – белый
шум, то M = 0, но если ξ(t) имеет конечное время корреляции, например, в случае,

когда его спектральная плотность имеет вид κ(ω) =
β2κ(2ω0)

(ω− 2ω0)2 + β2
, где β име-

ет порядок ширины полосы случайного процесса ξ(t), то M = − βω0κ(2ω0)
4
(
16ω2

0 + β2
) .

Следует заметить, что M отрицательно, то есть оно уменьшает среднюю частоту
колебаний.
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Принимая во внимание (12), находим уравнения Ланжевена, соответствующие
уравнению (10),

Ȧ = δ
(
η− 3ω2

0

4
αA2

)
A +

ω0

2
Aζ1(t), φ̇ = ω2

0M + ω0ζ2(t), (13)

где

η =
3ω2

0κ(2ω0)
16δ

− 1, (14)

ζ1(t) и ζ2(t) – белые шумы с нулевыми средними значениями и интенсивностямиK1

и K2, соответственно. Из первого уравнения (13) видно, что при η > 0 и достаточно
малом начальном условии амплитуда колебаний будет нарастать со временем, то есть
состояние равновесия потеряет устойчивость.

Рис. 3. Зависимость дисперсии колебаний ос-
циллятора σx от интенсивности шума κ (кре-
стики). Сплошной линией изображена кривая
0.33

√
κ− 0.52734

Полученные аналитические ре-
зультаты подтверждаются численным
решением уравнения (4) при δ = 0.1,
ω0 = 1, α = 10 [13]. Задаваемый шум
имел приблизительно постоянную спек-
тральную плотность в диапазоне от 0
до 100 Гц. При этом вычислялась дис-
персия σx процесса x(t), которая при-
близительно равна

√〈A2〉/2. Найденная
численная зависимость σx от интенсив-
ности шума κ = κ(2ω0) ≈ κ(0) по-
казана на рис. 3 крестиками. Как вид-
но из этого рисунка, полученная зависи-
мость достаточно хорошо аппроксими-
руется формулой σx = 0.33(κ − κ∗)1/2,
где κ∗ = 16δ/(3ω2

0) – критическое значение интенсивности шума, при котором про-
исходит возбуждение колебаний. Как известно [5], подобной формулой описывается
зависимость параметра порядка от температуры для фазовых переходов 2-го рода с
критическим индексом 1/2. Поэтому рассматриваемое явление было названо нами
шумоиндуцированным фазовым переходом.

3. Системы с одновременным мультипликативным и аддитивным
случайными воздействиями

Если в системе имеются одновременно как аддитивное, так и мультипликатив-
ное параметрическое воздействие, то результат может носить смешанный характер.

Рассмотрим этот случай, как и предыдущий, аналитически на примере нели-
нейного осциллятора, описываемого уравнением [9]

ẍ + 2δ
(
1 + αẋ2

)
ẋ + ω2

0

(
1 + ξ1(t)

)
x = ω2

0ξ2(t). (15)

Приближенное аналитическое решение задачи может быть найдено при тех же усло-
виях, что и раньше.
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Задавая решение уравнения (15) в виде (6), получаем для A и φ следующие
уравнения:

Ȧ =
[
−δ
(
1 + 3ω2

0
4 αA

2
)

A + ω0g1

(
A,φ, t

)]
,

φ̇ = ω0g2

(
φ(t), t

)
,

(16)

где g1

(
A,φ, t

)
= A

2 ξ1(t) sin 2ψ(t) + ξ2(t) sinψ(t),

g2

(
φ, t
)

= ξ1(t) cos2ψ(t) + 1
A ξ2(t) cosψ(t).

(17)

Как и раньше, уравнение Фоккера–Планка, соответствующее уравнениям (16),
имеет вид

∂w(A,φ)
∂t

=− ∂

∂A

{[
−δ
(

1+
3αω2

0

4
αA2

)
A+ω2

0

0∫
−∞

(〈
∂g1

(
A,φ, t

)
∂A

g1

(
A,φ, t+τ

)〉
+

+

〈
∂g1

(
A,φ, t

)
∂φ

g2

(
φ, t+τ

)〉)
dτ

]
w(A,φ)

}
− ω2

0

0∫
−∞

〈
∂g2

(
φ, t
)

∂φ
g2

(
φ, t+τ

)〉
dτ×

×∂w(A,φ)
∂φ

+
ω2

0

2

{
∂2

∂A2

[(
K11A

2 + K12

)
w(A,φ)

]
+
(

K21 +
K22

A2

)
∂2w(A,φ)

∂φ2

}
,

(18)

где K11 = κξ1(2ω0)/8, K21 = (1/4) (κξ1(0) + κξ1(2ω0)/2), K12 = κξ1(ω0)/2,
K22 = κξ1(ω0)/2.

Вычисляя интегралы, находим

0∫
−∞

(〈
∂g1

(
A,φ, t

)
∂A

g1

(
A,φ, t + τ

)〉
+

〈
∂g1

(
A,φ, t

)
∂φ

g2

(
φ, t + τ

)〉)
dτ =

=
3A
8

K11 +
K12

2A
,

0∫
−∞

〈
∂g2

(
φ, t
)

∂φ
g2

(
φ, t + τ

)〉
dτ = M. (19)

С учетом (19) уравнения Ланжевена, соответствующие уравнению Фоккера–
Планка (18), принимают вид

Ȧ = δ
(
η− 3ω2

0

4
αA2

)
A +

ω2
0

2A
K12 +

ω0

2
Aζ11(t) + ω0ζ12(t), (20)

φ̇ = ω2
0M + ω0

(
ζ21(t) +

ζ22(t)
A

)
.
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Отсюда видно, что за счет аддитивного случайного воздействия (член ω2
0K12/(2A))

колебания в системе существуют при любой интенсивности мультипликативного
воздействия. При малых интенсивностях мультипликативного воздействия (до на-
чала фазового перехода при отсутствии случайной силы) система будет вести себя
почти так же, как в его отсутствии, то есть она может быть либо преобразовате-
лем, либо усилителем шума. Затем вступает в игру параметрическое возбуждение
и, по мере увеличения его интенсивности, поведение системы приближается к тому,
которое имеет место в отсутствие силового воздействия. При этом статистические
характеристики выхода системы становятся все менее зависимыми от статистиче-
ских характеристик ее входов.

Заключение

В заключение заметим, что, как уже указывалось, переход к турбулентно-
сти в какой-то степени аналогичен рассмотренному шумоиндуцированному фазо-
вому переходу в нелинейном осцилляторе с аддитивным и мультипликативным шу-
мом [6, 7, 14–16]. Однако, как показывают наши последние исследования, при поте-
ре устойчивости в затопленных струях любое гармоническое возмущение частоты
ω вызывает не одну гидродинамическую волну, распространяющуюся и усилива-
ющуюся вниз по потоку, а бесконечное число таких волн, распространяющихся с
различными фазовыми скоростями и имеющих различные коэффициенты усиления.
За счет неустойчивости амплитуды этих волн по мере распространения могут стать
случайными. Насколько нам известно, такой сценарий перехода к хаосу в распреде-
ленных системах не рассматривался ни в одной работе, хотя, как представляется из
очевидных соображений, он должен иметь место для широкого класса систем.
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EXCITATION OF CHAOTIC AND STOCHASTIC OSCILLATIONS
IN DIFFERENT SYSTEMS

P.S. Landa

A possible response of both lumped and distributed systems to weak random distur-
bances of forced character (additive) and the disturbances leading to parametric excitation
of oscillations (multiplicative) is presented. It is shown that multiplicative disturbances of a
system may cause radical change in its behavior, similar to that occurs in thermodynamically
equilibrium systems after second kind phase transitions.

Keywords: Additive and multiplicative random perturbations, excitation of oscillations,
non-equilibrium phase transitions of the second order.
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