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ПЕРЕМЕЖАЮЩЕЕСЯ ПОВЕДЕНИЕ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ
ФАЗОВОЙ ХАОТИЧЕСКОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ
НА РАЗЛИЧНЫХ ВРЕМЕННЫХ МАСШТАБАХ∗

М.О. Журавлев, А.А. Короновский, О.И. Москаленко, А.Е. Храмов

Приведены результаты изучения перемежающегося поведения вблизи границы фазо-
вой хаотической синхронизации на различных временных масштабах наблюдения. Пока-
зано, что ниже границы фазовой синхронизации при определенных значениях параметра
связи и на определенных временных масштабах процессы перемежаемости типа иголь-
ного ушка и кольца будут наблюдаться одновременно. В работе построена теория данно-
го типа перемежающегося поведения, возникающего на границе установления режимов
хаотической синхронизации при анализе динамики систем на различных временных мас-
штабах.
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Введение

Наличие перемежаемости характерно для многих нелинейных систем. Наблю-
дается перемежаемость, в частности, при переходе от периодических колебаний к
хаотическим [1], а также вблизи границы возникновения различных режимов хаоти-
ческой синхронизации связанных осцилляторов [2–5].

Существует определенная классификация перемежающегося поведения, в част-
ности, выделяют перемежаемость типов I–III [1,6], on–off перемежаемость [7], пере-
межаемость игольного ушка [8], перемежаемость кольца [9]. Несмотря на некоторое
сходство (наличие во временном ряду двух различных режимов, чередующихся друг
с другом), каждый тип перемежаемости обладает своими собственными особенно-
стями и характеристиками (прежде всего, это зависимость средней длительности
ламинарных фаз от управляющего параметра и распределение длительностей лами-
нарных фаз). Причины, приводящие к возникновению перемежающегося поведения
каждого типа, также различны.

∗Статья написана по материалам конференции «Хаотические автоколебания и образование струк-
тур», Саратов, 4–9 октября, 2010.
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В научной литературе описано существование двух типов перемежающегося
поведения для хаотических систем, наблюдающихся при разрушении режима фазо-
вой синхронизации в случае, когда собственные частоты осциллятора и внешнего
сигнала различаются мало [8, 10, 11], и, соответственно, выделяют два значения па-
раметра связи σ1 < σ2, являющиеся характерными точками, разграничивающими
различные типы динамики. Ниже границы режима фазовой синхронизации σ2 ди-
намика разности фаз ∆3(t) содержит участки синхронной динамики (ламинарные
фазы), постоянно прерывающиеся внезапными фазовыми проскоками (турбулент-
ные фазы), в течение которых значение |∆3(t)| изменяется на 2π. Проанализировав
статистику длительностей ламинарных фаз, можно заключить, что ниже величины
связи σ1 (то есть достаточно далеко от границы установления/разрушения режима
хаотической фазовой синхронизации σ2) наблюдается перемежаемость типа I. Для
величины связи σ ∈ (σ1; σ2) наблюдается сверхдлинное ламинарное поведение (так
называемая перемежаемость игольного ушка), характеристики которого существен-
но отличаются от хорошо известных характеристик перемежаемости типа I. Выше
критической точки σ2 обнаруживается режим фазовой синхронизации (с формальной
точки зрения синхронный режим может рассматриваться как существование одной
ламинарной фазы с бесконечной длительностью). Для средней длительности лами-
нарных фаз в случае перемежаемости типа I имеет место степенная зависимость от
параметра надкритичности T ∼ (σ1 − σ)−1/2, а в случае перемежаемости игольного
ушка эта зависимость, как показано в предыдущих исследованиях (см., например,
работы [8, 11]), выражается законом

T ∼ exp(k|σ2 − σ|−1/2) (1)

или
− ln(1/T ) = c0 − c1|σ2 − σ|−1/2 (2)

(c0, c1 и k – константы), приведенным впервые в [12] для статистики переходного
процесса, предшествующего точке бифуркации слияния пары неустойчивых орбит.

Таким образом, на плоскости управляющих параметров существует область,
примыкающая снизу к границе фазовой синхронизации, где система демонстриру-
ет перемежающееся поведение, характеристики которого соответствуют перемежа-
емости игольного ушка. Очевидно, что основные особенности в поведении взаи-
модействующих систем, обусловленные разрушением синхронного режима, будут
проявляться в непосредственной близости от границы, то есть там, где в случае
малых расстроек диагностируется режим перемежаемости игольного ушка. Именно
поэтому далее внимание сосредоточено, в основном, на этом типе перемежающегося
поведения.

Теоретическое объяснение явления перемежаемости игольного ушка основано
на граничном кризисе синхронных аттракторов, вызванном бифуркацией слияния
неустойчивых орбит, одни из которых являются седловыми, а другие – неустойчивы
по всем направлениям [8,10]. Данный тип перемежающегося поведения наблюдался
как при численном моделировании [8, 11], так и в эксперименте [14] для различных
нелинейных систем, включая осцилляторы Ресслера.

Область значений параметров вблизи границы установления синхронного хао-
тического режима, в которой для связанных хаотических осцилляторов наблюдается
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режим перемежаемости игольного ушка, представляет также интерес с точки зрения
рассмотрения динамики систем на различных временных масштабах [15,16]. Как из-
вестно, при таком рассмотрении в случае режима фазовой синхронизации существу-
ет диапазон синхронных временных масштабов, к которому примыкают диапазоны
асинхронных временных масштабов. Ниже границы фазовой синхронизации, при
значении параметра связи между осцилляторами, соответствующем перемежаемо-
сти игольного ушка, могут быть выделены временные масштабы, на которых поми-
мо перемежаемости игольного ушка будет наблюдаться перемежающееся поведение
типа кольца [9], обычно реализующееся вблизи границы фазовой синхронизации в
случае, если параметры взаимодействующих систем расстроены достаточно сильно.
Иными словами, при определенных значениях параметра связи и на определенных
временных масштабах оба процесса перемежаемости будут наблюдаться одновре-
менно (можно сказать, что будет наблюдаться перемежаемость перемежаемостей).

1. Распределение длительностей ламинарных фаз

Как известно, распределение длительностей ламинарных фаз как в случае пе-
ремежаемости игольного ушка, так и в случае перемежаемости кольца, подчиняется
экспоненциальному закону (см. [13] для перемежаемости игольного ушка и [9] для
перемежаемости кольца). Иными словами, при выбранных значениях управляющих
параметров плотность вероятности наблюдения ламинарной фазы длительностью s
для перемежаемости кольца будет определяться соотношением

pr(s) =
1
Tr

exp
(
− s

Tr

)
, (3)

а ламинарной фазы длительностью l для перемежаемости игольного ушка – соотно-
шением

pe(l) =
1
Te

exp
(
− l

Te

)
, (4)

где Tr, Te – средние длительности ламинарных фаз перемежаемости кольца и иголь-
ного ушка, соответственно. Очевидно, что для обеих плотностей вероятностей (3)
и (4) выполняется условие нормировки

+∞∫

0

pr,e(t) dt = 1. (5)

Как уже отмечалось выше, существует такая область значений параметра связи
и такой диапазон временных масштабов, где одновременно наблюдаются как пере-
межаемость кольца, так и перемежаемость игольного ушка. В этом случае в анали-
зируемой временной реализации наблюдаются фазовые проскоки, соответствующие
либо одному, либо другому типу перемежаемости. Можно говорить, что в этом слу-
чае оба процесса перемежающегося поведения протекают одновременно (параллель-
но), при этом реализуются турбулентные фазы, отвечающие то одному, то другому
типу перемежаемости. Распределение длительностей ламинарных фаз в этом слу-
чае будет определяться плотностью вероятности p(τ) наблюдения ламинарной фазы
длительностью τ.
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Проведем аналитический вывод данной плотности вероятности. Выберем про-
извольно один из фазовых проскоков в анализируемой временной реализации систе-
мы связанных хаотических осцилляторов, демонстрирующих на выбранном времен-
ном масштабе оба типа перемежающегося поведения. Без ограничения общности
можно предположить, что выбранный таким образом фазовый проскок соответству-
ет перемежаемости игольного ушка. Тогда вероятность ламинарной фазы длитель-
ностью, попадающей в интервал [τ; τ+dτ), будет определяться суммой вероятностей
событий, которые можно считать независимыми друг от друга – наблюдения через
интервал времени t ∈ [τ; τ+dτ) фазовых проскоков перемежаемости типа либо иголь-
ного ушка, либо кольца. Чтобы через интервал времени t ∈ [τ; τ + dτ) наблюдался
фазовый проскок, отвечающий перемежаемости кольца, необходимо, чтобы для пе-
ремежаемости игольного ушка реализовалась ламинарная фаза длительностью l > τ,
для перемежаемости кольца в момент времени, соответствующий началу рассмотре-
ния, реализовалась ламинарная фаза длительностью s > τ, причем эта фаза должна
закончиться через время t ∈ [τ; τ + dτ). Вероятность P1 того, что в рассматривае-
мый момент времени для перемежаемости игольного ушка начинает реализоваться
ламинарная фаза длительностью l > τ и одновременно для перемежаемости кольца
наблюдается ламинарная фаза длительностью s > τ и эта фаза заканчивается через
время t ∈ [τ; τ+ dτ), определяется соотношением

P1 =
dτ
s

pe(l)pr(s) dl ds. (6)

С учетом того, что длительности s и l рассматриваемых ламинарных фаз, от-
вечающих режимам перемежаемости кольца и игольного ушка, могут быть любыми
(превышающими τ), для того чтобы реализовалась ламинарная фаза длительностью,
попадающей в диапазон [τ; τ + dτ), вероятность того, что после фазового проскока,
обусловленного механизмами перемежаемости игольного ушка, будет наблюдаться
ламинарная фаза длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ + dτ) и заканчива-
ющаяся фазовым проскоком, обусловленным механизмом перемежаемости кольца,
будет равна

PER(τ) = dτ

∞∫

τ

pr(s)
s

ds

∞∫

τ

pe(l) dl. (7)

С учетом (3) и (4) соотношение (7) может быть вычислено как

PER(τ) = dτ

∞∫

τ

1
sTr

exp
(
− s

Tr

)
ds

∞∫

τ

1
Te

exp
(
− l

Te

)
dl =

=
dτ
Tr
Γ

(
0,
τ
Tr

)
exp

(
− τ

Te

)
,

(8)

где Γ(a, z) – неполная гамма-функция.
Аналогично, в рассматриваемой системе будет наблюдаться ламинарный уча-

сток поведения длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ+ dτ), и начинающийся
с фазового проскока, обусловленного перемежаемостью игольного ушка, если через
время t ∈ [τ; τ+ dτ) произойдет фазовый проскок, обусловленный также перемежае-
мостью игольного ушка. Для этого необходимо, чтобы для перемежаемости игольно-
го ушка реализовалась ламинарная фаза длительностью из диапазона [τ; τ+ dτ), для
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перемежаемости кольца в момент времени, соответствующий началу рассмотрения,
реализовалась ламинарная фаза длительностью s > τ, причем эта фаза не должна
закончиться в течение времени t ∈ [τ; τ+ dτ).

Вероятность того, что в рассматриваемый момент времени для перемежаемо-
сти игольного ушка начинает реализоваться ламинарная фаза длительностью, попа-
дающей в диапазон [τ; τ+ dτ), и, одновременно, для перемежаемости кольца наблю-
дается ламинарная фаза длительностью s > τ и эта фаза не заканчивается в течение
времени t ∈ [τ; τ+ dτ), определяется соотношением

P2 =
(
1− τ

s

)
pe(τ)pr(s) dτ ds. (9)

С учетом того, что длительность s рассматриваемой ламинарной фазы, отве-
чающей режиму перемежаемости кольца, может быть любой (превышающей τ), для
того чтобы реализовалась ламинарная фаза длительностью, попадающей в диапазон
[τ; τ+ dτ), вероятность того, что после фазового проскока, обусловленного механиз-
мами перемежаемости игольного ушка, будет наблюдаться ламинарная фаза длитель-
ностью, попадающей в диапазон [τ; τ+ dτ), и заканчивающаяся фазовым проскоком,
обусловленным также механизмом перемежаемости игольного ушка, будет

PEE(τ) = pe(τ) dτ

∞∫

τ

(
1− τ

s

)
pr(s) ds. (10)

С учетом (3) и (4) соотношение (10) может быть записано в виде

PEE(τ) =
1
Te

exp
(
− τ

Te

)
dτ

∞∫

τ

(
1− τ

s

) 1
Tr

exp
(
− s

Tr

)
ds =

=
dτ
Te

exp
(
− τ

Te

) [
exp

(
− τ

Tr

)
− τ

Tr
Γ

(
0,
τ
Tr

)]
.

(11)

Полученные соотношения (8) и (11) описывают вероятность возникновения
ламинарной фазы длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ + dτ) при условии,
что турбулентный проскок, с которого начато рассмотрение, обусловливается меха-
низмом перемежаемости игольного ушка. В то же самое время, возможна ситуация,
что начальный фазовый проскок был обусловлен перемежаемостью кольца. Если
средняя длительность ламинарной фазы перемежаемости кольца Tr, а перемежаемо-
сти игольного ушка Te, то на достаточно длительном интервале наблюдения L будет
зафиксировано Ne = L/Te фазовых проскоков, обусловленных перемежаемостью
игольного ушка, и Nr = L/Tr фазовых проскоков, обусловленных перемежаемостью
кольца. Тогда вероятность того, что произвольно выбранный для начального рас-
смотрения фазовый проскок определяется механизмами перемежаемости игольного
ушка, будет

Pe =
Ne

Ne + Nr
=

Tr

Te + Tr
, (12)

и, аналогично, вероятность того, что произвольно выбранный для начального рас-
смотрения фазовый проскок определяется механизмами перемежаемости кольца, бу-
дет определяться соотношением

Pr =
Nr

Ne + Nr
=

Te

Te + Tr
. (13)
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Совершенно аналогично, вероятность того, что после фазового проскока, обу-
словленного механизмами перемежаемости кольца, будет наблюдаться ламинарная
фаза длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ + dτ), и заканчивающаяся фазо-
вым проскоком, обусловленным механизмом перемежаемости игольного ушка, будет
равна

PRE(τ) = dτ

∞∫

τ

1
lTe

exp
(
− l

Te

)
dl

∞∫

τ

1
Tr

exp
(
− s

Tr

)
ds =

=
dτ
Te
Γ

(
0,
τ
Te

)
exp

(
− τ

Tr

)
,

(14)

а вероятность того, что после фазового проскока, обусловленного механизмами пе-
ремежаемости кольца, будет наблюдаться ламинарная фаза длительностью, попада-
ющей в диапазон [τ; τ+dτ), и заканчивающаяся фазовым проскоком, обусловленным
также механизмом перемежаемости кольца, будет равна

PRR(τ) =
1
Tr

exp
(
− τ

Tr

)
dτ

∞∫

τ

(
1− τ

l

) 1
Tr

exp
(
− l

Te

)
dl =

=
dτ
Tr

exp
(
− τ

Tr

) [
exp

(
− τ

Te

)
− τ

Te
Γ

(
0,
τ
Te

)]
.

(15)

Тогда, с учетом всего вышеизложенного, вероятность наблюдать в рассмат-
риваемой системе ламинарный участок поведения длительностью, попадающей в
диапазон [τ; τ+ dτ), будет определяться соотношением

P (τ) = p(τ) dτ = Pe [PER(τ) + PEE(τ)] + Pr [PRE(τ) + PRR(τ)] , (16)

где p(τ) – плотность вероятности наблюдения в рассматриваемой системе ламинар-
ный участок поведения длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ+ dτ).

C учетом соотношений (8), (11)–(16) плотность вероятности p(τ), определяю-
щая распределение длительностей ламинарных фаз, примет вид

p(τ) =
1

Te + Tr
Γ

(
0,
τ
Tr

)
exp

(
− τ

Te

)
+

Tr

Te(Te + Tr)
exp

(
− τ

Te

)
exp

(
− τ

Tr

)
−

− τ
Te(Te + Tr)

Γ
(

0,
τ
Tr

)
exp

(
− τ

Te

)
+

1
Te + Tr

Γ
(

0,
τ
Te

)
exp

(
− τ

Tr

)
+

+
Te

Tr(Te + Tr)
exp

(
− τ

Tr

)
exp

(
− τ

Te

)
− τ

Tr(Te + Tr)
Γ

(
0,
τ
Te

)
exp

(
− τ

Tr

)
.

(17)
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2. Верификация полученного выражения
для плотности вероятности

Полученное аналитически в предыдущем разделе выражение (17), описываю-
щее плотность вероятности длительностей ламинарных фаз, должно быть верифи-
цировано как с точки зрения выполнения условия нормировки

+∞∫

0

p(τ) dτ = 1 (18)

(являющегося следствием факта, что вероятность того, что будет наблюдаться лами-
нарный участок поведения любой длительности, равна единице), так и с точки зрения
предельного перехода, когда средняя длительность участка ламинарного поведения
Tr, обусловливаемого механизмами перемежаемости кольца, стремится к бесконеч-
ности. Такой предельный переход является отражением ситуации, когда рассматрива-
ется поведение связанных осцилляторов, демонстрирующих перемежаемость иголь-
ного ушка, на таких временных масштабах, когда механизмы, отвечающие за пере-
межаемость кольца, еще не реализуются. Вычисление определенного интеграла (18)
в пределах от нуля до бесконечности от плотности вероятности (17) дает

+∞∫

0

p(τ) dτ =

=

+∞∫

0
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log

(
Te + Tr

Tr

)
− TeTr

(Te + Tr)2

]
=
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+
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(Te + Tr)2
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e

(Te + Tr)2
=

(Te + Tr)2

(Te + Tr)2
= 1.

(19)

Таким образом, как следует из (19), полученное выражение (17) для плотности
вероятности наблюдать в рассматриваемой системе ламинарный участок поведения
длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ+ dτ), удовлетворяет условию норми-
ровки (18).
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Аналогично, предельный переход, исключающий из рассмотрения перемежае-
мость кольца,

lim
Tr→+∞

p(τ) = lim
Tr→+∞
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exp
(
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(20)

приводит к плотности распределения вероятностей (4) нахождения ламинарного
участка поведения с длительностью, попадающей в диапазон [τ; τ + dτ), которая
соответствует перемежаемости игольного ушка.

3. Средняя длительность ламинарных фаз

Одной из важнейших характеристик перемежающегося поведения является за-
висимость средней длительности ламинарных фаз от управляющих параметров, при
этом в качестве параметра часто рассматривается «параметр надкритичности», ха-
рактеризующий отклонение значения управляющего параметра от бифуркационной
точки. В рассматриваемом случае, когда во временной реализации системы одновре-
менно наблюдаются как перемежаемость кольца, так и перемежаемость игольного
ушка, а распределение длительностей ламинарных фаз определяется плотностью ве-
роятности (17), средняя длительность ламинарных участков поведения имеет вид
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(21)

В случае предельного перехода Tr → +∞, исключающего из рассмотрения пе-
ремежаемость кольца, средняя длительность ламинарной фазы наблюдаемого пове-
дения стремится к средней длительности ламинарной фазы перемежаемости иголь-
ного ушка:
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= −0 + 2Te − Te = Te.

(22)

4. Пример сосуществования двух типов перемежаемости
в связанных осцилляторах Ресслера

Для того чтобы проиллюстрировать полученные результаты, рассмотрим на
различных временных масштабах s поведение двух однонаправленно связанных ха-
отических осцилляторов Ресслера, находящихся вблизи границы фазовой синхрони-
зации:

ẋ1 = −ω1y1 − z1,

ẏ1 = ω1x1 + ay1,

ż1 = p + z1(x1 − c),

ẋ2 = −ω2y2 − z2 + ε(x1 − x2),

ẏ2 = ω2x2 + ay2,

ż2 = p + z2(x2 − c).

(23)

В соотношении (23) x, y, – координаты ведущей (1) и ведомой (2) системы,
ε характеризует силу связи между осцилляторами. Остальные значения параметров
были выбраны по аналогии с предыдущими работами [17, 18]: a = 0.15, p = 0.2,
c = 10.0, ω2 = 0.95, ω1 = 0.93. Для выделения ламинарных фаз во временных
реализациях взаимодействующих систем использовался подход, описанный в [19].

Рассмотрение поведения связанных хаотических систем на различных времен-
ных масштабах [15, 16] основано на введении непрерывного множества фаз иссле-
дуемых сигналов с помощью непрерывного вейвлетного преобразования

W (s, t0) =
1√
s

+∞∫

−∞
x(t)ψ∗

(
t− t0

s

)
dt, (24)
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с материнским вейвлетом Морле

ψ(η) =
1
4
√
π

exp(jΩ0η) exp
(−η2

2

)
, (25)

Ω0 = 2π.
Вейвлетная поверхность

W (s, t0) = |W (s, t0)|ej3s(t0) (26)

характеризует поведение системы на каждом временном масштабе s в любой мо-
мент времени t0. Величина |W (s, t0)| характеризует наличие и интенсивность соот-
ветствующего временного масштаба s в момент времени t0. Как правило, в рассмот-
рение также вводят мгновенное значение

E(s, t0) = |W (s, t0)|2 (27)

и интегральное

〈E(s)〉 =
∫
|W (s, t0)|2 dt0 (28)

распределения энергии по временным масштабам.
Оказывается, что при использовании вейвлетного преобразования (24) для

каждого временного масштаба s естественным образом оказывается определена непре-
рывная фаза 3(s, t) = arg W (s, t). Иными словами, оказывается возможным характе-
ризовать поведение каждого временно́го масштаба s с помощью ассоциированной с
ним фазы 3(s, t), являющейся непрерывной функцией временно́го масштаба s и вре-
мени t. Введенное в рассмотрение таким образом семейство фаз наиболее полным
образом характеризует поведение связанных систем: возможно описать поведение
каждого временно́го масштаба с помощью ассоциированной с ним фазы 3(s, t).

Для выбранных значений параметров синхронный режим устанавливается при
значении параметра связи εc ≈ 0.045, при этом синхронные временны́е масштабы
лежат в диапазоне s ∈ [sl; sh], sl = 4.99, sh = 8.25.

Для того чтобы разделить перемежаемость игольного ушка и перемежаемость
кольца, можно использовать рассмотрение динамики систем на вращающейся плос-
кости. Этот подход был впервые предложен в работах [9,20] и заключается в том, что
переменные (в данном случае x1,2 = ReW1,2(s, t) и y1,2 = ImW1,2(s, t)) рассматри-
ваются на плоскости, вращающейся вокруг начала координат [9]

x′ = x1 cos32(s, t) + y1 sin32(s, t),

y′ = −x1 sin32(s, t) + y1 cos32(s, t).
(29)

В этом случае оба типа перемежающегося поведения легко могут быть детекти-
рованы и разделены: сгусток фазовых траекторий на плоскости (x′; y′), который
выглядит как зашумленная неподвижная устойчивая точка (рис. 1, a) соответству-
ет синхронной динамике взаимодействующих осцилляторов [20]; начало вращения
фазовой траектории вокруг центра (рис. 1, б) свидетельствует о наличии перемежа-
емости игольного ушка [20], в то время как перемежаемость кольца проявляется в
охвате начала координат фазовой траекторией (см. [9]), как это показано на рис. 1, в.
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Рис. 1. Фазовая траектория ведомой системы на плоскости (x′, y′), вращающейся вокруг начала ко-
ординат: a – ε = 0.045, s = 5.50 – синхронный режим; б – ε = 0.032, s = 5.50 – перемежаемость
игольного ушка; в – ε = 0.045, s = 4.99 – перемежаемость кольца; г – ε = 0.032, s = 4.99 – сосуще-
ствование двух типов перемежающегося поведения

Из рис. 1, а–в видно, что можно выделить области значений параметра связи
ε и временных масштабов, где наблюдается либо перемежаемость игольного уш-
ка (см. рис. 1, б), либо перемежаемость кольца (см. рис. 1, в). Существуют также
области значений параметра связи и временных масштабов, для которых оба дан-
ных явления наблюдаются одновременно (рис. 1, г). Это означает, что перемежа-
емость игольного ушка прерывается перемежаемостью кольца, и наоборот. Таким
образом, наблюдается одновременное существование двух типов перемежаемостей.
В этом режиме фазовая траектория на плоскости (x′, y′) вращается вокруг начала
координат (что является проявлением перемежаемости игольного ушка) и время от
времени охватывает начало координат, что свидетельствует о наличии перемежаемо-
сти кольца.

Плотности вероятности распределения длительностей ламинарных фаз, полу-
ченные численно для двух однонаправленно связанных осцилляторов Ресслера (23),
находящихся в режиме сосуществования перемежаемости игольного ушка и пере-
межаемости кольца, приведены на рис. 2 для трех различных наборов значений
параметра связи ε и временного масштаба s, на котором осуществляется наблю-
дение. Поскольку механизмы, приводящие к перемежаемости кольца и перемежае-
мости игольного ушка, различаются, то, соответственно, можно разделить проскоки
фазы, относящиеся к одному и другому типам перемежающегося поведения, после
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Рис. 2. Распределения длительностей ламинарных
фаз для режима сосуществования перемежаемо-
сти игольного ушка и перемежаемости кольца для
двух систем Ресслера (23) и аналитические зави-
симости (17), соответствующие этим распределе-
ниям (сплошные линии). Кривая 1 – ε = 0.038,
s = 4.980, Tr = 540.5, Te = 17921.1; кривая 2 –
ε = 0.036, s = 4.965, Tr = 322.6, Te = 1666.7;
кривая 3 – ε = 0.036, s = 4.870, Tr = 50.0,
Te = 1666.7

чего можно оценить значения Tr и Te,
входящие в теоретические соотноше-
ния (17), что позволяет сопоставить
численно полученные данные с теорети-
ческими предсказаниями. Для значения
параметра связи ε = 0.038 и временно-
го масштаба s = 4.980 значения средней
длительности ламинарных фаз пере-
межаемости кольца и перемежаемости
игольного ушка могут быть оценены как
Tr = 540.5 и Te = 17921.1, соответ-
ственно. Теоретическая плотность рас-
пределения длительностей ламинарных
фаз p(τ), соответствующая значениям
ε = 0.038 и s = 4.980, также показана
на рис. 2 сплошной линией (кривая 1).
Можно видеть, что полученное распре-
деление длительностей ламинарных фаз
очень хорошо согласуется с теоретиче-

ской кривой (17). Точно такое же хорошее соответствие между теоретическими и
численно полученными данными наблюдается и для других значений параметра свя-
зи и масштаба наблюдения (см. рис. 2, кривые 2, 3 и соответствующие им точки).

Заключение

Таким образом, можно считать установленным, что ниже границы фазовой
синхронизации, при значении параметра связи между осцилляторами, соответству-
ющем перемежаемости игольного ушка, могут быть также выделены временные
масштабы, на которых, помимо перемежаемости игольного ушка будет наблюдаться
перемежающееся поведение типа кольца. Иными словами, при определенных значе-
ниях параметра связи и на определенных временных масштабах оба процесса пере-
межаемости будут наблюдаться одновременно.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России» на 2009–2013 годы, Президентской программы под-
держки ведущих научных школ (проект НШ-3407.2010.2), Фонда некоммерческих
программ «Династия».
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INTERMITTENCY NEAR PHASE SYNCHRONIZATION
BOUNDARY AT DIFFERENT TIME SCALES

M.О. Zhuravlev, A.A. Koronovskii, O.I. Moskalenko, A.E. Hramov

In this paper the results of the study of the intermittent behavior taking place near
the phase synchronization boundary on the different time scales of the observation are
given. It has been shown that below the phase synchronization boundary, in the area of
eyelet intermittency there are time scales where the ring intermittency is also observed. In
other words, for the certain values of the coupling strength and time scale of observation
both types of the intermittent behavior take place simultaneously. In this paper the theory
of this type of the intermittent behavior is developed.

Keywords: Intermittency, phase synchronization, chaotic oscillators, time scale, dynamical
system.
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