
Изв. вузов «ПНД», т. 19, № 1, 2011 УДК 621.391.01

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА КОЛЬЦА
ИЗ ТРЕХ ФАЗОВЫХ СИСТЕМ∗

В.В. Матросов, А.В. Шмелев

Исследуется нелинейная динамика ансамбля, состоящего из трех фазоуправляемых
генераторов, объединенных в кольцо. Путем численного моделирования, основанного на
методах теории колебаний, исследуются режимы коллективного поведения генераторов
ансамбля, в пространстве параметров выделяются области существования синхронных и
квазисинхронных режимов, анализируются перестройки режимов на границах выделен-
ных областей.
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Введение

Анализ связанных активных элементов является одной из актуальных задач со-
временной нелинейной науки. Задачи изучения коллективной динамики возникают в
различных областях знаний (физика, химия, биология, экономика, социология и т.д.).
При изучении нелинейной динамики ансамблей с позиций теории колебаний прежде
всего обращают внимание на динамику парциального элемента ансамбля и на спосо-
бы объединения активных элементов в ансамбль, то есть на типы связей (линейные,
нелинейные, локальные, нелокальные, резистивные, диссипативные и т.п.).

Среди активных элементов в особый класс можно выделить динамические
системы c цилиндрическим фазовым пространством, поскольку они обладают бо-
лее разнообразным типом движений по сравнению с системами, определенными в
декартовой системе координат [1]. Часто такие динамические системы называют фа-
зовыми системами, поскольку в динамических уравнениях циклическая (угловая)
координата, как правило, ассоциируется с фазой колебаний. Заметим, что при опи-
сании динамики нелинейных систем циклические переменные могут входить в них

∗Статья написана по материалам конференции «Хаотические автоколебания и образование струк-
тур», Саратов, 4–9 октября, 2010.

123



естественным образом, как, например, в задаче Жуковского о планирующем поле-
те или при описании поведения маятника [2], фазоуправляемых генераторов [3, 4],
джозефсоновского контакта [5, 6], так и в результате некоторых преобразований фа-
зовых координат, в частности, при переходе к укороченным уравнениям в системах
близких к гармоническому осциллятору [2], либо путем введения понятия фазы для
колебаний систем, определенных в декартовой системе координат [7]. Независимо от
способа введения фазы модели фазовых систем представляют огромный интерес для
понимания общих закономерностей коллективного поведения ансамблей связанных
активных элементов, в частности, явления синхронизации колебаний [7–9].

Как показывают исследования, коллективное поведение ансамблей определя-
ется не столько динамикой парциального элемента, сколько структурой связей [10].
Причем многие эффекты коллективной динамики больших ансамблей начинают про-
являться в ансамблях, состоящих из небольшого числа активных элементов [11,12].

Настоящая работа продолжает начатые в [13, 14] исследования кольцевых со-
единений систем фазовой автоподстройки частоты (ФАП). Сейчас изучена динамика
кольца из двух фазоуправляемых генераторов с фильтрами первого порядка. Уста-
новлено, что в результате такого объединения у генераторов появляются новые ди-
намические режимы (квазисинхронный и хаотических биений), несвойственные пар-
циальному элементу. Показано, что введение дополнительных связей через сигналы
фазовых рассогласований позволяет не только управлять свойствами автоколебатель-
ных режимов, но и повышает устойчивость синхронного режима. Здесь рассматри-
вается коллективное поведение ансамбля из трех элементов с регулярной динамикой
в отсутствие дополнительных связей. Особое внимание уделяется эффектам, связан-
ным с ростом числа активных элементов в ансамбле.

1. Математические модели ансамбля

Уравнения динамики кольца из n ≥ 3 систем ФАП и при наличии локальных
дополнительных связей через сигналы фазовых рассогласований в символической
записи имеют следующий вид [13]:

p3i

Ω1
=
ωi − ωi−1

Ω1
− biKi(p)[F (3i) + κi+1F (3i+1)] (1)

+ bi−1Ki−1(p)[F (3i−1) + κiF (3i)].

Здесь p = d/dt; 3i(t) = θi(t) − θi−1(t), где θi(t) – фаза колебаний i-го генера-
тора; ωi – свободная частота колебаний i-го генератора; Ki(p) – операторный ко-
эффициент передачи фильтра; bi = Ωi/Ω1; Ωi – максимальная расстройка частот,
которую способна скомпенсировать цепь управления ФАПi; F (3i) – нормированная
характеристика фазовых дискриминаторов; κi – параметр дополнительных связей
(i = 1, n; i=0=n; i=n+1=1). Конкретный вид динамических уравнений получается
из уравнений (1) при определении в них коэффициентов фильтров и характеристик
дискриминаторов. В случае объединения в кольцо трех идентичных систем ФАП
(с одинаковыми полосами удержания b1=b2=1 и одинаковыми фильтрами первого
порядка – K(p) = (1 + Tp)−1, где T – постоянные времени фильтров) с синусо-
идальной характеристикой фазовых дискриминаторов из (1) получаем следующую
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систему дифференциальных уравнений:

d31

dτ
= y1,

ε
dy1

dτ
= γ1 − y1 − (1− κ1) sin31 − κ2 sin32 − sin(31 + 32),

d32

dτ
= y2,

ε
dy2

dτ
= γ2 − y2 + sin31 − (1− κ2) sin32 + κ3 sin(31 + 32),

(2)

описывающую динамические процессы рассматриваемого ансамбля. Система (2)
определена в четырехмерном цилиндрическом фазовом пространстве U :
{31(mod 2π), y1, 32(mod 2π), y2} с двумя циклическими переменными 31 и 32.
Здесь τ = Ω1t – безразмерное время, 31(32) – разности фаз колебаний первого и
третьего (второго и первого) генераторов, y1(y2) – соответствующие разности частот.
В (2) все параметры безразмерные: γ1 = (ω1 − ω3)/Ω1 и γ2 = (ω2 − ω1)/Ω1 – от-
носительные начальные частотные расстройки, ε = Ω1T – инерционность фильтров,
κ1,2,3 – дополнительные связи. Из модели (2) исключены уравнения, описывающие
поведение фазовой переменной 33, поскольку 33 = −(32 + 31). Задачей исследо-
вания динамики ансамбля по модели (2) является: анализ особых траекторий моде-
ли (2), в частности, аттракторов; установление соответствия между аттракторами и
динамическими режимами ансамбля; изучение бифуркаций аттракторов; выделение
в пространстве параметров областей с различным динамическим поведением. Ниже
представлены результаты такого исследования [15–17].

2. Классификация динамических режимов ансамбля

Между аттракторами модели (2) и динамическими режимами рассматривае-
мого ансамбля существует взаимно однозначное соответствие. Наличие у модели (2)
двух циклических координат приводит к большому разнообразию допустимых ре-
жимов коллективного поведения ансамбля. Для динамических режимов ансамбля
введем следующую классификацию, связав ее с типом аттрактора в фазовом про-
странстве математической модели (2).

• Устойчивое состояние равновесия O1 с координатами 3∗1, y
∗
1,3

∗
2, y

∗
2 обуслов-

ливает режим синхронизации генераторов ансамбля. В этом режиме частоты коле-
баний генераторов равны, рассогласования колебаний по фазе характеризуют коор-
динаты 3∗1,3

∗
2,3

∗
3 = −(3∗1 + 3∗2). Значения 3

∗
1,3

∗
2,3

∗
3 определяют фазовые ошибки

режима синхронизации.
• Колебательный аттрактор – аттрактор, ограниченный по фазовым коор-

динатам 31 и 32, обусловливает режим глобальной квазисинхронизации генерато-
ров ансамбля. В этом режиме частоты колебаний генераторов ансамбля различа-
ются, но равны нулю усредненные разности частот колебаний любых генераторов
(〈y1〉 = 〈y2〉 = 0, 〈y3〉 = 〈y1〉 + 〈y2〉 = 0). Колебательные аттракторы модели (2)
могут быть регулярными (предельные циклы), квазирегулярными (инвариантные то-
ры) и хаотическими. Отсюда режимы глобальной квазисинхронизации подразделя-
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ются на регулярные, квазирегулярные и хаотические режимы глобальной квазисин-
хроннизации.

• Колебательно-вращательный аттрактор – аттрактор, ограниченный по фа-
зовой координате 31 или 32, обуславливает режим частичной квазисинхронизации
генераторов ансамбля. Этот режим характеризуется обращением в ноль усредненных
разностей частот колебаний отдельных пар генераторов (〈y1〉 =0, 〈y2〉 = 0). Также
как колебательные аттракторы колебательно-вращательные аттракторы модели (2)
могут быть регулярными, квазирегулярными и хаотическими. Аналогично режиму
глобальной квазисинхронизации режимы частичной квазисинхронизации подразде-
ляются на регулярные, квазирегулярные и хаотические режимы частичной квазисин-
хронизации.

• Вращательный аттрактор – аттрактор, неограниченный ни по координате
31, ни по координате 32, определяет асинхронный режим или режим биений. Вра-
щательные аттракторы модели (2) могут быть регулярными, квазирегулярными или
хаотическими, следовательно определяют регулярные, квазирегулярные или хаотиче-
ские режимы биений.

• Особенностью рассматриваемого ансамбля является то, что разность частот
y3 колебаний первого и третьего генераторов определяется равенством
y3=−(y1 + y2), из которого следует, что усредненная разность частот
〈y3〉= − (〈y1〉 + 〈y2〉) может обращаться в ноль при 〈y1〉 6= 0 и 〈y2〉 6= 0, если
〈y1〉 = −〈y2〉. Вращательные аттракторы модели (2), на которых переменные 31 и
32 вращаются в среднем с одинаковой скоростью, но в разных направлениях, соот-
ветствуют режиму частичной квазисинхронизации, в частности, первого и третьего
генераторов ансамбля. Установленное выше соответствие между динамическими ре-
жимами коллективного поведения ансамбля и аттракторами модели (2) позволяет
перейти к анализу динамики ансамбля посредством изучения особых траекторий в
фазовом пространстве U и анализу бифуркаций этих движений в зависимости от
параметров модели. Далее рассматривается случай, когда дополнительные связи по
цепям управления отсутствуют (κ1 = κ2 = κ3 = 0).

3. Динамика ансамбля генераторов
с малоинерционными цепями управления

Допустим, что цепи управления систем ФАП являются малоинерционными, то
есть модель (2) имеет малый параметр при производных dy1/dτ и dy2/dτ ( ε ¿ 1).
В этом случае движения в фазовом пространстве U разделяются на «быстрые» и
«медленные». Поверхность медленных движений V , определяемая уравнениями

Q1(31,32, y1) ≡ γ1 − y1 − sin31 − sin(31 + 32) = 0, (3)

Q2(31,32, y2) ≡ γ2 − y2 + sin31 − sin32 = 0,

устойчива, так как

∂Q1(31,32, y1)
∂y1

+
∂Q2(31,32, y2)

∂y2
= −2 < 0,

∂Q1(31,32, y1)
∂y1

∂Q2(31,32, y2)
∂y2

− ∂Q1(31,32, y1)
∂y2

∂Q2(31,32, y2)
∂y1

= 1 > 0.
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Рис. 1. Структура плоскости параметров (γ1, γ2)
модели (4)

Поведение системы (2) в малой окрестно-
сти V описывается следующей системой
уравнений:

d31

dτ
= γ1 − sin31 − sin(31 + 32), (4)

d32

dτ
= γ2 + sin31 − sin32,

определенной на фазовом торе U1:
{31(mod 2π),32(mod 2π)} и зависящей от
параметров γ1 и γ2. Исследование особых
траекторий проведено путем компьютерно-
го моделирования с использованием ком-
плекса программ ДНС [18], реализующего алгоритмы, базирующиеся на качествен-
ной теории динамических систем и теории бифуркаций.

На рис. 1 приведено разбиение плоскости параметров (γ1, γ2) модели (4) на
области с различным динамическим поведением. Здесь пунктирной линией выделе-
на область DS существования состояний равновесия. Внутри этой области система
(4) может иметь шесть, четыре или два состояния равновесия. Области с различным
числом состояний равновесия разделены штрихпунктирными линиями. При нулевых
частотных расстройках γ1 = γ2 = 0 система (4) имеет шесть состояний равновесия
(рис. 2, а): O1 – устойчивое; O2 , O4, O6 – седловые; O3 , O5 – полностью неустой-
чивые. С увеличением начальных частотных расстроек число состояний равновесия
в системе (4) уменьшается сначала до четырех, потом до двух. При выходе из об-
ласти с шестью состояниями равновесия: через штрихпунктирную линию 1 проис-
ходит слияние и исчезновение состояний равновесия O2 и O3; линию 2 – O4 и O5;
линию 3 – O6 и O3; линию 4 – O2 и O5; линию 5 – O4 и O3; линию 6 – O6 и O5.
Таким образом, внутри области DS бифуркации состояний равновесия не затрагива-
ют устойчивого состояния равновесия O1, определяющего синхронный режим рабо-
ты ансамбля. Область DS является областью существования синхронного режима.
Эти бифуркации перераспределяют фазовые потоки, тем самым влияют на длитель-
ность переходных процессов к режиму синхронизации.

Движения на торе, каким является фазовое пространство модели (4), приня-
то характеризовать числом вращения ν [19], которое для периодических траекторий
либо рационально, либо равно ±∞, для квазипериодических траекторий число ν
иррационально. Число вращения можно представить в виде отношения двух чисел
ν = i/j, где i и j определяют число оборотов, совершаемых фазовой траекторией
по переменным 31 и 32. Нарастание переменных 31 и 32 характеризуют положи-
тельные значения i и j , убывание – отрицательные. Таким образом, числа вращения
устойчивых предельные циклов, определяющих регулярный режим частичной ква-
зисинхронизации, имеют следующие значения: ν = 0/1, 0/−1, 1/0, −1/0, 1/−1,
−1/1. На рис. 1 серым цветом выделены области параметров, где существуют ре-
жимы частичной квазисинхронизации. Фазовые портреты модели (4) для значений
параметров из областей существования квазисинхроных режимов представлены на
рис. 2, б,в,д,е,з,и. Система (4) инвариантна относительно преобразования Π:
(γ1, γ2,31,32) → (−γ1,−γ2, −31,−32), поэтому фазовые портреты приведены лишь
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Рис. 2. Фазовые портреты модели (4) в областях DZ (а), D0,1 (б,в), D0,1 (г), D1,0 (д,е), D1,0 (ж), D1,−1

(з,и), D1,−1 (к), D1,1 (л), квазирегулярного режима биений (м)

для областей расположенных в области положительных значений γ1. Области суще-
ствования режимов частичной квазисинхронизации имеют одинаковую структуру, их
границами служат бифуркационные кривые петель сепаратрис седел и седло-узлов,
а также двукратных предельных циклов [20].

Рассмотрим структуру областей существования режимов частичной квазисин-
хронизации и трансформацию соответствующих этим областям фазовых портретов
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на примере области D0,1 (см. рис. 1). При значениях параметров вне области DS

фазовый портрет системы (4) содержит два предельных цикла: устойчивый L0,1 и
неустойчивый Г0,1 (см. рис. 2, б). При выходе из области D0,1 через левую или
правую границу предельные циклы сливаются и исчезают в результате касательной
бифуркации. При выходе из области D0,1 через пунктирную линию, между точка-
ми a и b, в результате бифуркации петли сепаратрис седло-узла исчезает цикл L0,1,
неустойчивый цикл Г0,1 сохраняется (см. рис. 2, б). Из бифуркационного анали-
за следует, что области квазисинхронных режимов могут проникать в область DS ,
порождая тем самым области с бистабильным поведением – совместного существо-
вания синхронного и квазисинхронного режимов. Области бистабильного поведения
имеют клинообразный вид, границами этих областей служат бифуркационные кри-
вые «устойчивых» петель сепаратрис (c отрицательной седловой величиной σ < 0)
и двукратного предельного цикла, которые соединяются в точке, где σ = 0. На рис. 1
точки, где седловая величина σ обращается ноль, отмечены звездочкой.

На рис. 1 отмечены области D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0, D−1,0, где в
фазовом пространстве модели (4) состояния равновесия существуют совместно с
неустойчивыми предельными циклами (рис. 2, г,ж,к). Отмеченные области ограни-
чены бифуркационными кривыми «неустойчивых» (σ>0) петель сепаратрис седло-
вых или седло-узловых состояний равновесия. Неустойчивые циклы не оказывают
влияния на устойчивость системы, их роль в динамике модели (4) сводится к рас-
пределению фазовых потоков, а в ансамбле – к влиянию на процессы установления
режима синхронизации. Вне областей DS , D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0, D−1,0 в
фазовом пространстве модели (4) существуют периодические и квазипериодические
движения, соответствующие регулярным и квазирегулярным режимам биений. На
рис. 1 штриховкой выделены области D1,1 и D−1,−1 существования устойчивых вра-
щательных предельных циклов L1,1 и L−1,−1. На рис. 2, л приведен фазовый портрет,
характерный для области D1,1; видно, что регулярные асинхронные режимы могут
существовать совместно с синхронным режимом. Области асинхронных режимов
узкими клиньями проникают в область DS . Структура таких клиньев аналогична
структуре областей совместного существования синхронных и квазисинхронных ре-
жимов – их границами служат бифуркационные кривые устойчивых петель сепара-
трис и двойных предельных циклов, исходящих из точки, где σ = 0.

4. Влияние параметров инерционности на динамику ансамбля

В отсутствие дополнительных связей динамика рассматриваемого ансамбля
зависит от трех параметров γ1, γ2 и ε. Зафиксируем γ1 = 0 и рассмотрим эволю-
цию аттракторов системы (4), а также областей их существования при увеличении
параметра ε (рис.3). При γ1 = 0, ε ¿ 1 в фазовом пространстве модели (4) мо-
гут реализоваться два типа аттракторов: состояние равновесия O1 и предельный
цикл L0,1.

Координаты состояний равновесия модели (2) не зависят от параметра ε, по-
этому число состояний равновесия и области их существования у моделей (2) и
(4) совпадают (см. рис. 1). Однако область DS существования синхронного режима
при увеличении ε видоизменяется, эти изменения обусловлены сменой устойчивости
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Рис. 3. Структура плоскости параметров (ε, γ2) мо-
дели (2) при γ1 = 0

состояния равновесия O1. Смена устой-
чивости O1 происходит в результате би-
фуркации Андронова–Хопфа на лини-
ии 2 (см. рис. 3). Первая ляпуновская ве-
личина на бифуркационной кривой от-
рицательна, поэтому с ростом ε при
пересечении линии 2 в фазовом про-
странстве модели (2) мягко рождает-
ся устойчивый колебательный предель-
ный цикл L0. В результате в ансамбле
синхронный режим сменяет регулярный
режим глобальной квазисинхронизации.

Область синхронизации DS , где состояние равновесия O1 модели (2) локально
устойчиво, с одной стороны ограничена бифуркационной кривой двукратного со-
стояния равновесия (штриховая линия 1), c другой стороны – сплошной линией 2.

При увеличении ε устойчивый предельный цикл L0 трансформируется в коле-
бательный хаотический аттрактор S0. Хаотизация L0 может развиваться по двум сце-
нариям. Один сценарий определяется каскадом бифуркаций удвоения периода цикла
L0, другой – разрушением двумерного инвариантного тора T0, который появляется
при смене устойчивости цикла L0 в результате бифуркации Неймарка–Саккера. На
рис.3 отмечены области D0 и Dch

0 существования регулярного и хаотического коле-
бательных аттракторов, пунктирная линия 3 отражает первую бифуркацию удвоения
периода цикла L0, линия 4 – бифуркацию Неймарка–Саккера. На рис. 4 приведены
проекции колебательных аттракторов модели (2) при γ1=0: инвариантного тора T0

(рис.4, а) и хаотических аттракторов S0 с ляпуновской размерностью DL = 2.04
(рис. 4, б), DL = 3.14 (рис. 4, в) и DL = 2.33 (рис. 4, г). Аттракторы на рис. 4, б, в
являются результатом разрушения инвариантного тора; на рис. 4, г – бифуркаций
удвоения периода цикла L0. Дальнейшее увеличение ε приводит к разрушению хао-
тического колебательного аттрактора и переходу (2) на колебательно-вращательный
или вращательный аттракторы, то есть в ансамбле режим хаотической глобальной
квазисинхронизации сменяется режимом частичной квазисинхронизации или режи-
мом биений.

Колебательно-вращательные аттракторы типа [0,1] (c индексом вращения [0,1])
[11] существуют в области D0,1. Эта область ограничена бифуркационными кривы-
ми: петли сепаратрис седло-узла – линия 1, расположенная слева от точки b; устойчи-
вой петли сепаратрис седла (седло-фокуса) O4 – линия 5; двукратного колебательно-
вращательного предельного цикла – линия 6. При изменении параметров вдоль ли-
нии 5 седловая величина седло-фокуса O4 в точке C обращается в ноль. Соглас-
но [21] параметрический портрет (2) содержит бесконечное число бифуркационных
линий, отвечающих кратным циклам и многообходным петелям сепаратрис. Эти ли-
нии сходятся сложным образом к точке C. В численном эксперименте удалось за-
фиксировать несколько различных линий. Одна из обнаруженных бифуркационных
кривых двукратного предельного цикла (крайняя) выбрана в качестве границы об-
ласти D0,1 (линия 6). Часть кривой, соответствующей бифуркации петли сепаратрис
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Рис. 4. Проекции фазовых портретов и отображений Пуанкаре аттракторов модели (2), соответствую-
щие квазисинхронным режимам: глобальным квазирегулярным при γ2 = 0.04, ε = 0.7 (а); глобальным
хаотическим при γ2 = 0.04, ε = 0.704, 0.707 (б,в); γ2 = 0.9, ε = 4.35 (г); хаотическим типа [0,1] при
γ2 = 0.626, ε = 6, (д) и γ2 = 0.322, ε = 9.15 (е); хаотическим типа [-1,1] при γ2 = 0.606, ε = 4 (ж);
хаотическому режиму биений при γ2 = 0.2, ε = 7.6 (з)

седло-фокуса с положительной седловой величиной, проходит внутри области D0,1.
Согласно [22], в окрестности гомоклинической траектории существует нетривиаль-
ное гиперболическое множество, содержащее счетное число периодических движе-
ний. Кроме седловых движений, здесь также существуют устойчивые периодиче-
ские движения, смена устойчивости которых сопровождается бифуркацией рожде-
ния периодического решения удвоенного периода. Таким образом, при значениях
параметров из области D0,1 в фазовом пространстве могут реализоваться различные
предельные циклы типа [0,1]. Эти предельные циклы в результате каскада бифур-
каций удвоения периода могут трансформироваться в хаотические аттракторы S0,1

типа [0,1]. На рис. 4, д,е представлены проекции хаотических аттракторов типа [0,1],
сформированные на базе разнообразных предельных циклов типа [0,1]. Хаотические
аттракторы S0,1 на рис. 4, д и рис. 4, е имеют соответственно размерности DL = 2.61
и DL = 2.56.
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В области D−1,1 существуют аттракторы типа [-1,1]. Сверху эту область огра-
ничивает линия 8 – двукратного предельного цикла. При пересечении этой линии
сверху вниз в фазовом пространстве U рождается устойчивый предельный цикл
L−1,1, который при уменьшении γ2 через серию бифуркаций удвоения периода транс-
формируется в хаотический аттрактор S−1,1 (рис. 4, ж). При дальнейшем уменьше-
нии γ2 хаотический аттрактор разрушается и система (2) в зависимости от парамет-
ров переходит либо на режимы, описанные выше, либо на режимы биений. На рис. 3
штрих-пунктирная линия 9 отвечает за первую бифуркацию удвоения периода цикла
L−1,1. Области существования циклов L

(2)
−1,1 удвоенного, L

(4)
−1,1 учетверенного и пе-

риодов большей кратности, также как и хаотического аттрактора S−1,1, в рассматри-
ваемом случае малы, поэтому они на рис. 3 не выделены. Рис. 5 дает представление
о структуре пространства параметров модели (2) в сечении плоскостью (γ1, γ2). При
рассмотренном значении ε = 4.3 динамика ансамбля характеризуется высокой степе-
нью мультистабильности, поэтому разбиение плоскости (γ1, γ2) представлено в виде
двух раздельных картин: для синхронного режима и режимов глобальной квазисин-
хронизации (рис. 5, а), и для режимов частичной квазисинхронизации и режимов
биений (рис. 5, б). Объединение рисунков определяет структуру пространства па-
раметров ансамбля из трех фазовых систем с инерционными цепями управления.
Обозначения областей и кривых на рис. 5 аналогичны обозначениями, принятым на
рис. 3. Отметим некоторые особенности динамики ансамбля, обусловленные инер-
ционностью цепей управления систем ФАП (параметр ε).

Увеличение инерционности приводит к смене устойчивости синхронного ре-
жима и возникновению режима регулярной глобальной квазисинхронизации. Об-
ласть существования режима глобальной квазисинхронизации на плоскости началь-
ных частотных расстроек зарождается в точке нулевых частотных расстроек и далее
распространяется к границам области существования состояний равновесия, повто-
ряя ее форму (см. рис. 5, а). В результате область DS существования синхронного
режима приобретает форму кольца, которое сужается с ростом ε.

Рис. 5. Структура плоскости параметров (γ1, γ2) модели (2) при ε = 4.3: области существования син-
хронного режима и режимов глобальной квазисинхронизации (а); области существования режимов
частичной квазисинхронизации и режимов биений (б)
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Режим регулярной глобальной квазисинхронизации с ростом ε теряет устой-
чивость в результате бифуркации удвоения периода. Каскад бифуркаций удвоения
периода приводит к возникновению режима хаотической глобальной квазисинхро-
низации. Область существования режима хаотической глобальной квазисинхрониза-
ции на плоскости (γ1, γ2) сначала имеет форму кольца, которое при увеличении ε
преобразуется в шесть изолированных областей Dch

0 (см. рис. 5, а). Здесь D0 есть
области существования режима регулярной глобальной квазисинхронизации.

Изменения областей D0,1, D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0 и D−1,0 частичной регу-
лярной квазисинхронизации с ростом ε аналогичны. Во-первых, они увеличиваются
в размере; во-вторых, все больше проникают в область существования состояний
равновесия; наконец, области существования квазисинхронных режимов различных
типов, а также асинхронных режимов начинают пересекаться, порождая высокую
степень мультистабильности. Следует обратить внимание еще на один факт, кото-
рый усложняет коллективную динамику ансамбля. Ранее, при ε ¿ 1, области D0,1,
D0,−1, D−1,1, D1,−1, D1,0 и D−1,0 отвечали за существование неустойчивых циклов
Г0,1, Г0,−1, Г−1,1, Г1,−1, Г1,0 и Г−1,0, соответственно. Эти области были ограничены
бифуркационными кривыми петель сепаратрис седел (седло-узлов) с положительной
седловой величиной. Выход из этих областей не приводил к возникновению новых
аттракторов, а лишь обуславливал перераспределение фазовых потоков и изменения
в переходных процессах к режиму синхронизации. Увеличение ε1 превращает сед-
ла в седло-фокусы, что, согласно [23], влечет за собой появление в пространстве
параметров новых бифуркационных кривых, а в фазовом пространстве – сложной
динамики, вплоть до хаотической. При ε не малых границы областей существования
квазисинхронных режимов имеют сложную структуру, обусловленную большим ко-
личеством аттракторов одного типа (с одинаковым индексом вращения). На рис. 5, б
такими границами являются линии 9, 10, 12. Эти линии не связаны с какой-либо би-
фуркацией аттрактора системы (2), а являются интегральной оценкой области суще-
ствования колебательно-вращательных аттракторов, либо вращательных аттракторов
типа [1,-1] или [-1,1].

Области существования режимов биений Di,j с ростом ε расширяются, пе-
ресекаются между собой и все глубже проникают в области существования квази-
синхронных и синхронных режимов. На рис. 5, б границы областей существования
режимов биений проведены штрих-пунктирными линиями, а сами области отмечены
штриховкой. Эволюция областей существования предельных циклов Li,j аналогична
трансформациям областей существования периодических движений, определяющих
режимы частичной квазисинхронизации.

Заключение

Рассмотрена динамика кольцевого соединения трех фазовых систем. Установ-
лено соответствие между режимами коллективного поведения ансамбля и аттракто-
рами динамической модели. В пространстве параметров выделены области с различ-
ным динамическим поведением. Изучены бифуркационные механизмы возникнове-
ния режимов глобальной и частичной квазисинхронизации, сценарии хаотизации
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регулярных колебаний. Показано, что рассматриваемый ансамбль обладает высокой
степенью мультистабильности и демонстрирует гистерезисные явления при вариа-
циях параметров.

Заметим, что рассмотренное кольцо из трех фазоуправляемых генераторов с
фильтрами первого порядка без дополнительных связей, в рамках введенной клас-
сификации динамических режимов, демонстрирует все возможные типы режимов:
синхронные, регулярные и хаотические режимы глобальной и частичной квазисин-
хронизации, регулярные и хаотические режимы биений. Следовательно, введение
дополнительных связей, а также увеличение числа элементов ансамбля не будет ха-
рактеризоваться появлением новых режимов.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 10-02-00865, ФЦП «На-
учные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 гг. (кон-
тракты № П2308, № 02.740.11.0565, № 02.740.11.0075).
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NONLINEAR DYNAMICS
OF A RING OF THREE PHASE SYSTEMS

V.V. Matrosov, A.V. Shmelev

Nonlinear dynamics of the ensemble consisting of three phase-locked generators,
which are coupled in a ring, is discovered. By force of computational modeling, which
is based on the theory of oscillations, the regimes of the generators collective behavior is
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examined; the districts of synchronous and quasi-synchronous regimes are distinguished
in the parameter space; the restructuring of the dynamics behavior on the boards of the
distinguished districts is analyzed.

Keyword: Ensemble of oscillators, phase systems, dynamic regimes, synchronization,
quasi-synchronization, beats, attractors, bifurcations.
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