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О ПРИБЛИЖЕННОМ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ
УРАВНЕНИЙ ЛОТКИ–ВОЛЬТЕРРЫ
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Доказана возможность аналитического решения уравнения Лотки–Вольтерры модели
«хищник–жерва» и усложненных моделей.
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Исходные уравнения модели «хищник–жертва» имеют вид





dN1

dt
= e1N1 − y2N1N2,

dN2

dt
= −e2N1 + y1N1N2,

(1)

где N1 – число жертв; N2 – число хищников; e1,2, y1,2 – положительные постоянные.
Цель данной работы – найти аналитическое решение уравнений (1) и доказать

возможность его использования путем сравнения с хорошо известными численными
решениями, которые можно найти, например, в [1].

Представим функцию N (t) в виде

Ni (t) = Ni0 + Ñ , (2)

где i = 1, 2, N10 = e2/y1 и N20 = e1/y2 – равновесные значения численности
популяций, а Ñi(t) – отличие от равновесных значений. Используем (2) в системе
уравнений (1), тогда 




dÑ1

dt
=
−y2e2

y1
Ñ2 − y2Ñ1Ñ2,

dÑ2

dt
=

y1e1

y2
Ñ1 + y1Ñ1Ñ2.

(3)
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Введем величину ε в систему (3) и, считая, что ε = const ¿ 1, получим




dÑ1

dτ
= −Ñ2 − εÑ1Ñ2,

dÑ2

dτ
= Ñ1 + εÑ1Ñ2.

(4)

При выводе (4) были приняты следующее допущения и введены следующие обозна-
чения:

y1 = y2, e1 = e2,
e2y2

y1
dt =

e1y1

y2
dt = dτ и

y1

e2
≈ y2

e1
= ε ¿ 1.

Будем искать решение (4) в виде разложения по ε





Ñ1(τ) = n1 + εn2 + ε2n3,

Ñ2(τ) = m1 + εm2 + ε2m3.
(5)

Выражения (5) подставим в систему (4), что приводит к уравнениям




dn1

dτ
+ ε

dn2

dτ
+ ε2 dn3

dτ
=

= −(m1 + εm2 + ε2m3)− ε(m1 + εm2 + ε2m3)(n1 + εn2 + ε2n3),

dm1

dτ
+ ε

dm2

dτ
+ ε2 dm3

dτ
=

= n1 + εn2 + ε2n3 + ε(m1 + εm2 + ε2m3)(n1 + εn2 + ε2n3).

(6)

Выделяя в (6) слагаемые с ε0, ε, ε2, получим

ε0





dn1

dτ
= −m1,

dm1

dτ
= n1,

(7)

ε





dn2

dτ
= −m2 − n1m1,

dm2

dτ
= n2 + n1m1,

(8)

ε2





dn3

dτ
= −m3 − n2m1 − n1m2,

dm3

dτ
= n3 + n2m1 + n1m2.

(9)

Найдем решения систем уравнений (7–9) и подставим их в (5). Полученные значения
Ñ1 и Ñ2 подставим в (2), что дает окончательно следующие соотношения:
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



N1(t) =
e2

y1
+ a cos

[
y2e2

y1
t + 3

]
+

+ ε

[−a2

2

(
sin 2

[
y2e2

y1
t + 3

]
− sin 23

)
+

a2

4

(
cos 2

[
y2e2

y1
t + 3

]
− cos 23

)]
,

N2(t) =
e1

y2
+ a sin

[
y1e1

y2
t + 3

]
+

+ ε

[
a2

(
sin 2

[
y1e1

y2
t + 3

]
− sin 23

)
− a2 cos 2

[
y1e1

y2
t + 3

]]
,

(10)

где первые слагаемые есть равновесные значения численности, а вторые и третьи
слагаемые есть отличие от равновесных значений. Полученные выражения (10) яв-
ляются приближённым аналитическим решением уравнений Лотки–Вольтерры.

Следует заметить, что постоянная a и разность фаз 3 определяются из на-
чальных условий. Если предположить, что N1(0) = x0 и N2(0) = y0, то получим
(пренебрегая третьими слагаемыми [2]):

3 = arctg




y0 − e1

y2

x0 − e2

y1


 и a =

x0 − e2

y1

cos3
. (11)

Нетрудно видеть (рис. 1), что решения, полученные автором аналитически, N1(t) и
N2(t) хорошо совпадают с решениями N11(t) и N22(t), полученными численными
методами [1], с точностью до коэффициентов.

Рис. 1. Графики для модели «хищник–жертва», где
N1(t) и N2(t) – решения, полученные аналити-
чески, N11(t) и N22(t) – решения, полученные
численными методами. Значения коэффициентов,
используемых в обоих решениях: e1 = e2 = 1,
y1 = y2 = 0.01, ε = 0.01, a = 10, 3 = π/4

Пользуясь аналогичными рассуж-
дениями, найдем решения для усложнен-
ных моделей, а именно для случаев сим-
биоза и конкуренции популяций. Исход-
ные уравнения для симбиоза имеют вид




dU1

dt
= U1 (r1 + a11U1 + a12U2) ,

dU2

dt
= U2 (r2 + a21U1 + a22U2) ,

(12)
где U1 – численность жертв, U2 – числен-
ность хищников, r1,2, a11,12,21,22 – поло-
жительные постоянные. Исходные урав-
нения для конкуренции популяций




dN1

dt
= r1N1

(
1− N1

K1

)
− aN1N2,

dN2

dt
= r2N2

(
1− N2

K2

)
− bN1N2,

(13)
где N1 – численность жертв, N2 –
численность хищников, r1,2, a, b, K1,
K2 – положительные постоянные. Как
видно из рис. 2, решения верно изобра-
жают характер осцилляций.
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Рис. 2. Графики для усложненных моделей: а – симбиоз (значения коэффициентов изображенных на
графике решений: r1 = 12, r2 = 14, a11 = 13.2, a12 = 8.7, a21 = 13, a22 = 7); б – конкуренция
(r1 = 2, r2 = 3, K1 = 2, a = 2, K2 = 3, b = 3, ε = 0.001)

В заключение сформулируем основные результаты работы.
• Получены приближённые аналитические решения для модели «хищник–

жертва», довольно хорошо совпадающие с решениями, полученными численными
методами.

• Получены аналитические решения для усложненных моделей «хищник–жертва»,
а именно для случаев симбиоза и конкуренции популяций.
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