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Исследовано влияние шума на обобщенную синхронизацию в пространственно-рас-
пределенных средах, описываемых уравнениями Гинзбурга–Ландау, находящихся в ре-
жиме пространственно-временного хаоса. Показано, что шум практически не оказывает
влияния на порог возникновения синхронного режима в таких системах. Причины воз-
никновения выявленной особенности объяснены при помощи метода модифицированной
системы и подтверждены результатами численного моделирования.
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Синхронизация хаотических колебаний представляется в настоящее время од-
ним из фундаментальных нелинейных явлений, активно изучаемых в последнее вре-
мя [1]. Интерес к этому феномену обусловлен также широким кругом практических
приложений, в которых могут быть использованы различные его типы. Например,
фазовая синхронизация и синхронизация с запаздыванием могут найти применение
в биофизических, физиологических и медицинских задачах [2–4], а обобщенная и
полная синхронизация — при осуществлении скрытой передачи информации по ка-
налам связи [7].

Одним из наиболее важных вопросов, связанных с изучением хаотической
синхронизации, является влияние шума на установление синхронных режимов
[6–14]. Известно, что шум может оказывать как конструктивное, так и деструктив-
ное воздействие на поведение систем. В частности, в случае полной синхрониза-
ции шум может привести к потере синхронного режима из-за локальной неустой-
чивости синхронного многообразия, сопровождающейся возникновением «on–off»-
перемежаемости [6, 7]. В то же самое время, общий шум способен синхронизовать
две не взаимодействующие, но идентичные системы (стартующие с различных на-
чальных условий). В этом случае диагностируется режим индуцированной шумом
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синхронизации [15, 16]. В случае фазовой синхронизации внешний шум может при-
вести к сдвигу пороговых значений параметра связи, соответствующих установле-
нию синхронного режима [8]. С другой стороны, шум может играть и конструктив-
ную роль при фазовой синхронизации, усиливая эффект частичного фазового захвата
ниже порога возникновения синхронизации в «нешумящей» системе [9].

Влияние шума на обобщенную синхронизацию в настоящее время исследова-
но слабо. В качестве исключения можно отметить работы [13,14], посвященные ана-
лизу обобщенной синхронизации в присутствии шума в системах с малым числом
степеней свободы. Показано, что в двух однонаправленно связанных динамических
системах с качественно различной топологией аттрактора шум способен как уси-
лить/вызвать, так и, наоборот, разрушить режим обобщенной синхронизации, в то
время как в диссипативно связанных идентичных системах со слегка расстроенны-
ми параметрами наблюдается высокая степень устойчивости синхронного режима
по отношению к внешним шумам.

Настоящая работа посвящена исследованию влияния шума на обобщенную
синхронизацию в системах с бесконечномерным фазовым пространством – про-
странственно-распределенных средах, описываемых уравнениями Гинзбурга–Ландау,
находящихся в режиме пространственно-временного хаоса. Как будет показано ни-
же, ввиду диссипативного типа связи в такой системе режим обобщенной синхрони-
зации оказывается устойчивым по отношению к внешним шумам.

Под режимом обобщенной синхронизации двух однонаправленно связанных
пространственно-распределенных сред, ведущей u(x, t) и ведомой v(x, t), понима-
ется такой режим, при котором после завершения переходного процесса устанав-
ливается однозначная функциональная зависимость F[·] между их состояниями, то
есть v(x, t) = F[u(x, t)] [17, 18].

Так же, как и в системах с малым числом степеней свободы, диагностика ре-
жима обобщенной синхронизации в пространственно-распределенных средах может
быть осуществлена при помощи метода ближайших соседей [15], расчета условных
ляпуновских экспонент [20, 21] или метода вспомогательной системы [22].

Cуть метода вспомогательной системы для пространственно-распределенных
систем сводится к следующему: наряду с ведомой системой v(x, t) рассматривается
идентичная ей вспомогательная система va(x, t). Начальные условия для вспомо-
гательной системы va(x, t0) выбираются отличными от начального состояния ве-
домой системы v(x, t0), однако близкими к нему (для мультистабильных систем).
В случае отсутствия режима обобщенной синхронизации между взаимодействую-
щими системами состояния ведомой v(x, t) и вспомогательной va(x, t) систем в
каждой точке пространства являются различными. В режиме обобщенной синхро-
низации, в силу выполнения соотношений v(x, t) = F[u(x, t)] и, соответственно,
va(x, t) = F[u(x, t)], после завершения переходного процесса состояния ведомой
и вспомогательной систем должны стать идентичными v(t) ≡ va(t), что является
критерием наличия обобщенной синхронизации между ведущей и ведомой система-
ми. Если состояния ведомой и вспомогательной систем оказываются идентичными в
отдельных точках пространства, можно говорить о частичной обобщенной синхро-
низации [18].
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Рассмотрим вопрос об устойчивости режима обобщенной синхронизации к
шумам в пространственно-распределенных средах, описываемых комплексными
уравнениями Гинзбурга–Ландау, находящихся под воздействием пространственно-
распределенного источника шума

∂u

∂t
= u− (1− iαd)|u|2u + (1 + iβd)

∂2u

∂x2
+ D̃ζ(x, t), x ∈ [0, L], (1)

∂v

∂t
= v − (1− iαr)|v|2v + (1 + iβr)

∂2v

∂x2
+ D̃ζ(x, t) + ε(u− v), x ∈ [0, L]. (2)

Уравнения (1) и (2) описывают поведение ведущей и ведомой систем, соответствен-
но. Известно [23], что однонаправленно связанные уравнения Гинзбурга–Ландау
могут демонстрировать режим обобщенной хаотической синхронизации. Значения
управляющих параметров ведущей системы по аналогии с [23] выберем равными
αd = 1.5, βd = 1.5, а аналогичные параметры ведомой системы будем варьировать в
диапазоне αr ∈ [3; 5] и βr ∈ [3; 5]. Выбор подобных значений управляющих парамет-
ров обеспечивает возникновение в автономных системах режима пространственно-
временного хаоса, в то время как параметр ε определяет интенсивность однонаправ-
ленной связи между ведущей и ведомой системами. Слагаемое D̃ζ(x, t) описывает
комплексный источник шума ζ(x, t) с нулевым средним, подчиняющийся распреде-
лению Гаусса

〈ζ(x, t)〉 = 0,

〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 = δ(x− x′)δ(t− t′),
(3)

где D̃ характеризует интенсивность шумового воздействия.

Уравнения (1)–(2) решались для периодических граничных условий u(x, t) =
= u(x + L, t) и v(x, t) = v(x + L, t); длина L, на которой проводилось рассмотре-
ние, была фиксирована и выбрана равной L = 40π; начальные условия задавались
случайным образом. При решении уравнений использовалась явная численная схема
второго порядка точности [24] (метод конечных разностей) с шагами по времени и
по пространству ∆t = 0.0002 и ∆x = L/1024, соответственно.

Для диагностики режима обобщенной хаотической синхронизации в уравне-
ниях Гинзбурга–Ландау использовался метод вспомогательной системы, когда поми-
мо ведущей и ведомой систем рассматривалась еще и вспомогательная система va(t),
также описываемая уравнением (2), при этом случайные сигналы D̃ζ(x, t), воздей-
ствующие на ведомую и вспомогательную системы, были идентичными. В качестве
критерия наличия режима обобщенной синхронизации использовалось условие

1
T

∫

T

∫ L

0
|v(x, t)− va(x, t)|2 < δ, (4)

где δ = 10−5.
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Рис. 1. Граница режима обобщенной хаотической
синхронизации в двух однонаправленно связан-
ных активных средах, описываемых комплексны-
ми уравнениями Гинзбурга-Ландау, на плоскости
параметров (D̃, ε) для различных значений управ-
ляющих параметров ведомой системы: αr = 3,
βr = 3 (•), αr = 4, βr = 4 (N), αr = 5, βr =
= 5 (¥). Критическое значение интенсивности шу-
ма D̃с, до которого наблюдается устойчивость ре-
жима обобщенной синхронизации к шумам, пока-
зано стрелкой

На рис. 1 приведена зависимость
порога возникновения режима обоб-
щенной синхронизации от интенсив-
ности шумового воздействия для раз-
личных значений управляющих пара-
метров ведомой системы. Видно, что
в диапазоне D̃ ∈ [0; 64] граница син-
хронного режима в пространственно-
распределенных системах практически
не изменяется с увеличением интен-
сивности шума. Поведение однона-
правленно связанных пространственно-
распределенных сред до и после поро-
га возникновения режима обобщенной
синхронизации в отсутствие и при на-
личии шума иллюстрирует рис. 2, где

приведены соответствующие пространственно-временные диаграммы. Рисунки (a, е)
характеризуют поведение ведущей системы, а остальные соответствуют ведомой си-
стеме до (б, ж) и после (г, и) порога возникновения обобщенной синхронизации. На
рис. 2, в, д, з, к показаны распределения во времени и пространстве модуля разно-
сти состояний ведомой и вспомогательной систем |v − va| для случаев отсутствия
(в, з) и наличия (д, к) режима обобщенной синхронизации. Нетрудно заметить, что
в последних случаях (д, к) разность состояний ведомой и вспомогательной систем
после включения связи стремится к нулю в каждой точке пространства, что озна-
чает наличие обобщенной синхронизации между ведущим и ведомым уравнениями
Гинзбурга–Ландау. Необходимо отметить, что длительность переходного процесса,
предшествующего возникновению режима обобщенной синхронизации, оказывается
немного больше в случае наличия шума, в то время как пороговое значение пара-
метра связи оказывается одинаковым в обоих случаях. Кроме того, нетрудно видеть,
что пространственно-временные диаграммы, характеризующие поведение ведомой
системы, оказываются похожими в случаях наличия и отсутствия шума (ср. рис.
(б, г) и (ж, и), соответственно). Такое поведение пространственно-распределенных
систем в режиме обобщенной синхронизации в присутствии шума может быть объ-
яснено при помощи метода модифицированной системы [25]. Известно, что порог
возникновения режима обобщенной синхронизации в такой системе определяется,
прежде всего, свойствами модифицированного уравнения Гинзбурга–Ландау

∂vm

∂t
= vm − (1− iαr)|vm|2vm + (1 + iβr)

∂2vm

∂x2
− εvm, x ∈ [0, L], (5)

получающегося из уравнения (2) в случае отсутствия шума (D̃ = 0) путем прирав-
нивания нулю сигнала ведущей системы u = 0 (см., например, [23, 26]). Следует
обратить внимание, что слагаемое (−εvm) фактически вносит дополнительную дис-
сипацию в модифицированное уравнение Гинзбурга–Ландау (5). Шумовой сигнал
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Рис. 2. Пространственно-временные диаграммы, характеризующие поведение ведущей (а,е) и ведомой
(б,г,ж,и) систем (1)–(2), а также зависимости модуля разности состояний ведомой и вспомогательной
систем |v − va| (в,д,з,к) для случаев отсутствия (в,з) (ε = 0.2) и наличия (д,к) (ε = 0.8) обобщенной
синхронизации во времени t и пространстве x. Значения управляющих параметров для ведомой систе-
мы были выбраны равными αr = βr = 3. В моменты времени t = 40 включалась связь между ведущей
и ведомой системами. Рисунки (a–д) соответствуют случаю отсутствия шума (D̃ = 0), (е–к) – наличию
шума интенсивности D̃ = 0.4
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достаточно большой амплитуды практически не влияет на характеристики моди-
фицированного уравнения Гинзбурга–Ландау (и, как следствие, на характеристики
ведомого) и, соответственно, величина параметра связи, при которой возникает ре-
жим обобщенной синхронизации, также не претерпевает существенных изменений.
В то же самое время, граница обобщенной синхронизации может сдвигаться в сто-
рону больших/меньших значений по параметру связи ε при воздействии шума очень
большой интенсивности D̃ > 64. Как видно из рис. 1, при таких значениях ин-
тенсивности шума пороговое значение режима обобщенной синхронизации начина-
ет уменьшаться. При очень больших интенсивностях D̃ значение параметра связи
εGS , соответствующее границе обобщенной синхронизации, стремится к нулю для
любых значений управляющих параметров α и β пространственно-распределенных
сред. Такое поведение границы обобщенной синхронизации связано с наступлением
режима индуцированной шумом синхронизации [27, 28], являющейся проявлением
обобщенной синхронизации в случае, когда стохастический сигнал вместо детерми-
нированного воздействует на ведомую систему [29].

Тем не менее, шум достаточно большой амплитуды практически не меняет
пороговое значение параметра связи между однонаправленно связанными уравнени-
ями Гинзбурга–Ландау. Можно ожидать, что аналогичное поведение будет характер-
но для широко класса пространственно-распределенных автоколебательных систем
с однонаправленной диссипативной связью.

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России» на 2009–2013 годы, Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 11-02-00047) и Президентской программы под-
держки ведущих научных школ РФ (проект НШ-3407.2010.2). А.А.К. благодарит
также ФНП «Династия» за финансовую поддержку.
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EFFECT OF NOISE ON GENERALIZED SYNCHRONIZATION
OF SPATIALLY EXTENDED SYSTEMS DESCRIBED

BY GINZBURG–LANDAU EQUATIONS

A.A. Koronovskii, O.I. Moskalenko, A.E. Hramov

Effect of noise on generalized synchronization in spatially extended systems
described by Ginzburg–Landau equations being in the spatio-temporal chaotic regime is
studied. It is shown, that noise does not affect the synchronous regime threshold in such
systems. The reasons of the revealed particularity have been explained by means of the
modified system approach and confirmed by the results of numerical simulation.

Keywords: Spatially extended systems, Ginzburg–Landau equations, spatio-temporal chaos,
generalized synchronization, noise.
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