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Часть 2

Особенности нелинейной динамики частотно-фазовой системы
с одинаковыми фильтрами третьего порядка в цепях управления
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Нижегородский государственный университет имени Н.И. Лобачевского

Приведены результаты исследования режимов динамического поведения в автогене-
раторной системе с частотно-фазовым управлением при использовании инверсно вклю-
ченного многочастотного дискриминатора в цепи частотного управления в случае одина-
ковых фильтров третьего порядка в цепях фазового и частотного управления. Исследо-
вание проведено на основе математической модели системы с двумя степенями свободы
с применением качественно-численных методов нелинейной динамики. Показано, что
в такой системе возможно существование как синхронного режима, так и множества
несинхронных периодических и хаотических режимов различной сложности. Установ-
лено расположение областей параметров с различными динамическими режимами си-
стемы, исследованы бифуркационные переходы, приводящие к генерации хаотических
колебаний.
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Введение

Данная работа продолжает исследование, нелинейной динамики двухкольце-
вой системы частотно-фазовой автоподстройки (ЧФАП), объединяющей системы фа-
зовой и частотной автоподстройки частоты перестраиваемого (управляемого) гене-
ратора, представленное в [1]. Основное назначение системы ЧФАП состоит в обес-
печении подстройки частоты колебаний управляемого генератора к частоте колеба-
ний эталонного генератора. Исследуемая в данной работе частотно-фазовая систе-
ма отличается от традиционной системы ЧФАП, рассматривавшейся в [2–11], тем,
что в цепи частотного управления применен инверсно включенный многочастот-
ный дискриминатор, имеющий синусоидальную характеристику [12–14]. Инверсное
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включение дискриминатора соответствует положительной (в отличие от традицион-
ной отрицательной) обратной связи по цепи частотного управления, благодаря ко-
торой в системе создаются условия для более активного взаимодействия автомоду-
ляционных колебаний, что делает систему богаче в отношении сложной динамики.
В [1] приведены результаты анализа режимов динамического поведения частотно-
фазовой системы с инверсно включенным многочастотным дискриминатором в слу-
чае применения одинаковых фильтров первого порядка в фазовой и частотной цепях
управления. Анализ проведен на основе математической модели системы ЧФАП –
динамической системы второго порядка, определенной на цилиндрической фазовой
поверхности. Основной результат, полученный в [1], состоит в выявлении множества
вращательных предельных циклов на фазовой поверхности, соответствующих пери-
одическим асинхронным режимам (режимам с вращением фазы) частотно-фазовой
системы, в обнаружении возможности потери устойчивости синхронного режима и в
установлении расположения на плоскости «начальная частотная расстройка – коэф-
фициент усиления цепи частотного управления» областей параметров с различными
динамическими режимами системы.

В данной работе исследуются особенности нелинейной динамики системы
ЧФАП с инверсно включенным многочастотным дискриминатором в цепи частот-
ного управления и одинаковыми фильтрами третьего порядка в фазовой и частотной
цепях управления. Как упоминалось в [1], применение фильтров высокого порядка в
цепях управления системы является одним из эффективных путей увеличения набо-
ра возможных автомодуляционных режимов управляемого генератора и воздействия
на области существования и характеристики генерируемых колебаний. Усложнение
фильтров ведет к усложнению динамики системы ЧФАП – наряду с регулярными
режимами, выявленными в [1], становятся возможными квазипериодические и ха-
отические несинхронные режимы. В данной работе показано, что, благодаря при-
менению в цепи частотного управления многочастотного дискриминатора с сину-
соидальной характеристикой, в частотно-фазовой системе возможно существование
множества различных типов периодических и хаотических модуляционных режи-
мов управляемого генератора, включая режимы с нерегулярными переключениями
колебательных движений.

1. Математическая модель системы

Исходным уравнением для описания динамических процессов в рассматрива-
емой частотно-фазовой системе является следующее уравнение для разности фаз 3
колебаний управляемого и эталонного генераторов, записанное в операторной форме
(p ≡ d/dt) [2]:

p3+Ω1K1 (p)F (3) +Ω2K2 (p)Φ (p3) = δω. (1)

В уравнении (1) K1(p) и K2(p) – коэффициенты передачи фильтров низких частот
(ФНЧ) в цепях управления; F (3) и Φ(p3) – характеристики фазового и частотного
дискриминаторов, нормированные на единицу; Ω1 и Ω2 – коэффициенты усиления
по цепям управления; δω – начальная расстройка частот колебаний эталонного и
управляемого генераторов. Характеристики дискриминаторов будем аппроксимиро-
вать функциями F (3) = sin3 и Φ(p3) = − sin(β1p3), где β1 – параметр частотного
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дискриминатора [4–6]. Знак «минус» в выражении для Φ(p3) соответствует инверс-
ному включению многочастотного дискриминатора.

В данной работе мы будем рассматривать случай, когда в цепях управле-
ния используются одинаковые ФНЧ третьего порядка с коэффициентами переда-
чи K1 (p) = K2 (p) = 1/

(
1 + b1p+ b2p

2 + b3p
3
)
, где a1, b1, b2 и b3 – постоянные

времени. Математическая модель системы ЧФАП с такими ФНЧ, полученная на ос-
новании (1), представляется динамической системой

d3
dτ

= u,
du

dτ
= y,

dy

dτ
= z, µ1

dz

dτ
= γ− sin3− u− εy − µz + b sin(βu) (2)

с четырехмерным цилиндрическим фазовым пространством U2={3(mod2π), u, y, z}.
В уравнениях (2) τ = Ω1t, ε = b1Ω1, b = Ω2/Ω1, β = β1Ω1, γ = δω/Ω1, µ = b2Ω2

1,
µ1 = b3Ω3

1.
Исследование полной картины нелинейной динамики рассматриваемой систе-

мы ЧФАП на основе модели (2) сопряжено с существенными трудностями, в связи
с чем, в качестве основного метода ее исследования применено компьютерное мо-
делирование, которое базируется на качественных и численных методах нелинейной
динамики [15–18] и использовании программного комплекса «ДНС» [19].

2. Результаты исследования модели (2)

Рассмотрим особенности динамики частотно-фазовой системы, описываемой
динамической системой (2). Движения, развивающиеся в фазовом пространстве U2

системы (2), зависят от шести параметров. Исследование полной картины нелиней-
ной динамики этой системы является весьма сложной и трудоемкой задачей. В дан-
ной работе ограничимся рассмотрением динамических состояний и бифуркаций, ко-
торые реализуются при изменении параметров b и µ1, характеризующих степень
влияния кольца частотного управления и инерционности фильтров в цепях управле-
ния, полагая фиксированными значения параметров β, γ, µ и ε.

Система (2) при значениях 0 ≤ γ < 1 имеет два состояния равновесия
A1(arcsin γ, 0, 0, 0) и A2(π − arcsin γ, 0, 0, 0). Исследуя корни характеристического
уравнения

ξ4 + (µ/µ1) ξ3 + (ε/µ1) ξ2 + ((1− bβ) /µ1) ξ+
√

1− γ2/µ1 = 0, (3)

выясняем, что состояние равновесия A1 устойчиво при значениях параметров

µ1 < µ01 (b, β, ε, γ) , µ01 = µε (1− bβ)− µ2
√

1− γ2/ (1− bβ)2 , 1− bβ > 0, (4)

состояние равновесия A2 – неустойчивое седлового типа. Неравенства (4) выделяют
в пространстве параметров модели (2) область B0 :

{
µ1 < µ01 (b, β, ε, γ)

}
– область

удержания режима синхронизации в системе ЧФАП, определяемого устойчивым со-
стоянием равновесия A1.

2.1. Карта динамических режимов. Как показали результаты численного
исследования системы (2), в фазовом пространстве U2 может существовать боль-
шое число вращательных предельных циклов, в связи с чем картина расположения
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Рис. 1. Карта динамических режимов системы при
значениях γ = 0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8

бифуркационных кривых на плоско-
сти управляющих параметров (b, µ1)
представляется достаточно сложной. На
рис. 1 приведена карта динамических
режимов системы (2), на которой пред-
ставлены кривые, соответствующие би-
фуркациям состояния равновесия A1,
колебательного предельного цикла и че-
тырех вращательных предельных цик-
лов, локализованных в области u > 0
фазового пространства U2; эти кривые
построены при значениях параметров
γ=0.3, β=8, ε=25, µ=4.8. Охарактеризуем
кривые, представленные на рис. 1.

Кривая 1 – это граница µ1 = µ01 области устойчивости B0 состояния равнове-
сия A1, определяемая (5). Область B0 заключена между кривой 1 и линией b = 0.
Численное исследование системы (3) показало, что в области B0 одновременно с со-
стоянием равновесия A1 в фазовом пространстве существует устойчивый вращатель-
ный (2π-периодический по 3) предельный цикл L+

1 . При переходе с возрастанием
параметра b через границу 1 в системе (2) наблюдается бифуркация Андронова–
Хопфа [15,17], в результате которой в фазовом пространстве U2 появляется устой-
чивый предельный цикл колебательного типа S0, которому отвечает периодический
квазисинхронный режим системы ЧФАП. Этот режим существует при значениях па-
раметров b и µ1 в области между кривыми 1 и 2 одновременно с периодическим
асинхронным режимом предельного цикла L+

1 .
Кривая 2 отвечает седло-узловой бифуркации предельного цикла S0. Пересече-

ние кривой 2 с увеличением b соответствует прекращению квазисинхронного режи-
ма в системе ЧФАП и жесткому переходу к периодическому асинхронному режиму
предельного цикла L+

1 .
Кривые 3,4,5 соответствуют седло-узловым бифуркациям вращательных

(2π-периодических по 3) предельных циклов, расположенных в области u > 0 фазо-
вого пространства U2. При переходе через кривые 3,4,5 с возрастанием b в фазовом
пространстве последовательно появляются устойчивые вращательные предельные
циклы L+

2 , L+
3 , L+

4 . На рис. 2, а даны (3, u)-проекции фазовых портретов циклов L+
1 ,

L+
2 , L+

3 и L+
4 . Режим цикла L+

1 существует в области значений b и µ1 между линией
b = 0 и кривой 6; режим цикла L+

2 – в области значений b и µ1 между кривыми 3 и 7.
Область существования режима цикла L+

3 заключена между кривыми 4 и 8. Режим
цикла L+

4 существует в области значений b и µ1 между кривыми 5 и 9.
Кривые 6,7,9 отвечают потере устойчивости предельных циклов L+

1 ,L+
2 и L+

4

через бифуркации рождения в фазовом пространстве U2 устойчивых двумерных то-
ров вращательного типа T+

1 , T+
2 и T+

4 , соответственно. Торы рождаются при пере-
сечении кривых 6,7,9 с увеличением параметра b. Части кривой 8 выше точки K1

и ниже точки K2 отвечают бифуркации рождения устойчивого двумерного враща-
тельного тора T+

3 из предельного цикла L+
3 ; тор T+

3 рождается при пересечении
указанных частей кривой 8 с возрастанием параметра b. На рис. 2, б даны (3, u)-
проекции фазовых портретов квазипериодических асинхронных режимов торов T+

1 ,
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Рис. 2. Проекции фазовых портретов системы (3) при значениях γ = 0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8,
µ1 = 5.5, b = 2.5 (а), 4.0 (б); b = 4.0, µ1 = 10.05 (в), 21.59 (г), 12.34 (д), 12.55 (е)

T+
2 , T+

3 и T+
4 . Части K1K3 и K2K4 кривой 8 соответствуют седло-узловой бифур-

кации предельного цикла L+
3 , приводящей к прекращению в системе асинхронного

режима этого цикла. При пересечении части K3K4 кривой 8 с возрастанием b наблю-
дается потеря устойчивости режима предельного цикла L+

3 в результате бифуркации
удвоения периода.

Следует отметить, что, наряду с бифуркационными кривыми вращательных
предельных циклов, приведенными на рис. 1, на плоскости (b, µ1) установлено суще-
ствование аналогичных бифуркационных кривых, отвечающих вращательным пре-
дельным циклам L−

1 , L−
2 , L−

3 и L−
4 системы (2), локализованным в области u < 0

фазового пространства U2. Кроме этого, в результате численного исследования си-
стемы (2) выяснено, что для значений параметров µ1 и b, расположенных на плоско-
сти (b, µ1) в областях справа от кривой 5, в системе (2) реализуются седло-узловые
бифуркации вращательных предельных циклов, которые приводят к появлению в
фазовом пространстве устойчивых предельных циклов, локализованных выше пре-
дельного цикла L+

4 и ниже предельного цикла L−
4 . При рассматриваемых значениях

параметров γ, β, ε, µ эти циклы, так же как и циклы L+
1 , L+

2 , L+
3 , L+

4 и L−
1 , L−

2 , L−
3 , L−

4 ,
при возрастании параметра b испытывают бифуркации рождения двумерных враща-
тельных торов и бифуркации удвоения периода. Таким образом, с возрастанием b
повышается степень мультистабильности системы ЧФАП. Какой из множества од-
новременно существующих асинхронных режимов реализуется в системе при этих
значениях параметров – это зависит от начальных условий.

2.2. Развитие асинхронных режимов при изменении параметра инерци-
онности. Рассмотрим особенности развития асинхронных режимов, аттракторы
которых локализованы в области u > 0 фазового пространства U2. Обратимся к
результатам однопараметрического исследования системы (2) при фиксированном
значении параметра b = 4.0 и вариации параметра µ1. Отметим, что при b = 4.0
в фазовом пространстве U2 существуют торы T+

1 , T+
2 , T+

3 и T+
4 и вращательные
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предельные циклы L+
5 и L+

6 , расположенные выше тора T+
4 (рис. 2, б). Рассмотрим

развитие режимов торов T+
1 , T+

2 , T+
3 , T+

4 и режимов предельных циклов L+
5 и L+

6

при возрастании параметра µ1.
В процессе эволюции режима тора T+

1 обнаружен эффект чередования режи-
ма тора T+

1 и сложных вращательных предельных циклов, временные реализации
u(τ) колебаний на которых содержат несколько максимумов и минимумов в интер-
вале –π ≤ 3 ≤ π. При этом наблюдались как однооборотные (2π-периодические
по 3), так и многооборотные (от 4π- до 16π-периодические по 3) сложные предель-
ные циклы. В интервале значений µ1 от 6.9 до 21.59 зафиксировано существование
сложных однооборотных вращательных предельных циклов L5, L4, L3 и L2 соответ-
ственно с пятью, четырьмя, тремя и двумя максимумами на интервале –π ≤ 3 ≤ π.
На рис. 2, в, г приведены (3, u)-проекции фазовых портретов циклов L4 и L2, а на
рис. 2, д – трехоборотного (6π-периодического по 3) сложного предельного цик-
ла L3(3). При возрастании µ1 реализуются бифуркации удвоения периода сложных
предельных циклов, в результате которых в фазовом пространстве образуются вра-
щательные хаотические аттракторы. На рис. 2, е приведена (3, u)-проекция фазового
портрета одного из таких хаотических аттракторов, который возникает на базе трех-
оборотного сложного предельного цикла.

Другим интересным эффектом, обнаруженным в процессе эволюции режима
тора T+

1 при возрастании µ1, является возникновение в фазовом пространстве коле-
бательных предельных циклов и переходы от квазисинхронных режимов этих цик-
лов к асинхронным режимам. Этот эффект иллюстрирует рис. 3, на котором при-
ведены однопараметрическая бифуркационная диаграмма (µ1, u) (рис. 3, а), (3, u)-
проекции фазовых портретов и фрагмент зависимости u(τ), соответствующие ат-
тракторам системы (2) (рис. 3, б–е). Диаграмма (µ1, u) характеризует эволюцию ква-
зисинхронного режима колебательного предельного цикла S1 (см. рис. 3, б) при из-
менении параметра µ1 от 19.45 до 21.65. В соответствии с этой диаграммой при
возрастании µ1 цикл S1 теряет устойчивость, и в фазовом пространстве рождается
притягивающий тор T1 колебательного типа. Далее наблюдается чередование режи-
ма тора T1 и режимов колебательных предельных циклов различной сложности на
торе T1. Затем, в результате разрушения тора T1 система переходит к режиму коле-
бательного хаотического аттрактора P1 (см. рис. 3, в). При возрастании µ1 аттрактор
P1 преобразуется в хаотический аттрактор колебательно-вращательного типа W1

(см. рис. 3, г, д) в результате появления витков вращательных фазовых траекторий
в структуре аттрактора P1. Режим колебаний на аттракторе W1 представляет собой
нерегулярное чередование стадий колебательных и вращательных движений.

Из диаграммы, приведенной на рис. 3, а, видно, что, когда параметр µ1 из-
меняется в интервале 19.66≤µ1≤20.64, в фазовом пространстве одновременно с ат-
тракторами, развивающимися на базе предельного цикла S1, существуют аттракторы
вращательного типа, которые образуются в процессе эволюции вращательного хао-
тического аттрактора V1 (см. рис. 3, е) при возрастании µ1. При этом вначале проис-
ходит дехаотизация колебаний, соответствующих аттрактору V1, через бифуркации,
обратные бифуркациям удвоения периода, и в системе устанавливается периоди-
ческий асинхронный режим сложного предельного цикла L2 (см. рис. 2, г). Затем
наблюдается жесткий переход от режима цикла L2 к режиму хаотического аттрак-
тора W1 (см. рис. 3, г, д) в результате седло-узловой бифуркации цикла L2. При
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Рис. 3. Эволюция периодического квазисинхронного и хаотического асинхронного режимов при γ =
0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8, b = 4.0 (а) при изменении параметра µ1: 19.5 (б), 20.56 (в), 20.71 (г, д),
19.67 (е)

дальнейшем увеличении µ1 частота и длительность стадии колебательных движе-
ний в структуре аттрактора W1 уменьшаются, затем эти движения прекращаются,
и система переходит к режиму вращательного хаотического аттрактора V2, подоб-
ного аттрактору V1 (см. рис. 3, е). Далее режим колебаний на аттракторе V2 мягко
через бифуркации, обратные бифуркациям удвоения периода, преобразуется в пери-
одический асинхронный режим трехоборотного вращательного предельного цикла
C3
1 (см. рис. 3, а), который при увеличении µ1 жестко сменяется квазипериодиче-

ским режимом колебательного тора T2. Внутри области существования режима тора
T2 наблюдается «окно» четырехоборотного (8π-периодического по 3) вращательно-
го предельного цикла C4

1 (см. рис. 3, а). Далее режим тора T2 мягко преобразуется в
периодический асинхронный режим предельного цикла L2 (см. рис. 2, г).

Примечательно, что когда µ1 превышает значение 21.89, цикл L2 испытывает
субкритическую бифуркацию удвоения периода, при которой происходит слияние
устойчивого цикла L2 с седловым предельным циклом удвоенного периода. Од-
новременно с этим появляется перемежаемость – чередование регулярной стадии
колебательного процесса с нерегулярными движениями. Через перемежаемость воз-
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никает колебательно-вращательный хаотический аттрактор, подобный хаотическому
аттрактору W1 (см. рис. 3, г, д), колебания на этом аттракторе поддерживаются в
системе при продолжении увеличения параметра µ1.

Рассмотрим динамику режима тора T+
2 (см. рис. 2, б) при изменении вели-

чины параметра µ1. Обратимся к однопараметрической бифуркационной диаграмме
(µ1, u), приведенной на рис. 4, а, где µ1 изменяется от 7.35 до 10.2. На рис. 4, б–д
приведены примеры (3, u)-проекций фазовых портретов и (y, u)-проекций сечения
Пуанкаре, соответствующие аттракторам модели (2), возникающим при изменении µ1.
Замкнутая инвариантная кривая Γ+2 на рис. 4, б соответствует тору T+

2 . Режим то-
ра T+

2 существует при значениях 7.35 < µ1 < 7.99, в этом интервале значений
µ1 выделяются узкие области многооборотных вращательных предельных циклов.
Самые широкие из этих областей соответствуют режимам трехоборотных предель-
ных циклов C3

2 и C3
3 (см. рис. 4, а). При µ1>7.99 тор T+

2 разрушается в результате
потери гладкости [20,21] (см. рис. 4, в) с образованием в фазовом пространстве вра-
щательного хаотического аттрактора V3 (см. рис. 4, г). При увеличении µ1 режим
аттрактора V3 жестко сменяется режимом трехоборотного вращательного предель-
ного цикла C3

3, затем на базе цикла C3
3 формируется вращательный хаотический

аттрактор V4 (см. рис. 4, д) через бифуркации удвоения периода. Когда величина
параметра µ1 превышает значение 10.21, происходит жесткий переход от режима ат-
трактора V4 к режиму однооборотного сложного вращательного предельного цикла
L4 (см. рис. 2, в), который сформировался в процессе эволюции режима тора T+

1 .

Рис. 4. Развитие режима тора T+
2 при γ =0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8, b = 4.0 (а) и при возрастании

параметра µ1: 7.35 (б), 7.99 (в), 8.9 (г), 9.44 (д)
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Эволюция режима тора T+
3 при увеличении µ1 характеризуется следующими

явлениями, которые иллюстрирует рис. 5. Вначале происходит переход от режима
тора T+

3 к режиму однооборотного вращательного предельного цикла L3, (3, u)-
проекция фазового портрета которого приведена на рис. 5, а. После прекращения
этого режима в результате седло-узловой бифуркации цикла L3 наблюдается пере-
межаемость, через которую формируется режим хаотического вращательного аттрак-
тора V5 (рис. 5, б). Затем в интервале 8.4 < µ1 < 9.37 происходит чередование
хаотических колебаний в режиме аттрактора V5 и периодических режимов враща-
тельных предельных циклов, число оборотов по 3 на которых с увеличением µ1
последовательно уменьшается на единицу от 21 до 10, то есть имеет место эффект
«убавления периода». На рис. 5, в приведен фрагмент однопараметрической бифур-
кационной диаграммы (µ1, u) при изменении µ1 от 8.74 до 9.4, на котором отчетливо
видны «окна» предельных циклов с числом оборотов по 3 от 14 до 10. Внутри этих
окон реализуются процессы хаотизации и дехаотизации колебаний соответственно
через прямые и обратные бифуркации удвоения периода, жесткие переходы к хаоти-
ческим режимам и к режимам многооборотных предельных циклов. После выхода
из области убавлений периода режим хаотического аттрактора V5 поддерживается в
системе до значения µ1 = 10.32, с превышением которого наблюдается жесткий пе-
реход от режима аттрактора V5 к периодическому режиму однооборотного сложного
предельного цикла L4 (рис. 5, г). Этот переход осуществляется через хаотические
движения в окрестности уже исчезнувшего хаотического аттрактора V4.

Численное исследование динамики режима тора T+
4 показывает, что при уве-

личении µ1 вначале наблюдается чередование этого режима и режимов многооборот-
ных вращательных предельных циклов, а затем реализуется бифуркация удвоения
тора T+

4 . На рис. 6, а–г представлена эволюция инвариантной кривой Γ+4 сечения
Пуанкаре (см. рис. 6, а), соответствующей тору T+

4 , при изменении µ1. Инвариант-

Рис. 5. Аттракторы модели (2) при значениях параметров γ = 0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8, b =
4.0 и значениях µ1 = 8.0 (а), 10.0 (б), 10.33 (в) и фрагмент бифуркационной диаграммы (µ1, u) (г),
иллюстрирующий эффект «убавления периода»
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Рис. 6. Аттракторы модели (2) при значениях γ = 0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8, b = 4.0, µ1 = 9.95 (а),
10.12 (б), 11.2 (в,г), 11.798 (д)

ная кривая становится двухоборотной (см. рис. 6, б) – такая перестройка соответ-
ствует бифуркации удвоения тора T+

4 . Далее инвариантная кривая теряет гладкость,
и реализуется переход к режиму вращательного хаотического аттрактора V6 (см.
рис. 6, в, г). При дальнейшем увеличении µ1 происходит жесткий переход от режима
аттрактора V6 к режиму хаотического аттрактора V (рис. 6, д), который сформиро-
вался в процессе эволюции режима тора T+

1 . Переходный процесс является хаоти-
ческим, он складывается из движений в окрестности уже исчезнувших хаотических
аттракторов V5 и V4.

Динамические состояния, развивающиеся на базе предельного цикла L+
5 (см.

рис. 2, б) при увеличении µ1, можно представить в виде следующей последователь-
ности переходов: предельный цикл L+

5 ⇒ вращательный тор T+
5 ⇒ две бифурка-

ции удвоения тора T+
5 ⇒ потеря гладкости четырехоборотной инвариантной кривой

и возникновение хаотического аттрактора V7 ⇒ прекращение колебаний в режи-
ме аттрактора V7 и жесткий переход к режиму хаотического аттрактора W1 (см.
рис. 3, г, д).

Развитие режима предельного цикла L+
6 при возрастании µ1 характеризуется

следующими явлениями: образование тора T+
6 из цикла L+

6 ; бифуркации удвоения
тора T+

6 , которые завершаются образованием в фазовом пространстве вращательно-
го хаотического аттрактора V8; прекращение колебаний в режиме аттрактора V8 и
жесткий переход к режиму хаотического аттрактора W1 (см. рис. 3, г,д).

Из представленных результатов видно, что развитие режимов торов T+
2 , T+

3 ,
T+
4 , T+

5 и T+
6 при возрастании µ1 в итоге завершается жесткими переходами к режи-

мам аттракторов L4, V и W1, которые сформировались в процессе эволюции режима
тора T+

1 .

2.3. Особенности динамики системы при изменении параметра b. Ана-
лиз поведения системы (2) при изменении параметра b показывает, что система де-
монстрирует динамику, схожую с той, которая выявлена при изменении параметра
µ1. Так же, как и в первом случае, когда параметр µ1 являлся варьируемым, при воз-
растании b наблюдаются бифуркации рождения двумерных торов из вращательных
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предельных циклов, чередование торов и предельных циклов и переходы к хаоти-
ческим режимам через разрушение торов. На рис. 7 приведен пример однопарамет-
рической бифуркационной диаграммы (b, u), соответствующей значениям γ = 0.3,
β = 8, ε = 25, µ = 4.8, µ1 = 5.5. Для ее построения начальные условия были вы-
браны на торах T+

1 , T+
2 , T+

7 и торе T
+(2)
6 , образующемся в результате бифуркации

удвоения тора T+
6 , и на хаотических аттракторах V+

3 ,V+
4 и V+

5 , образующихся в ре-
зультате разрушения торов T+

3 , T+
4 и T+

5 ; значения параметра b изменялись от 6.5
до 7.8. На рис. 7 слева от (b, u)-диаграммы даны (y, u)-проекции сечения Пуанкаре,
соответствующие стартовым аттракторам модели (2) при b = 6.5.

Рис. 7. Сечения Пуанкаре аттракторов стартовых асинхронных режимов и их развитие при возрастании
параметра b (γ = 0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8, µ1 = 5.5)
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Анализ диаграммы (b, u) показывает, что развитие режимов торов T+
1 , T+

2 ,

T
+(2)
6 и T+

7 при изменении b в интервале (6.5;7.8) завершается переходами к враща-
тельным хаотическим аттракторам U+

1 , V+
2 , V+

6 и V+
7 , соответственно. Далее при

возрастании b наблюдается последовательное прекращение режимов аттракторов
V+

4 , V+
3 , V+

5 , V+
6 , V+

2 , V+
7 и жесткие переходы V+

4 → V+
3 , V+

3 → многооборотный
вращательный предельный цикл Lr, V

+
5 → T+

1 , V+
6 → V+

2 , V+
2 → четырехоборот-

ный вращательный предельный цикл L4, V
+
7 → U+

1 , который сформировался на базе
цикла L4 (см. рис. 7). Таким образом, при возрастании b развитие режимов торов
T+
1 , T+

2 , T+(2)
6 , T+

7 и хаотических аттракторов V+
3 , V+

4 , V+
5 в итоге завершается

установлением в системе режима хаотического аттрактора U+
1 , сформировавшегося

в процессе эволюции режима тора T+
1 .

При дальнейшем увеличении b на базе аттрактора U+
1 образуются сложные

хаотические аттракторы Wn (n = 1, 2, 3, ...) с n областями сосредоточения колеба-
тельных движений и нерегулярными переключениями между этими областями. Ат-
тракторы Wn по виду (u, y)-проекций фазовых портретов и реализаций колебаний
u (τ) похожи на хаотические многоспиральные аттракторы, наблюдаемые в моде-
лях систем с частотным управлением и систем автофазирования [22–27], а также в
других динамических системах с неединственным состоянием равновесия [28–30] и
др. На рис. 8 приведены примеры хаотических аттракторов Wn с n = 2, 3, 5, 7, 12.

Рис. 8. Хаотические аттракторы Wn, n = 2, 3, 5, 7, 12, при значениях γ = 0.3, β = 8, ε = 25, µ = 4.8,
µ1 = 5.5, b = 9.25 (а), 9.8 (б), 16.0 (в), 18.0 (г), 23.0 (д)
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На (u, y)-проекциях фазовых портретов этих аттракторов четко выделяются n обла-
стей сосредоточения колебательных движений, между которыми совершаются нере-
гулярные переходы. Видно, как усложняется структура хаотического аттрактора и
занимаемый объем в фазовом пространстве при возрастании параметра b. Об этом
усложнении свидетельствуют вычисленные величины ляпуновских характеристиче-
ских показателей ρm на аттракторах Wn при значениях параметра b, указанных на
рис. 8. Они имеют значения 0.27, 0.33, 0.7, 0.93, 1.17, соответственно.

Приведенные результаты исследования модели (3) показывают, что исполь-
зование многочастотного дискриминатора с синусоидальной характеристикой в це-
пи частотного управления системы ЧФАП создает возможности для существования
множества разнообразных периодических и хаотических автомодуляционных режи-
мов управляемого генератора.

Заключение

В данной работе проведено исследование особенностей нелинейной динамики
двухкольцевой системы с частотно-фазовым управлением, обусловленных исполь-
зованием многочастотного дискриминатора с инвертированной синусоидальной ха-
рактеристикой в кольце частотного управления. На основе математической модели
(2) с двумя степенями свободы в цилиндрическом фазовом пространстве, соответ-
ствующей частотно-фазовой системе с одинаковыми фильтрами третьего порядка в
частотной и фазовой цепях управления, и качественно-численных методов изучено
поведение системы при изменении основных управляющих параметров (начальной
частотной расстройки, параметра инерционности кольца фазового управления и па-
раметра, характеризующего степень влияния кольца частотного управления).

Выявлена достаточно сложная картина динамических состояний исследуемых
моделей, обусловленная существованием множества асинхронных режимов различ-
ной сложности и их бифуркаций. Построена карта динамических режимов, на кото-
рой выделены области с различными режимами управляемого генератора (синхрон-
ным режимом, периодическими и хаотическими автомодуляционными режимами).
Переходы к хаотическим режимам реализуются в результате бифуркаций удвоения
периода предельных циклов, через перемежаемость и разрушение двумерных торов,
через бифуркации удвоения двумерных торов, а также в результате седло-узловых
бифуркаций предельных циклов.

Выяснена нетривиальная роль нелинейности частотного дискриминатора при
формировании автомодуляционных колебаний в системе. Результатом влияния этой
нелинейности является появление в двухкольцевой системе ЧФАП новых колеба-
тельных режимов и нелинейных эффектов, не свойственных отдельным системам
с фазовым и частотным управлением. Наиболее интересными эффектами являются:
потеря устойчивости синхронного режима; многочисленные переходы между пери-
одическими и хаотическими режимами по мере увеличения параметра инерционно-
сти и степени влияния частотного кольца управления; возникновение хаотических
колебаний с переключениями движений, похожих на колебания в режимах мно-
госпиральных хаотических аттракторов, характерных для динамических систем с
неединственным состоянием равновесия. Возникновение подобных колебательных
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режимов в рассматриваемой системе оказывается возможным благодаря выясненно-
му в работе существованию множества периодических, квазипериодических и ха-
отических асинхронных режимов, обязанных своим происхождением применением
частотного дискриминатора с синусоидальной характеристикой, и взаимодействию
таких режимов. Следует отметить, что существование множества асинхронных ре-
жимов в частотно-фазовой системе связано с существованием множества состояний
равновесия и соответствующих им моногармонических режимов управляемого гене-
ратора в отдельной системе с частотным управлением [24, 25, 31].

Выявленное многообразие динамических состояний модели (2) и возможность
эффективного воздействия на их свойства и области существования путем легко
реализуемого изменения параметров цепей управления создают предпосылки для
расширения области применения систем с частотно-фазовым управлением, в част-
ности, для использования их в качестве генераторов хаотических колебаний для
формирования перспективных сигналов с хаотической модуляцией их неэнергетиче-
ских параметров (частоты и фазы) и применения таких сигналов в информационно-
коммуникационных системах [4, 27, 32-36].
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REGULAR AND CHAOTIC DYNAMICS
OF TWO-RING PHASE LOCKED SYSTEM

Part 2

Peculiarities of nonlinear dynamics of frequency-phase system
with identical third-order filters in control circuits

V. P. Ponomarenko

Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod

The results of investigation of dynamical modes in the model of oscillatory system
with frequency-phase control using multi-frequency discriminator inversely switched in
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the chain of frequency control are presented. The study was carried out on the basis of
mathematical model of the system with two degrees of freedom with the use of qualitative
and numerical methods of nonlinear dynamics. It is shown that in such a system may
be realized both synchronous and great number of non-synchronous periodic and chaotic
modes of different complexity. Location parameters domains are established with different
dynamic modes of the system. The processes developing in the domain of instability of
the synchronous mode are considered.

Keywords: Systems with frequency-phase control, dynamical states, stability, bifurcation,
attractors, phase portraits, synchronous and non-synchronous modes, dynamical chaos.
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