
Изв. вузов «ПНД», т. 14, № 5, 2006 УДК 517.9

О КРИТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ
НЕИДЕНТИЧНЫХ НЕСИММЕТРИЧНО СВЯЗАННЫХ СИСТЕМ

С УДВОЕНИЯМИ ПЕРИОДА В ПРИСУТСТВИИ ШУМА

А.П. Кузнецов, С.П. Кузнецов, А.В. Савин, И.Р. Сатаев

Исследовано воздействие аддитивного внешнего шума на особый тип критического
поведения, возникающий в неидентичных несимметрично связанных системах с удвое-
ниями периода. При помощи ренормгруппового анализа определено численное значение
константы, характеризующей усиление воздействия шума при приближении к критиче-
скому состоянию. Численно проиллюстрировано свойство скейлинга критического ат-
трактора и пространства параметров в окрестности критического состояния.

Введение

К настоящему времени хорошо известно, что усложнение поведения динами-
ческих систем и переход к хаосу происходит в соответствии с определенными ко-
личественными закономерностями, одинаковыми для систем различной физической
и математической природы, принадлежащих в некотором смысле к одному клас-
су и демонстрирующих один тип критического поведения. Начиная с работ Фей-
генбаума [1, 2], было обнаружено достаточно большое число типов критического
поведения (см., например, [3-11]), каждый из которых наблюдается в определенном
классе систем и характеризуется самоподобной структурой пространства параметров
в окрестности критической точки и существующего в ней критического аттрактора
с определенными константами самоподобия, одинаковыми для всех систем с данных
типом критического поведения.

Однако при изучении возможности наблюдения таких явлений в реальных си-
стемах возникает несколько требующих исследования вопросов, одним из которых
является воздействие внешнего шума, неизбежно присутствующего в любой физи-
ческой системе, на критическое поведение. Эта проблема также весьма активно ис-
следовалась многими авторами [12-22]. Еще в первых работах [12, 13], посвящен-
ных анализу шумового воздействия на системы с фейгенбаумовским критическим
поведением, было показано, что влияние шума на тонкую структуру пространства
параметров тем сильнее, чем ближе к критической точке мы находимся. Поэтому для
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наблюдения, например, самоподобного устройства пространства параметров систе-
мы с шумовым воздействием необходимо не только изменять масштаб рассмотрения
в определенное число раз, но и уменьшать амплитуду шума также в некоторое чис-
ло раз. Численное значение этого числа (константы скейлинга для амплитуды шума)
можно определить при помощи ренормгруппового анализа, что и было проделано
в [12]. Впоследствии аналогичные исследования были проведены для воздействия
шума на критическое поведение различных типов: бикритическое, возникающее в
однонаправленно связанных системах с удвоениями периода [19], критическое пове-
дение вблизи так называемой точки GM, возникающее при переходе к хаосу через
разрушение квазипериодических движений [21], и другие, при этом константа скей-
линга оказывается уникальной для каждого из типов критического поведения.

В настоящей работе исследовано воздействие шума на критическое поведение
еще одного типа, возникающее «на стыке» двух сценариев перехода к хаосу (через
удвоения периода и через разрушение квазипериодических движений). В типичном
случае критическое поведение этого типа наблюдается на плоскости управляющих
параметров неидентичных связанных отображений с удвоениями периода.

1. Критическое поведение типа FQ в отсутствие шума

Рассмотрим систему двух неидентичных связанных логистических отображе-
ний

xn+1 = 1− λx2
n − Cy2

n,

yn+1 = 1−Ay2
n −Bx2

n,
(1)

динамика которой была исследована в работе [23]. На рис. 1, а приведена карта
динамических режимов, иллюстрирующая устройство плоскости управляющих па-
раметров системы (1) при фиксированных значениях констант связи. Хорошо видно,
что линии бифуркаций удвоения периода и Неймарка – Сакера, ограничивающие об-
ласть устойчивости цикла периода 1, пересекаются в точке, которую можно назвать
PDT (period-doubling terminal) точкой. Последовательность таких точек с увеличени-
ем периода цикла сходится к предельной точке, в любой малой окрестности которой
можно, следовательно, наблюдать переход к хаосу как по сценарию Фейгенбаума,
так и через разрушение квазипериодических движений (см. рис. 1, б). Реализующе-
еся в этой точке критическое поведение было названо [23] критическим поведением
типа FQ, а сама предельная точка – точкой FQ.

В [23, 24] при помощи ренормгруппового анализа было показано, что соответ-
ствующая типу FQ неподвижная точка ренормгруппового преобразования имеет три
существенных собственных числа, и, соответственно, полная коразмерность крити-
ческого поведения типа FQ равна трем. Однако в системах связанных отображений
в силу симметрии оказывается невозможным ввести возмущение, соответствующее
третьему собственному числу, что и позволяет пронаблюдать критическое поведение
типа FQ на плоскости управляющих параметров подсистем, то есть как феномен ко-
размерности два.
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Рис. 1. а – карта динамических режимов на плоскости параметров системы (1). Значения констант
связи B = 0.375; C = −0.25. Области устойчивости циклов различных периодов закрашены разными
оттенками серого (периоды циклов подписаны). Черный цвет соответствует областям непериодической
(хаотической либо квазипериодической) динамики, белый – области отсутствия аттрактора. Положение
точки FQ отмечено стрелкой. б – схематическое изображение устройства пространства параметров
систем с критическим поведением типа FQ

На рис. 2 приведены иллюстрации скейлинга на картах ляпуновских показа-
телей системы (1) в окрестности критической точки FQ, а на рис. 3 – на критиче-
ском аттракторе системы (1) с соответствующими константами скейлинга. Видно,
что совпадение структур на двух последовательных (достаточно глубоких) уровнях
скейлинга весьма хорошее.
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Рис. 2. Скейлинг в пространстве параметров системы (1) на карте старшего ляпуновского показателя.
Значения старшего ляпуновского показателя кодируются оттенками серого цвета следующим образом:
нулевому значению соответствует белый цвет, отрицательным – серый: чем больше абсолютное значе-
ние показателя, тем темнее оттенок, так что черный соответствует режимам максимальной устойчиво-
сти. В области положительных значений ляпуновского показателя (область хаоса) кодирование его ве-
личины не производится, и она вся отмечена одним оттенком серого. Справа – увеличенный фрагмент
рисунка. Константы скейлинга δ1 = 6.32631925 . . . по оси c1 и δ2 = 3.44470967 . . . по оси c2. Коор-
динаты (c1, c2) связаны с параметрами системы соотношениями A = Ac + c2, λ = λc + c1 + 0.8312c2.
Точка FQ находится в центре рисунков

Рис. 3. Скейлинг на критическом аттракторе системы (1). Справа – увеличенный фрагмент рисунка.
Пересчет масштаба производился в α = −1.900071670 . . . раз по оси ysc и в β = −4.00815849 . . . раз
по оси xsc

2. Воздействие шума на критическое поведение
типа FQ – ренормгрупповой анализ

Исследуем воздействие внешнего шума на критическое поведение типа FQ.
Модельная система (1) в этом случае может быть записана в виде

xn+1 = 1− λx2
n − Cy2

n + εξ(1)
n ,

yn+1 = 1−Ay2
n −Bx2

n + εξ(2)
n .

(2)

Здесь ξ̄n = (ξ(1)
n , ξ(2)

n ) – случайный вектор, компоненты которого при численном
моделировании предполагались распределенными равномерно на отрезке [−0.5; 0.5];
ε – амплитуда шума.
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На рис. 4 приведена окрестность точки FQ в пространстве параметров и ее
увеличенный фрагмент, построенный с изменением масштаба в соответствии с кон-
стантами скейлинга δ1 = 6.32631925 . . . и δ2 = 3.44470967 . . ., но без изменения ам-
плитуды шума. Видно, что структуры в пространстве параметров разрушаются тем
сильнее, чем ближе к критической точке мы находимся, и самоподобную структуру
пространства параметров в окрестности точки FQ без перенормировки амплитуды
шума пронаблюдать не удается.

Для определения численного значения константы перенормировки амплитуды
шума проведем ренормгрупповой анализ критического поведения типа FQ с шумом,
используя известные [23] результаты ренормгруппового анализа соответствующего
поведения без шума. Для учета воздействия шума используем надлежащим образом
модифицированную идею, первоначально предложенную в [13] для фейгенбаумов-
ского типа критичности.

Пусть компоненты двумерного случайного вектора, описывающего воздей-
ствие шума, имеют вид ξ̄n = (ξn3(xn, yn), ξnψ(xn, yn)), где 3(x, y) и ψ(x, y) – неко-
торые дифференцируемые функции. При выводе ренормгруппового преобразования
предполагаем, что случайная величина ξn имеет гауссово распределение, причем

〈ξnξn+1〉 = 0,
〈
ξ2n

〉
= 1. (3)

(Эмпирические результаты показывают, что в действительности обнаруживаемые
скейлинговые закономерности являются универсальными и выполняются для доста-
точно произвольного шума, лишь бы его распределение было ограничено.)

Тогда исходная система описывается двумерным отображением вида

xn+1 = g(xn, yn) + εξn3(xn, yn),

yn+1 = f(xn, yn) + εξnψ(xn, yn),
(4)

где функции g(x, y) и f(x, y) соответствуют неподвижной точке ренормгруппового
преобразования, отвечающей критическому поведению типа FQ (см. [23]).

Фактически (4) описывает двумерное отображение, находящееся под воздей-
ствием случайных функций Φn(x, y) = ξn3(x, y) и Ψn(x, y) = ξnψ(x, y), моменты

Рис. 4. Построение первого уровня скейлинга в окрестности критической точки FQ в системе с шумом
(2). Амплитуда шума ε = 0.001. Справа – увеличенный фрагмент рисунка
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второго порядка которых выражаются следующим образом:

P (x, y) =
〈
Φ2

n(x, y)
〉

= 32(x, y),

Q(x, y) = 〈Φn(x, y)Ψn(x, y)〉 = 3(x, y)ψ(x, y),

S(x, y) =
〈
Ψ2

n(x, y)
〉

= ψ2(x, y).

(5)

Тогда при малой амплитуде шума двукратно проитерированное отображение можно
записать в виде

xn+2 = g(g(xn, yn), f(xn, yn)) + ε[ξn3(xn, yn)g′x(g(xn, yn), f(xn, yn))+

+ξnψ(xn, yn)ng′y(g(xn, yn), f(xn, yn)) + ξn+13(g(xn, yn), f(xn, yn))],

yn+2 = f(g(xn, yn), f(xn, yn)) + ε[ξn3(xn, yn)f ′x(g(xn, yn), f(xn, yn))+

+ξnψ(xn, yn)f ′y(g(xn, yn), f(xn, yn)) + ξn+1ψ(g(xn, yn), f(xn, yn))].

(6)

Проводя стандартную перенормировку, можно прийти к ренормгрупповому преобра-
зованию, описывающему изменение моментов второго порядка случайных функций
при переходе к режимам удвоенного периода

P ′(x, y) = α2
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Здесь константы α и β являются характерными для критического поведения типа
FQ константами скейлинга на аттракторе. Неподвижная точка этого преобразования
была найдена нами численно1, а наибольшее из соответствующих ей собственных
чисел оказалось равным γ = 8.206143 . . . . Оно и является искомой константой пере-
нормировки амплитуды шума.

3. Компьютерные иллюстрации скейлинга в присутствии шума

Приведем некоторые компьютерные иллюстрации, демонстрирующие скей-
линг в пространстве параметров системы (2) в окрестности точки FQ и на существу-
ющем в этой точке критическом аттракторе. Для иллюстрации скейлинга в окрестно-
сти критической точки в пространстве параметров необходимо ввести специальную
(скейлинговую) систему координат. Поскольку константы скейлинга в пространстве
параметров удовлетворяют соотношению δ1 < δ22, то скейлинговая система коорди-
нат может быть прямолинейной косоугольной системой (более подробное обсужде-
ние этого вопроса см. в [25]). Каждой константе скейлинга, являющейся собствен-
ным числом неподвижной точки ренормгруппового преобразования, соответствует
собственное направление в пространстве параметров системы. Для исследуемой си-
стемы такие направления были определены численно из координат PDT-точек (более
подробно см. [26, 27]), при этом оказалось, что определенное собственное направ-
ление соответствует только большей константе δ1, а вторую ось системы можно
выбрать произвольно. Для простоты направим ее вдоль оси параметра A, тогда скей-
линговая система координат (c1, c2) связана с «естественной» следующими соотно-
шениями:

A = Ac + c2,

λ = λc + c1 + 0.8312c2,
(8)

где λc = 1.6545245 и Ac = 1.0308375 – значения параметров, соответствующие
точке FQ.

На рис. 5 приведены достаточно глубокие уровни скейлинга, соответствующие
начальным амплитудам шума 0.01 и 0.001. При переходе к каждому следующему
уровню скейлинга амплитуда шума уменьшалась на константу γ. Видно, что очень
хорошо воспроизводится структура пространства параметров, в том числе и такие
достаточно тонкие элементы, как языки Арнольда в областях квазипериодического
движения.

На рис. 6 приведено несколько последовательных уровней скейлинга на крити-
ческом аттракторе системы (2), существующем в точке λc = 1.6545245,
Ac = 1.0308375 при начальной амплитуде шума 0.001. При переходе к следующему
уровню скейлинга амплитуда шума также уменьшалась в γ раз. Видно, что структура
аттрактора весьма хорошо воспроизводится при изменении масштаба.

1Это ренормгрупповое преобразование аналогично полученному в [17] при анализе воздействия шу-
ма на двумерные гамильтоновы системы. Найденное нами решение соответствует другой неподвижной
точке этого преобразования, отвечающей критическому поведению типа FQ.
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Рис. 5. Скейлинг на картах ляпуновских показателей системы (2) в окрестности точки FQ. Приведены
пятый (слева) и шестой (справа) уровни скейлинга, соответствующие начальным амплитудам шума
ε = 0.01 (а) и 0.001 (б)

Рис. 6. Скейлинг на картах ляпуновских показателей системы (2) в окрестности точки FQ. Приведены
пятый (слева) и шестой (справа) уровни скейлинга, соответствующие начальным амплитудам шума
ε = 0.01 (а) и 0.001 (б)

Заключение

Таким образом, в настоящей работе исследовано воздействие внешнего шума
на критическое поведение типа FQ, возникающее «на стыке» двух сценариев пере-
хода к хаосу: по сценарию Фейгенбаума и через разрушение квазипериодических
движений. При помощи ренормгруппового анализа определено численное значение
константы, ответственной за перенормировку амплитуды шума при изменении мас-
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штаба наблюдения динамики системы и продемонстрирован скейлинг в простран-
стве параметров и на критическом аттракторе модельной системы двух связанных
логистических отображений в присутствии внешнего шума.

Авторы выражают глубокую и искреннюю благодарность профессору
А.С. Пиковскому (университет Потсдама, Германия) за постоянное сотрудничество
и полезные обсуждения.
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CRITICAL BEHAVIOR
OF ASYMMETRICALLY COUPLED NOISY DRIVEN

NONIDENTICAL SYSTEMS WITH PERIOD-DOUBLINGS

A.P. Kuznetsov, S.P. Kuznetsov, A.V. Savin, I.R. Sataev

We investigated the influence of external noise on the critical behavior typical to
nonidentical coupled systems with period-doubling. We obtained the numerical value of
the scaling factor for noise amplitude by means of the renormalization group analysis.
Also we demonstrated the self-similar structure of the parameter plane near the critical
point in the model system of two noisy driven coupled logistic maps.
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