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ОСОБЕННОСТИ КАРТИНЫ СИНХРОНИЗАЦИИ ИМПУЛЬСАМИ
В СИСТЕМЕ С ТРЕХМЕРНЫМ ФАЗОВЫМ ПРОСТРАНСТВОМ

НА ПРИМЕРЕ СИСТЕМЫ РЕССЛЕРА

А.П. Кузнецов, Н.В. Станкевич, Л.В. Тюрюкина

Рассмотрены особенности картины синхронизации в системе, предельный цикл ко-
торой вложен в трехмерное фазовое пространство. На примере системы Ресслера под
воздействием периодической последовательности δ-функций показано, что картина син-
хронизации существенно зависит от направления действия внешней силы. Выяснены
особенности устройства языков синхронизации.

Введение: краткий обзор и постановка проблемы

Ситуации, когда система с предельным циклом подвержена внешнему перио-
дическому воздействию, широко распространены в радиофизике, электронике, био-
логии, химии и других областях естествознания [1–7]. С точки зрения теории ко-
лебаний и теории динамических систем, это задачи о возникновении квазиперио-
дических движений и явлении синхронизации [1–9]. Среди них выделяется класс
задач, когда внешнее воздействие носит характер коротких по длительности импуль-
сов. Подобные задачи не только привлекательны с точки зрения приложений, но и
существенны для теории колебаний и нелинейной динамики с позиций возможной
специфики картины синхронизации. В работах [10–19] такая ситуация была изучена
в рамках модели, представляющей собой в автономном режиме простейшее укоро-
ченное уравнение с предельным циклом в виде окружности

ṙ = sr(1− r2),

3̇ = 1.
(1)

Здесь r и 3 – амплитуда и фаза колебаний, s – управляющий параметр. Такая си-
стема подвергалась импульсному воздействию вдоль оси x. Заменой переменных
r =

√
x2 + y2 и tan3 = y

x от системы (1) можно перейти к системе

ẋ = sx(1− x2 − y2) + C
∑
δ(t− nT ),

ẏ = x + sy(1− x2 − y2).
(2)
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Здесь C и T – амплитуда и период импульсов, δ(t) – дельта-функция Дирака. В слу-
чае, когда изображающая точка в промежутке между импульсами успевает вернуться
на предельный цикл, Л. Глассом (L. Glass) для системы (2) получено приближенное
отображение для фазы следующего вида:

θn+1 = arctan
(

sin θn + C

cos θn

)
− T, (3)

где θn = −3n − T . Дальнейший вклад в изучение систем (2) и (3) внесли сам
Гласс [17], Динг (Ding) с соавторами [11–15] и ряд других исследователей, которые
показали, что картина синхронизации в рамках этих моделей обладает рядом осо-
бенностей. (Удвоения периода внутри языков наблюдаются при уменьшении, а не
увеличении амплитуды воздействия, структура «чертовой лестницы» на пороге хао-
са иная, чем для стандартного синус-отображения окружности и т.д.) В то же время
модель (2) обладает и универсальными чертами, поскольку она может быть приме-
нена для различных автоколебательных систем вблизи порога бифуркации Андро-
нова – Хопфа. Например, ее можно получить, рассмотрев задачу о воздействии на
осциллятора ван дер Поля периодической последовательностью δ-функций [20]

ẍ− (λ− x2)ẋ + x = B
∑
δ(t− nT ). (4)

Здесь x – динамическая переменная, λ – управляющий параметр, T – период сле-
дования внешних импульсов, B – их амплитуда. Если же в уравнении (4) учесть
нелинейную зависимость фазы колебаний от времени (неизохронность систем), то
есть рассмотреть осциллятор ван дер Поля – Дуффинга [21]

ẍ− (λ− x2)ẋ + x + βx3 = B
∑
δ(t− nT ), (5)

где β – параметр нелинейности осциллятора, то для этой системы, применяя метод
медленно меняющихся амплитуд, можно получить новую разновидность отображе-
ния окружности

θn+1 = arctan
(

sin θn + C

cos θn

)
−Ω− 3

2
β ln(1 + 2C sin θn + C2), (6)

где C =
B

2
√
λ
и Ω = T (1 +

3
2
βµλ). Отметим, что отображение (6) в случае нулевой

фазовой нелинейности (β = 0) переходит в отображение Гласса, а в случае большой
(β = 1) – в стандартное синус-отображение окружности [8, 22]

θn+1 = θn +Ω−
√

1 + 9β2C sin θn. (7)

Детальный анализ систем (4) и (5) и ее моделей (2) и (6) дан в [20, 21].
Подчеркнем еще раз, что модели (2) и (6) и результаты их исследования имеют

определенную степень универсальности, поскольку фактически касаются исследова-
ния системы у порога бифуркации Андронова – Хопфа. При этом воздействующий
импульс может быть направлен не только вдоль оси x, а и в любом направлении
в двумерном фазовом пространстве, поскольку аттрактором системы является окруж-
ность. Для дифференциальных систем (4), (5) c ростом управляющего парамет-
ра λ предельный цикл деформируется, но при умеренных λ картина качественно не
меняется.
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Иная ситуация имеет место в более общем случае, когда мы рассматриваем
автоколебательную систему, для которой предельный цикл вложен в трехмерное фа-
зовое пространство. Действительно, пусть реализуется ситуация, когда предельный
цикл лежит преимущественно в некоторой плоскости (а это обычно так у поро-
га бифуркации Андронова – Хопфа). В этом случае, действие импульса в любом
направлении в этой плоскости должно приводить к одному и тому же результату,
качественно близкому к результатам анализа моделей (2), (6). Совершенно иная си-
туация возникает, если импульс действует в направлении, перпендикулярном плос-
кости, в которой лежит предельный цикл. Можно ожидать какую-то иную карти-
ну синхронизации, которая, в частности, будет отличаться как от даваемой моде-
лью (2), так и от даваемой стандартным синус-отображением. В настоящей работе
эта проблематика исследована на примере трехмерной потоковой системы – системы
Ресслера [1-4, 22].

1. Система Ресслера под воздействием периодической
последовательности δ-функций, действующих
в плоскости, содержащей предельный цикл

Начнем со случая, когда внешнее воздействие – периодическая последова-
тельность δ-функций – действует в плоскости, в которой преимущественно лежит
предельный цикл автономной системы Ресслера. Тогда неавтономная система будет
описываться следующими уравнениями:

ẋ = −x− z + A
∑
δ(t− nT ),

ẏ = x + py,

ż = q + (x− r)z,

(8)

где x, y, z – динамические переменные; p, q, r -параметры системы; A и T – соответ-
ственно амплитуда и период внешнего воздействия. Выберем значения параметров p,
q, и r такими, чтобы в автономной системе имел место однооборотный предельный
цикл. Его бо́льшая часть будет лежать в плоскости (x, y), и лишь небольшая часть –
выступать из этой плоскости в направлении оси z. В зависимости от значений па-
раметров высота «выступа» аттрактора автономной системы в направлении оси z
может быть разной. Как мы покажем далее, картина синхронизации в неавтономной
системе зависит так же и от величины этого «выступа».

Итак, пусть p = 0.2, q = 0.1, r = 1.5. В этом случае величина «выступа»
аттрактора в направлении оси z ∆z ≈ 3.5. Период колебаний в автономной системе
в этом случае можно определить численно, и он составляет T = 5.4368309...

На рис. 1 представлены полученная в результате компьютерного моделиро-
вания карта динамических режимов системы (8) на плоскости параметров (ампли-
туда A – период T внешнего воздействия) и ее увеличенные фрагменты. На этих
и на всех последующих картах белым цветом обозначен режим периода 1, светло-
серым – режим периода 2 и т.д., черный цвет отвечает хаосу, а область убегания
траектории на бесконечность обозначена одним из оттенков серого. (Характер режи-
ма определяется в соответствующем сечении Пуанкаре, так что период 1 отвечает
однооборотному предельному циклу в трехмерном фазовом пространстве.) Первое
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Рис. 1. Карта динамических режимов и ее увели-
ченные фрагменты неавтономной системы Рeс-
слера (8) на плоскости параметров (амплитуда –
период внешнего воздействия). Карты построе-
ны для p = 0.2, q = 0.1, r = 1.5

существенное отличие от системы (5) и ее моделей состоит в том, что появляют-
ся области, которые отвечают убеганию траектории на бесконечность. Это связано
с тем, что предельный цикл автономной системы Ресслера, в отличие от упомянутых
моделей, имеет ограниченный бассейн притяжения в трехмерном фазовом простран-
стве. Поэтому сильный импульс может выбросить изображающую точку за пределы
этого бассейна, и она в итоге уйдет на бесконечность.

На карте, представленной на рис. 1, можно видеть достаточно традиционную
картину языков Арнольда. Увеличенные фрагменты карты демонстрируют следую-
щие особенности системы. Так при достаточно больших периодах внешней силы
(по сравнению с собственным периодом системы T = 5.43...) картина синхрониза-
ции близка к классической, даваемой простейшим одномерным синус-отображением
окружности [8, 22] (рис. 1, в). Внутреннее устройство языков синхронизации так-
же традиционное – можно видеть удвоения периода и характерные конфигурации
«crossroad area», по терминологии [22]. С другой стороны, при воздействии с пе-
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риодом, близким к собственному, основной язык синхронизации хотя и окружен
системой классических по форме языков, но внутри устроен иначе (рис. 1, б). Хоро-
шо видна линия вторичной бифуркации Андронова – Хопфа на «вершине» языка и
отвечающая ей вторичная система языков синхронизации.

На рис. 2 приведены аттракторы неавтономной системы Ресслера (8).
На рис. 2 а, б представлены различные конфигурации аттракторов периода 3, а на
рис. 2 в, г аттракторы периода 2 и 4, соответственно. Все перечисленные рисунки
относятся к случаю, когда амплитуда внешнего воздействия является весьма суще-
ственной. Если же амплитуда воздействия мала, аттрактор неавтономной системы
не будет сильно отличаться от автономного случая. Импульс, не сильно изменяя
траекторию автономной системы, переместит изображающую точку в фазовом про-
странстве на небольшую величину. Таким образом, увеличится период режима неав-
тономной системы, но при этом форма самого аттрактора изменится мало.

Теперь изменим параметры автономной системы так, чтобы величина «вы-
ступа» аттрактора в направлении оси z увеличилась: p = 0.3, q = 0.1, r = 2.0.
В этом случае ∆z ≈ 6.7. На рис. 3 изображены карта динамических режимов и ее
увеличенные фрагменты неавтономной системы Ресслера (8) для указанных выше
параметров. Видно, что в этом случае, также как и в предыдущем, наблюдаются
языки синхронизации, однако, значительно увеличилась область разбегания траек-
торий, а явления синхронизации и квазипериодические режимы реализуются при
гораздо меньших значениях амплитуды внешнего воздействия A (рис. 3, а). Также
языки Арнольда несколько деформировались (рис. 3, б, в): они стали более узкими,
нарушается их симметрия, и они несколько наклонены в левую сторону.

Рис. 2. Аттракторы неавтономной системы Ресслера (8) для различных значений амплитуды A и пери-
ода T внешнего воздействия, соответственно: а – 4.4, 1.8; б – 1.8, 10.9; в – 2.0, 3.7; г – 2.5, 7.1
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Рис. 3. Карта динамических режимов и ее уве-
личенные фрагменты для неавтономной систе-
мы Рёсслера (8) на плоскости параметров (ам-
плитуда – период внешнего воздействия). Карты
построены для p = 0.3, q = 0.1, r = 2.0

2. Система Рeсслера под воздействием периодической
последовательности δ-функций, действующих перпендикулярно

плоскости, содержащей предельный цикл

Рассмотрим, как изменится картина синхронизации в неавтономной системе
Ресслера, если импульсы действуют вдоль оси z, то есть перпендикулярно плоско-
сти, в которой в основном лежит предельный цикл,

ẋ = −x− z,

ẏ = x + py,

ż = q + (x− r)z + A
∑
δ(t− nT ).

(9)
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Снова начнем со случая, когда в автономной системе реализуется цикл периода 1,
а величина «выступа» в направлении оси z есть ∆z ≈ 3.5, то есть p = 0.2, q = 0.1,
r = 1.5. На рис. 4 изображены соответствующая карта динамических режимов и ее
увеличенные фрагменты, построенные для тех же значений параметров автономной
системы. Если сопоставить рис. 1 и 4, то видно, что картина синхронизации ста-
ла существенно иной. Так на карте, построенной для системы (9), помимо языков
синхронизации и области квазипериодических режимов, расположенных в нижней
части карты, наблюдаются достаточно большие области режимов периода 1 и 2,
расположенные при больших значениях амплитуды внешнего воздействия. Нижняя
граница области периода 1 является линией бифуркации Неймарка – Сакера, и к ней
подходят языки Арнольда, имеющие острия не только у основания, но и у верши-
ны (рис. 4, б). Справа имеется небольшая система языков, образующих незамкну-

Рис. 4. Карта динамических режимов и ее уве-
личенные фрагменты для неавтономной систе-
мы Рeсслера (9) на плоскости параметров (ам-
плитуда – период внешнего воздействия). Карты
построены для p = 0.2, q = 0.1, r = 1.5
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тые кольца. Остальные языки, лежащие справа от основного, имеют вид некоторых
полос. При больших амплитудах эти языки трансформируются в большие области
режимов различных периодов (рис. 4, а, в). Заметим, что при малых периодах воз-
действия, порог «убегания» траекторий стремится к нулю, что также отличается от
случая, представленного на рис. 1. На рис. 5 изображены аттракторы для неавтоном-
ной системы (9) периодов 1, 2, 3 и 5, которые следует сопоставить с аттракторами,
изображенными на рис. 2.

Теперь опять изменим параметры так, чтобы величина «выступа» увеличи-
лась: ∆z ≈ 6.7. На рис. 6 представлена соответствующая карта динамических ре-
жимов и ее увеличенные фрагменты. Сопоставление рисунков 4 и 6 показывает, что
в этом случае увеличивается область, в которой траектория «убегает» на бесконеч-
ность и, как следствие, уменьшается область периодических и квазипериодических
режимов, что особенно хорошо видно в области относительно больших значений
периода внешнего воздействия T . Кроме того, языки становятся у́же и наклоняют-
ся влево, усложняется их внутренне устройство. Исключение составляет область
небольших значений периода внешнего воздействия (T < 6.0). Здесь область перио-
дических и квазипериодических режимов наоборот увеличивается, а внутри многих
языков наблюдается образование островов режимов удвоенного периода с последу-
ющим переходом к хаосу по Фейгенбауму.

Рис. 5. Аттракторы неавтономной системы Ресслера (9) для различных значений амплитуды A и пери-
ода T внешнего воздействия, соответственно: а – 2.3, 4.3; б – 2.7, 2.8; в – 3.9, 0.9; г – 0.6, 3.4
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Рис. 6. Карта динамических режимов и ее уве-
личенные фрагменты для неавтономной систе-
мы Рeсслера (9) на плоскости параметров (ам-
плитуда – период внешнего воздействия). Карты
построены для p = 0.3, q = 0.1, r = 2.0

Заключение

Таким образом, на примере системы Ресслера показано, что картина синхрони-
зации автоколебательных систем с трехмерным фазовым пространством существен-
но зависит от направления действия внешних импульсов. Она оказывается классиче-
ской лишь в том случае, если импульсы действуют в плоскости, в которой в основ-
ном расположен предельный цикл. Но даже тогда внутреннее устройства основного
языка, реализующегося при периоде воздействия, примерно равном собственному,
оказывается специфическим. Если же внешние импульсы действуют перпендику-
лярно этой плоскости, имеет место иная картина языков синхронизации и областей
периодических режимов. Кроме того, происходит определенное изменение картины
синхронизации при «развитии» аттрактора в третьем измерении в фазовом простран-
стве: увеличивается область «разбегания» траекторий, языки синхронизации стано-
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вятся более узкими, а их внутреннее устройство усложняется. Полученные законо-
мерности могут быть полезны при исследовании других автоколебательных систем
с трехмерным фазовым пространством.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований
грант № 04-02-04011 и грантом CRDF BRHE REC-006 № Y2-P-06-13.
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FEATURES OF THE SYNCHRONIZATION PICTURE BY THE PULSES
IN THE SYSTEM WITH 3-DIMENSIONAL PHASE SPACE

BY THE EXAMPLE OF THE RESSLER SYSTEM

A.P. Kuznetsov, N.V. Stankevich, L.V. Turukina

Features of the synchronization picture in the system which limit cycle lied in
three-dimensional phase space are considered. By the example of Ressler system with the
periodic sequence of δ-Functions it is shown, that the synchronization picture essentially
depends on a direction of the external force. Features of the synchronization tongues
are found.
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