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СЛОЖНАЯ ВОЛНОВАЯ ДИНАМИКА
АНСАМБЛЯ НЕЙРОНОПОДОБНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
СО СЛОЖНОПОРОГОВЫМ ВОЗБУЖДЕНИЕМ

В.И. Некоркин, Д.С. Щапин, А.С. Дмитричев

Проведено исследование пространственно-временной динамики системы, модели-
рующей коллективное поведение ансамбля электрически связанных нервных клеток.
Моделью элемента ансамбля является уравнение ФитцХью – Нагумо со сложнопоро-
говым возбуждением. Изучены гетероклинические траектории системы и ассоцииру-
ющиеся с ними волновые фронты. В системе для бегущих волн обнаружено суще-
ствование гетероклинического контура, образованного сепаратрисными многообразиями
двух седло-фокусов. Показано, что наличие такого контура свидетельствует о сложной
пространственно-временной динамике ансамбля – в виде ромбоподобных и нестацио-
нарных колебательных волновых структур.

Введение

Нелинейные волновые процессы, играющие фундаментальную роль в физике
и математике, имеют также важное значение для нейронных систем [1–3]. С ними
связано выполнение основной задачи нейронных систем – межнейронной коммуни-
кации и обработки информации [4–7]. В нейронных системах наиболее известны и
изучены волновые явления в виде бегущих фронтов и импульсов. Как правило, ха-
рактеристики этих волн зависят только от локальных свойств среды и в определен-
ных пределах не зависят от начальных условий, а для взаимодействия волн между
собой и с границами среды типично свойство аннигиляции. Такие волны принято
называть автоволнами [8]. Наряду с автоволнами в нейронных системах существуют
волны, рассмотренные в работах [9–11], свойства и характеристики которых прин-
ципиально отличаются от автоволн. Они обладают частицеподобными свойствами
и при взаимодействии друг с другом и с границами среды могут «переключать-
ся» в новое состояние и образовывать сложные, в том числе, фрактальные [12, 13],
пространственно-временные структуры активности и др. [14–16].

Эта работа посвящена исследованию нелинейных волновых структур в систе-
ме следующего вида:

{
u̇j = f(u)− vj + d(uj−1 − 2uj + uj+1),

v̇j = ε( g(uj)− vj − I),
(1)

j = 1, 2, . . . N, u0(t) ≡ u1(t), uN+1(t) ≡ uN (t),
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где

f(u) = u− u3/3, g(u) =

{
αu, u ≤ 0,

βu, u ≥ 0.
(2)

Заметим, что производная функции g(u) имеет точку разрыва u = 0, в которой
происходит скачок на величину |β−α| и поэтому система (1) требует доопределения
при uj = 0, j = 1, 2, . . . N . Будем считать, что g′(0) = β. В этом случае траектории
системы (1) будут непрерывны, а соответствующая производная при uj = 0 имеет
конечный скачок.

Система (1) описывает ансамбль нейроноподобных элементов типа Фитц-
Хью – Нагумо со сложнопороговым возбуждением – в модели элемента пороговые
свойства определяются сепаратрисой седла, сложным образом локализованной на
фазовой плоскости [17, 18]. Исследование системы (1) представляет интерес в свя-
зи с двумя проблемами нейродинамики. Первая из них – выяснение механизмов
коллективного возбуждения в виде кластеров активности в ансамбле электрически
связанных нейронов. В этом случае переменная uj качественно описывает динамику
мембранного потенциала j-го нейрона ансамбля, а vj – совокупное действие всех
ионных токов, проходящих через мембрану этого нейрона и отвечающих за восста-
новление покоя мембраны. Поэтому переменную vj часто называют восстанавли-
вающей. Параметр d моделирует действие электрического синапса и характеризует
величину взаимодействия между нейронами. Параметр I контролирует уровень де-
поляризации мембраны, а ε (ε > 0) – скорость изменения ионных токов. Для этой
проблемы важны возбудимые свойства нейронов и поэтому здесь параметр ε выби-
рается достаточно малым. Параметры α и β (α, β > 0) описывают нелинейные свой-
ства ионных токов. Вторая проблема, ассоциирующаяся с системой (1), это исследо-
вание процессов распространения волн активности в нейронных ансамблях. В этом
случае переменные uj и vj являются интегральными характеристиками некоторой
группы нейронов (uj – усредненное по группе значение мембранного потенциала,
vj – ионных токов). Для данной задачи важны бистабильные свойства среды и пе-
реходы «покой – возбужденное состояние». Поэтому параметр ε может быть здесь и
не малым. В этой статье мы уделяем основное внимание второй проблеме и номер j
элемента ансамбля будем трактовать как пространственную координату.

Статья структурирована следующим образом. В разделе 1 кратко излагается
динамика элемента ансамбля. В разделе 2 вводится система для бегущих волн и
исследуются ее основные свойства. Раздел 3 посвящен исследованию гетероклини-
ческих траекторий системы для бегущих волн. В разделе 4 изучается гетерокли-
нический контур и ассоциирующиеся с ним волновые структуры. В Заключении
представлено краткое обсуждение полученных результатов.

1. Динамика элемента ансамбля

Рассмотрим систему, описывающую динамику отдельного элемента ансамбля

{
u̇ = f(u)− v,

v̇ = ε( g(u)− v − I).
(3)

4



Исследование динамики системы (3) проведено в [18]. Приведем здесь краткое опи-
сание необходимых в дальнейшем динамических режимов системы (3) и их бифур-
каций.

Будем рассматривать систему (3) в области параметров, в которой она одно-
временно имеет три состояния равновесия. Из (2) и (3) следует, что это условие
выполняется, если параметр

I ∈ (−Imin, Imax), (4)

где Imin =
2(1− β)3/2

3
, Imax =

2(1− α)3/2

3
.

При выполнении (4) система (3) имеет следующие состояния равновесия:
O1(u0

1, v
0
1), O2(u0

2, v
0
2) и O3(u0

3, v
0
3), где

u0
1 = −2

√
1− α cos(

ψ
3

), v0
1 = αu0

1,

u0
2 =





−2
√

1− α cos(
3
3

+
4π
3

), v0
2 = αu0

2, I ≤ 0,

−2
√

1− β cos(
ψ
3

+
4π
3

), v0
2 = βu0

2, I > 0,

u0
3 = −2

√
1− β cos(

3
3

+
2π
3

), v0
3 = βu0

3,

cos3 =
−3I

2(1− β)3/2
, cosψ =

−3I

2(1− α)3/2
.

(5)

Состояние равновесия O2 является седлом, а состояния равновесия O1 и O3 яв-
ляются узлами или фокусами, которые в зависимости от параметров могут быть
устойчивыми (верхний индекс s) или неустойчивыми (индекс u). Зафиксируем для
определенности параметры

α = 0.8, β = 0.9, I = 0.024, (6)

а параметр ε будем рассматривать в ка-

Рис. 1. Однопараметрическая бифуркационная диа-
грамма системы (3) для α = 0.8; β = 0.9;
I = 0.024, где ε1 = 0.5019 . . .; ε2 = 0.5762 . . .;
ε3 = 0.5881 . . .; ε4 = 0.6293 . . .; ε5 = 0.6338 . . .;
ε6 = 0.6640 . . .

честве контрольного. Разбиение полу-
прямой ε > 0 на области, соответству-
ющие различным структурно-устойчи-
вым фазовым портретам системы (3),
осуществляется бифуркационными зна-
чениями ε = εi (i = 1, . . . , 6) (рис. 1).
Фазовые портреты, отвечающие этим об-
ластям параметров системы (3), представлены на рис. 2: (а) соответствует значениям
0 < ε < ε1, (б) ε1 < ε < ε2, (в) ε2 < ε < ε3, (г) ε3 < ε < ε4, (д) ε4 < ε < ε5,
(е) ε5 < ε < ε6, (ж) ε > ε6. В точках, разделяющих эти области, происходят следу-
ющие бифуркации:
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Рис. 2. Структурно-устойчивые фазовые портреты системы (3) для α = 0.9; β = 0.8; I = 0.024
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• при ε = ε1 состояние равновесия O1 изменяет свою устойчивость и в резуль-
тате бифуркации Андронова – Хопфа рождается (в сторону ε > ε1) неустойчивый
предельный цикл lu1 ;

• при ε = ε2 цикл lu1 «влипает» в «малую» петлю, образованную сепаратрисами
W u

1 и W s
1 седла O2;

• при ε = ε3 происходит бифуркация Андронова – Хопфа, в результате которой
неустойчивый фокус O3 становится устойчивым и на фазовой плоскости появляется
(в сторону ε > ε3) неустойчивый предельный цикл lu3 ;

• при ε = ε4 смыкаются сепаратрисы W u
2 и W s

1 , образуют так называемую
«большую» петлю сепаратрис (гомоклиническую орбиту), из которой рождается
(в сторону ε > ε4) «большой» неустойчивый предельный цикл Lu, охватывающий
все три состояния равновесия;

• при ε = ε5 предельные циклы Lu и Ls сливаются, образуя двукратный пре-
дельный цикл, который исчезает при ε > ε5;

• при ε = ε6 образуется «малая» петля (гомоклиническая орбита), образо-
ванная сепаратрисами W u

2 и W s
2 , в которую «влипает» неустойчивый предельный

цикл lu3 .

2. Система для бегущих волн

Рассмотрим бегущие волны системы (1) в длинноволновом приближении, ко-
гда характерные пространственные масштабы волны значительно превосходят соб-
ственные пространственные масштабы ансамбля (1). Будем искать решение систе-
мы (1) в следующем виде:

uj(t) = u(ξ), vj(t) = v(ξ), (7)

где ξ = t− jh (h > 0) – бегущая координата. Подставляя (7) в систему (1), получим





du

dξ
= f(u)− v + d(u(ξ+ h)− 2u(ξ) + u(ξ− h)),

dv

dξ
= ε(g(u)− v − I).

(8)

В рамках длинноволнового приближения из (8) имеем





c
du

dξн
= f(u)− v +

d2u

dξн
,

c
dv

dξн
= ε(g(u)− v − I),

(9)

где ξн = cξ, а 0 < c < 1/(h
√

d). Система (9) является системой для бегущих волн.
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С помощью замены z = v− g(u) + I система (9) преобразуется к следующему виду:





u̇ = y,

ẏ = cy + F (u)− I + z,

cż = −εz − c g′(u)y,

(10)

где F (u) = −f(u) + g(u); точкой обозначено дифференцирование по ξн. Систе-
ма (10) имеет трехмерное фазовое пространство, которое обозначим через G. Нетри-
виальным ограниченным траекториям системы (10) отвечают бегущие со скоростью
ν = 1/h волны в ансамбле (1), профили которых определяются свойствами этих
траекторий [19]. Например, если система (10) имеет в G предельный цикл, то в (1)
может распространяться периодическая волна; гомоклинической к состоянию рав-
новесия траектории отвечает бегущий импульс; гетероклинической траектории – бе-
гущий фронт (кинк) и т. д. В этой работе мы покажем, что в системе (10) возмож-
но существование гетероклинического контура, в окрестности которого существуют
нетривиальные гиперболические множества, с которыми ассоциируются сложные
волновые структуры ансамбля.

2.1. Состояния равновесия системы (10) и их локальные бифуркации.
При выполнении (4) система (10) имеет три состояния равновесия O1(u0

1, 0, 0),
O2(u0

2, 0, 0) и O3(u0
3, 0, 0), где u0

i определяется выражением (5). Как и в разделе 1,
зафиксируем параметры α, β и I (см. условия (6)) и будем рассматривать парамет-
рическую задачу на плоскости (ε, c). На рис. 3 представлены результаты анализа

Рис. 3. Разбиение плоскости параметров (ε, c)
на области, соответствующие различному каче-
ственному расположению корней характеристи-
ческого уравнения: а – для состояния равнове-
сия O1, б – для O2, в – для O3. Значения пара-
метров α = 0.9; β = 0.8; I = 0.024
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качественного расположения корней характеристического уравнения на комплекс-
ной плоскости для состояний равновесия O1, O2 и O3. Для каждого из состояний
равновесия плоскость (ε, c) разбивается на три области линиями Ai и Si (i = 1, 2, 3):

A1 =

{
c =

√
ε(α− ε)

f ′(u0
1)− ε

, 0 ≤ ε < f ′(u0
1)

}
,

A2 =

{
c =

√
ε(β− ε)

f ′(u0
2)− ε

, 0 ≤ ε < β

}
,

A3 =

{
c =

√
ε(β− ε)

f ′(u0
3)− ε

, 0 ≤ ε < f ′(u0
3)

}
,

Si =
{−p2q2

i + 4p3ri + 4q3
i − 18pqiri + 27r2

i = 0
}

,

p ≡ ε

c
− c, qi ≡ −ε + f ′(u0

i ), ri ≡ ε

c
F ′(u0

i ).

Из представленного на рис. 3 расположения корней характеристических уравнений
для O1, O2 и O3 следует, что O1 и O3 являются либо неустойчивыми фокусами, ли-
бо седловыми состояниями равновесия (седло-фокусами или седлами) с одномерным
устойчивым и двумерным неустойчивым многообразиями, а O2 – либо устойчивый
фокус, либо седловое состояние равновесия (седло-фокус или седло) с одномерным
устойчивым и двумерным неустойчивым многообразиями. Отметим, не останавлива-
ясь подробно, что при пересечении линий Ai в системе (10) происходит бифуркация
Андронова – Хопфа [20], приводящая к рождению предельных циклов в окрестности
соответствующих состояний равновесия Oi. При этом около состояний равновесия
O1 и O3 появляются неустойчивые, а около O2 – устойчивый предельные циклы.

Поскольку нас интересуют гетероклинические траектории, образованные мно-
гообразиями состояний равновесия O1 и O3, далее будем рассматривать систему (10)
в области параметров, где O1 и O3 являются седловыми состояниями равновесия.
Обозначим через W s(O1) и W u(O1) (W s(O3) и W u(O3)) устойчивое и неустой-
чивое многообразия состояния равновесия O1 (соответственно O3). Многообразие
W u(O1) (W u(O3)) состоит из точки O1 (O3) и двух выходящих траекторий – сепа-
ратрис, которые обозначим через W u

1 (O1) и W u
2 (O1) (W u

1 (O3) и W u
2 (O3)). Двумер-

ное многообразие W s(O1) (W s(O3)) представляет собой поверхность, проходящую
через точку O1 (O3) и состоящую из траекторий, асимптотически стремящихся при
t → +∞ к состоянию равновесия. Анализ собственных векторов матриц, линеа-
ризованных в точках O1 и O3 систем, показывает, что неустойчивые многообразия
W u(O1) и W u(O3) касаются в точках O1 и O3, соответственно, прямых

u− u0
i

1
=

y

λ(Oi)
=

z

k
, (11)

где λ(Oi) – положительный корень характеристического уравнения для состояния
равновесия Oi, а

k ≡ λ2(Oi)− cλ(Oi)− F ′(u0
i ), i = 1, 3.
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Из (11) следует, что одна из сепаратрис W u
1 (O1) (соответственно W u

1 (O3)) выходит
в полупространство y > 0, а другая W u

2 (O1) (W u
2 (O3)) – в полупространство y < 0.

2.2. Поверхности без контакта. Проведем исследование нелокального по-
ведения многообразий седловых состояний равновесия с помощью «конических»
бесконтактных поверхностей [12, 21, 22]. Введем в рассмотрение функцию

V (u, y, z) =
z2

2
− (2ε− β)y

2

2
+ (2ε− β)

u∫

u0

(F (η)− I)dη. (12)

Производная функции V (u, y, z) в силу системы (10) имеет вид

V̇ = −ε

c
z2 − [2ε− β+ g′(u)]zy − c(2ε− β)y2. (13)

Нетрудно видеть, что при ε > β будет выполняться неравенство

V̇ (u, y, z) ≤ 0. (14)

При этом V̇ = 0 лишь в точках прямой {y = z = 0}. Следовательно, при ε > β
на любой поверхности уровня V (u, y, z) = C, C ≡ const (за исключением точек
{V (u, y, z) = C} ∩ {y = z = 0}) векторное поле системы (10) ориентировано внутрь
области, границей которой является эта поверхность. Из (12) следует, что сечения
поверхностей V (x, y, z) = C плоскостями u = const представляет собой либо ги-
перболы, либо две пересекающиеся в точке y = z = 0 прямые. С другой стороны,
плоскости y = const в зависимости от значения этой константы задают в сечении
либо одну, либо две замкнутые линии (в частном случае замкнутые линии могут
вырождаться в точку). Граничному, разделяющему эти случаи значению y = const
соответствует существование в сечении замкнутой линии с одной точкой самопере-
сечения (типа «восьмерки»). Таким образом, поверхности V (u, y, z) = C являются
замкнутыми. Траектории системы (10) в силу (14) пересекают эти поверхности в
одном направлении, так что вдоль траекторий значения C, соответствующие по-
верхностям уровня, убывают. Поэтому после пересечения какой-либо поверхности
уровня V (u, y, z) = C траектория системы (10) не может покинуть область фазового
пространства G, ограниченную этой замкнутой поверхностью. Следовательно, при
ε > β система не имеет замкнутых траекторий.

Установим с помощью поверхностей V (u, y, z) = C поведение сепаратрис
седловых состояний равновесия O1, O3. Для этого рассмотрим поверхности уровня,
проходящие через эти точки

V (O1) = {V (u, y, z) = 0},
V (O3) = {V (u, y, z) = C0},

C0 ≡ (2ε− β)
u0
3∫

u0
1

(F (η)− I)dη .
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Рис. 4. а – качественный вид поверхности V +(O1) при I > I∗ (I∗ = 0, 0168), б – качественный вид
поверхности V +(O3) при I > I∗

Существует два принципиально различных вида этих поверхностей: для значений
I > I∗ и I < I∗, где I∗ определяется условием

u0
3∫

u0
1

(F (η)− I)dη = 0.

Для значений параметров, удовлетворяющих (6), I∗ = 0.0168.
Пусть I > I∗. В этом случае поверхность V (O1) при y ≥ 0 1 имеет качествен-

ный вид, представленный на рис. 4, а, а поверхность V (O3) – на рис. 4, б. V (O3)
состоит из O3 и двух компонент V +(O3) и V −(O3), расположенных соответственно
при y > 0 и y < 0. В силу (14), сепаратриса W u

1 (O3) выходит из точки O3 внутрь
области фазового пространства, ограниченной поверхностью V +(O3). Поскольку об-
ласть целиком расположена при y > 0, в силу первого уравнения системы (10), пере-
менная u(t) вдоль сепаратрисы W u

1 (O3) непрерывно возрастает. Кроме того, соглас-
но (14), сепаратриса W u

1 (O3) пересекает поверхности V (u, y, z) = C (где C < C0),
расположенные внутри поверхности V +(O3), в одном направлении. Следовательно,
сепаратриса W u

1 (O3) при t → +∞ стремится в бесконечность {u(t), y(t) → +∞},
оставаясь внутри области, ограниченной поверхностью V +(O3). Совершенно ана-
логично можно показать, что сепаратриса W u

2 (O3) при t → +∞ стремится в бес-
конечность {u(t), y(t) → −∞}, не выходя из области, ограниченной поверхностью
V −(O3). Таким образом, при I > I∗, ε > β обе сепаратрисы состояния равновесия
O3 гомоклинических и гетероклинических орбит образовывать не могут.

При I < I∗, ε > β поверхность V (O1) имеет лишь одну точку пересечения с
плоскостью {y = 0} – состояние равновесия O1, а V (O3) пересекает {y = 0} в точке
O3 по замкнутой линии, охватывающей состояние равновесия O1. Принимая во вни-
мание свойства поверхностей V (O1) и V (O3), устанавливаем, что в этом случае не
могут образовывать гомоклинические и гетероклинические траектории сепаратрисы
состояния равновесия O1.

1В силу инвариантности функции V (u, y, z) относительно замены y → −y, качественный вид
поверхностей V (O1) и V (O3) при y < 0 будет точно такой же, как при y > 0.
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Нетрудно видеть, что при I = I∗ поверхности V (O1) и V (O3) сливаются
(в этом случае C = 0), образуя единую поверхность, пересекающую плоскость y = 0
в точках O1 и O3. Поэтому при I = I∗, ε > β все сепаратрисы состояний равновесия
O1 и O3 стремятся в бесконечность и система (10) гомоклинических и гетероклини-
ческих траекторий не имеет.

2.3. Динамика системы (10) при cÀ 1. Представим для удобства систе-
му (10) в виде одного уравнения

c
...
v +(ε− c2)ü + c[f ′(u)− ε]u̇− ε[F (u)− I] = 0. (15)

Введем в (15) новую бегущую переменную cζ = ξн и представим в виде следующей
системы: 




du

dζ
= yн,

dyн
dζ

= zн,

µ
dzн
dζ

= (1− µε)zн + [ε− f ′(u)]yн + ε[F (u)− I],

(16)

где µ = 1/c2. При c À 1 система (16) имеет малый параметр µ при старшей про-
изводной и ее динамика является релаксационной. Применяя к системе (16) мето-
ды [23, 24] релаксационных колебаний, устанавливаем, что в фазовом пространстве
G существует двумерное неустойчивое многообразие медленных движений, близкое
к поверхности

zн + (ε− f ′(u))yн + ε(F (u)− I) = 0. (17)

На этом многообразии движения системы (16) определяются двумерной системой,
близкой к системе {

u̇ = yн,

ẏ = f ′(u)yн − ε(F (u)− I + yн).
(18)

Вне малой окрестности неустойчивого многообразия движения системы (16) про-
исходят по быстрым траекториям, близким к прямым {u = u0, yн = y0}, где
u0, y0 − const. По этим траекториям изображающая точка удаляется от многооб-
разия медленных движений и уходит в бесконечность (|zн| → ∞). С помощью заме-
ны yн = f(u)− v система (18) может быть приведена к виду (3). Следовательно, на
двумерном неустойчивом многообразии системы (16) движения близки к движениям
системы (3), представленным на рис. 2. Так что для получения разбиения фазового
пространства G на траектории при c À 1 достаточно к соответствующим фазовым
портретам системы (3) «подклеить» быстрые неустойчивые траектории, близкие к
прямым. В частности, отсюда вытекает, что при c À 1 все сепаратрисы седловых
состояний равновесия O1, O3 уходят на бесконечность и гомоклинические и гетеро-
клинические траектории они не образуют.

3. Гетероклинические траектории

Напомним, что для состояний равновесия траектория называется гетерокли-
нической, если она при ξ → +∞ и ξ → −∞ стремится к различным состояниям
равновесия. Покажем, что такие траектории в системе (10) существуют. Для опре-
деленности рассмотрим систему при I > I∗ в области параметров ε > β. В этой
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области параметров, как установлено в разделе 2, сепаратрисы W u
2 (O1), W u

1 (O3)
и W u

2 (O3) уходят в бесконечность и гетероклинических траекторий не образуют.
Рассмотрим теперь поведение сепаратрисы W u

1 (O1). Если W u
1 (O1) образует гетеро-

клиническую траекторию, то она принадлежит устойчивому многообразию W s(O3)
состояния равновесия O3. Следовательно, существование такой гетероклинической
траектории можно установить, исследуя взаимное расположение W u

1 (O1) и W s(O3)
для различных значений параметров. Изучим взаимное расположение этих много-
образий с помощью специальным образом построенных двумерных систем сравне-
ния [19, 25, 26].

3.1. Системы сравнения. Рассмотрим систему
{

u̇ = y,

ẏ = cy + F (u)− Ĩ ,
(19)

где Ĩ – параметр. При Ĩ ∈ (Imin, Imax) система (19) имеет три состояния равнове-
сия: Õ1(ũ1, 0), Õ2(ũ2, 0) и Õ3(ũ3, 0), где ũi определяются выражениями (5), в кото-
рых I нужно заменить на Ĩ . На рис. 5 представлено (см. [12]) разбиение плоскости
параметров (I, c) на области, соответствующие различным фазовым портретам си-
стемы (19). Разбиение осуществляется прямыми I = Imax, I = −Imin и двумя би-

Рис. 5. Разбиение плоскости параметров и фазовые портреты системы (19) (α = 0.8; β = 0.9;
c0
1 = 0.450 . . .; c0

2 = 0.494 . . .)
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фуркационными линиями c = h+(Ĩ) и c = h−(Ĩ). Прямая I = Imax соответствует
слиянию состояний равновесия Õ1 и Õ2 и образованию седло-узла Õ1,2(−

√
1− α, 0)

с неустойчивой узловой областью. При I = −Imin седло-узел Õ2,3(−
√

1− β, 0) с
неустойчивой узловой областью образуется от слияния состояний равновесия Õ2

и Õ3. Линия c = h+(Ĩ) соответствует существованию гетероклинической траекто-
рии, образованной сепаратрисами седел Õ1 и Õ3, расположенными в полуплоскости
y > 0, а c = h−(Ĩ) – гетероклинической траектории, образованной сепаратрисами
тех же седел, но в полуплоскости y < 0.

Введем в рассмотрение две системы сравнения

u̇ = y, ẏ = cy + F (u)− I + z0, (20)

u̇ = y, ẏ = cy + F (u)− I − z0, (21)

где z0 > 0 – произвольный параметр. Каждая из этих систем представляет собой
систему вида (19), у которой параметр Ĩ = I − z0 и Ĩ = I + z0, соответственно.
Нетрудно видеть, что при выполнении условия

z0 < z∗0 , (22)

где z∗0 = min{(Imax − I), (I + Imin)}, системы (20), (21) имеют по три расположен-
ных на прямой y = 0 состояния равновесия. При этом координаты этих состояний
равновесия удовлетворяют неравенствам

u+
1 < u0

1 < u−1 < u−2 < u0
2 < u+

2 < u−3 < u0
3 < u+

3 , (23)

где знак «+» относится к состояниям равновесия системы (20), а «−» – системы (21).
Потребуем, чтобы параметры систем (20), (21) одновременно принадлежали

области 1 или области 2 (см. рис. 5). Используя разбиение плоскости параметров
(I, c), представленное на рис. 5, получаем, что параметры этих систем лежат в обла-
сти 1, если выполняется неравенство

c > h+(I + z0), (24)

и в области 2, если
c < h+(I − z0), (25)

где z0 удовлетворяет (22). При выполнении (24) или (25) обе системы имеют каче-
ственно одинаковые фазовые портреты, однако их состояния равновесия на прямой
y = 0 смещены относительно друг друга (см. (23)). Взаимное расположение седел
систем (20), (21) и их сепаратрис для областей параметров (24) и (25) имеет вид,
представленный на рис. 6, а и б, соответственно. При этих значениях параметров се-
паратрисы седел систем (20), (21) образуют так называемые [24, 25] направляющие
русла, с помощью которых мы построим в фазовом пространстве G инвариантные
области, содержащие многообразия седловых состояний равновесия O1 и O3 си-
стемы (10). Поскольку системы (20), (21) не зависят от переменной z, в фазовом
пространстве G сепаратрисы седел этих систем образуют цилиндрические поверх-
ности. Рассмотрим ориентацию векторного поля системы (10) на этих поверхностях.
Из (10), (20) и (21) имеем
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Рис. 6. Русла, образованные сепаратрисами: а – системы (20), б – системы (21)

(
dy

du

)

(10)

−
(

dy

du

)

(20)

=
z − z0

y
< 0, при z < z0, y > 0,

(
dy

du

)

(10)

−
(

dy

du

)

(21)

=
z + z0

y
> 0, при z > −z0, y > 0.

(26)

В силу (26) траектории системы (10) при y > 0 пересекают цилиндрические поверх-
ности, образованные сепаратрисами седел системы (20) в сторону убывания коорди-
наты y, а сепаратрисами седел системы (21) – в сторону возрастания координаты y
(см. рис. 6). Обозначим через g1 (g2) область фазового пространства G, расположен-
ную при y > 0 и ограниченную цилиндрическими поверхностями, образованными
выходящими (соответственно входящими) сепаратрисами седел систем (20), (21) и
плоскостями z = z0 и z = −z0 (см. рис. 6). Рассмотрим ориентацию векторного поля
системы (10) на этих плоскостях. Из системы (10) имеем

ż|z=z0 < 0, если y > −εz0

cβ
,

ż|z=−z0 > 0, если y <
εz0

cβ
.

(27)

Следовательно, при выполнении неравенства

|y| < εz0

cβ
(28)

траектории системы (10) пересекают плоскости z = ±z0 внутрь областей g1 и g2.
Поскольку седла O1 и O3 расположены внутри соответственно g1 и g2 (см. (23)),
из установленной выше ориентации векторного поля (10) на границе g1 и g2 сле-
дует, что сепаратриса W u

1 (O1) и многообразие W s(O3) остаются локализованными
внутри областей g1 и g2 при выполнении (28).

3.2. Функция расщепления. Рассмотрим «следы» областей g1 и g2 на плос-
кости {u = u0

2}, то есть области S1 = g1 ∩ {u = u0
2} и S2 = g2 ∩ {u = u0

2}. Граница
области S1 (S2) состоит из двух прямых y = y+

1 (c, I − z0) и y = y−1 (c, I + z0)
(соответственно y = y+

2 (c, I − z0) и y = y−2 (c, I + z0)), образованных выходящими
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сепаратрисами седел систем соответственно (20) и (21), и двух прямых z = ±z0.
Потребуем, чтобы

max{y+
1 (c, I − z0), y−2 (c, I + z0)} <

εz0

cβ
. (29)

При одновременном выполнении (22), (29) сепаратриса W u
1 (O1) и многообразие

W s(O3) остаются внутри областей g1 и g2 до первого пересечения с плоскостью
{u = u0

2}. Следовательно, при выполнении условий (22), (29) сепаратриса W u
1 (O1)

пересекает плоскость {u = u0
2} в некоторой точке Mu

1 (yu
1 , zu

1 ), а W s(O3) – по неко-
торой кривой N s(y = ys(z)), соединяющей плоскости z = ±z0. Для характеристи-
ки взаимного расположения сепаратрисы W u

1 (O1) и многообразия W s(O3) введем
функцию «расщепления»2

ρ+(ε, c) = yu
1 − ys

1(z
u
1 ).

Функция ρ+(ε, c) определена и непрерывна, если одновременно выполнены усло-
вия (22) и (29), то есть в некоторой области параметров ∆, задаваемой неравен-
ством (29), где z0 изменяется от нуля до z∗0 . Нетрудно видеть (см. рис. 6), что при
выполнении (24) справедливо неравенство

y+
1 (c, I − z0) > y−2 (c, I + z0), (30)

а при выполнении (25) – противоположное (30) неравенство. Поэтому на плоскости
{u = u0

2} область S1 целиком (S1 ∩ S2 = ∅) расположена правее (по координате
y) области S2 при выполнении (24), а при выполнении (25) – наоборот, S2 распо-
ложена целиком правее S1. Поскольку M s

1 ∈ S1 и N s ∈ S2, из такого взаимного
расположения S1 и S2 вытекают следующие неравенства

ρ+(ε, c) > 0, если (ε, c) ∈ ∆+
1 ,

ρ+(ε, c) < 0, если (ε, c) ∈ ∆+
2 ,

(31)

где

∆+
1 = {c > h+(I + z0), ε >

cβy+
1 (c, I − z0)

z0
},

∆+
2 = {c < h+(I − z0), ε >

cβy−2 (c, I + z0)
z0

},
0 < z0 < z∗0 .

(32)

Заметим, что границы областей ∆+
1 и ∆+

2 определяются кривыми, заданными в па-
раметрическом виде, в котором роль варьируемого параметра играет z0. Причем при
z0 → 0 эти кривые приближаются к значению c = h+(I). Вид областей ∆+

1 и ∆+
2 на

плоскости (ε, c) представлен на рис. 7, а.
В силу непрерывности функции ρ+(ε, c), из (31) следует, что при изменении

параметров с переходом из области, например ∆+
1 , в область ∆

+
2 функция ρ+(ε, c) по

крайней мере один раз обращается в нуль. Следовательно, существует бифуркаци-
онное множество H+ = {ρ+(ε, c) = 0}, соответствующее в фазовом пространстве G

2Конечно, функция ρ+(ε, c) зависит не только от ε и c, но и от всех остальных параметров моде-
ли (10), однако, поскольку все остальные параметры были зафиксированы (см.(6)), эту зависимость мы
не указываем.
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Рис. 7. а – области ∆+
1 и ∆+

2 (I∗ < I = 0.4; I∗ = 0.0168); б – области ∆−1 и ∆−2 (I∗ > I = 0.1)

системы (10) гетероклинической кривой, образованной сепаратрисой W u
1 (O1) и мно-

гообразием W s(O3).
Совершенно аналогично, в случае I < I∗, вводя функцию расщепления ρ−(ε, c)

для характеристики взаимного расположения W u
2 (O3) и W s(O1), можно показать

существование бифуркационного множества H− = {ρ−(ε, c)}, отвечающего гетеро-
клинической траектории, образованной этими многообразиями. На рис. 7, б пред-
ставлены области ∆−1 и ∆−2 , для точек которых функция расщепления ρ

−(ε, c) имеет
разные знаки.

4. Гетероклинический контур и сложные волновые структуры

Значения бифуркационных множеств H+ и H− были найдены нами путем
численного построения функций расщепления ρ+(ε, c) и ρ−(ε, c) и изучения их
нулей. Для этого функции расщепления были определены и для значений параметров
ε ≤ β (напомним, что в разделе 3 выполняется условие ε > β). Например, функция
ρ+(ε, c) вводилась следующим образом. В фазовом пространстве G системы (10)
строилась вспомогательная сфера Σ достаточно малого радиуса с центром в состоя-
нии равновесия O3, на которой численно находился «след» сепаратрисы W u

1 (O1), то
есть точка T u = W u

1 (O1) ∩ Σ. В качестве функции ρ+(ε, c) выбиралось минималь-
ное расстояние между точкой T u и плоскостью W s

loc(O3) – касательной плоскостью
к многообразию W s(O3). Аналогично, при ε < β была введена функция расщепле-
ния ρ−(ε, c).

Результаты численного исследования множеств H+ и H− представлены на
рис. 8, а. На плоскости (ε, c) множества H+ и H− представляют собой бифурка-
ционные кривые, имеющие общую точку H0(ε0, c0). Точке H0 отвечает в фазовом
пространстве G гетероклинический контур C, образованный сепаратрисами W u

1 (O1)
и W u

2 (O3) и многообразиями W s(O3) и W s(O1), соответственно (рис. 8, б). Бифур-
кационное множество системы (10) в окрестности H0 не исчерпывается элементами
H+ и H−. Покажем, что существуют бифуркационные значения параметров, со-
ответствующие гомоклиническим траекториям (петлям сепаратрис), образованным
многообразиями состояний равновесия O1 и O3. Будем варьировать параметры ε и c
в окрестности H0, например, вдоль кривой H−, так чтобы выполнялось неравенство
ρ+(ε, c) < 0. Такое изменение параметров приведет к тому, что сепаратриса W u

1 (O1)
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Рис. 8. а – бифуркационные множества H+, H− и бифуркационные множества Γ+, Γ− в окрестности
точки H0(ε0 = 0.60593, c0 = 1.0664); б – гетероклинический контур, соответствующий точке H0

(α = 0, 9; β = 0, 8; I = 0, 024)

«покинет» многообразие W s(O3) и начнет двигаться в G в окрестности сепаратрисы
W u

2 (O3). С другой стороны, в пространстве параметров существуют области, для ко-
торых взаимное расположение сепаратрисы W u

2 (O3) и W s(O1) характеризуется тем,
что ρ−(ε, c) > 0 и ρ−(ε, c) < 0. Отсюда, поскольку сепаратриса W u

1 (O1) локализова-
на в окрестности сепаратрисы W u

2 (O3), вытекает существование областей парамет-
ров, для которых сепаратриса W u

1 (O1) расположена по разные стороны от многооб-
разия W s(O1). Очевидно, что между этими областями существует бифуркационное
множество Γ+, отвечающее гомоклиническим траекториям системы (10), образован-
ным сепаратрисой W u

1 (O1), возвращающейся в O1 по многообразию W s(O1). Со-
вершенно аналогично устанавливается существование в окрестности H0 множества
Γ−, соответствующего гомоклиническим траекториям, образованным сепаратрисой
W u

2 (O3). Результаты численного построения Γ+ и Γ− представлены на рис. 8, а.
При выполнении (6) в точке H0 и ее окрестности состояния равновесия O1 и O3

являются седло-фокусами (см. раздел 2.1), для которых так называемые седловые
величины

σ(Oi) = λ3(Oi) + Reλ1,2(Oi), i = 1, 3,

где λ3(Oi) и λ1,2(Oi) – корни характеристического уравнения для Oi, являются поло-
жительными. В соответствии с теоремой Шильникова [27] такие гомоклинические
орбиты ассоциируются с хаотической динамикой, так как в окрестности каждой из
петель Γ+ и Γ− (как в момент существования, так и при разрушении в обе стороны)
существует нетривиальное гиперболическое множество, включающее бесконечное
множество периодических седловых траекторий и др.

Таким образом, для значений параметров из окрестности H0 система (10)
для бегущих волн демонстрирует чрезвычайно сложную динамику и можно ожи-
дать, что и пространственно-временное поведение всего ансамбля (1) в этом слу-
чае будет нетривиальным. Проведенное нами численное моделирование динамики
ансамбля (1) подтвердило справедливость этого утверждения. Был рассмотрен ан-
самбль (1) из шестисот элементов (N = 600), для которого численно решалась зада-
ча с начальными условиями для различных значений параметра ε. Во всех случаях
начальные условия были одни и те же и имели для uj(0) и vj(0) вид, представлен-
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ный на рис. 9, а. В случаях, когда параметр ε был выбран «вдали» от точки H0,
в ансамбле (1) распространялись лишь простые волновые фронты, которые при
столкновении друг с другом аннигилировали и переводили ансамбль в простран-
ственно-однородное состояние, соответствующее либо состоянию равновесия O3

(рис. 9, б) либо – O1 (рис. 9, в). Совершенно другое поведение демонстрирует ан-
самбль (1), когда значение ε выбрано в окрестности точки ε = ε0. В этом случае
наличие нетривиального гиперболического множества и, следовательно, бесконеч-
ного множества неустойчивых периодических волн и других нетривиальных волно-
вых движений в ансамбле (1) приводили к тому, что волновые фронты принципи-
ально изменяли свою динамику. Теперь волновые фронты «проходят» друг сквозь

Рис. 9. а – начальные условия для системы (1)
(переменным uj(0) соответствуют значения,
отмеченные сплошной линией, а переменным
vj(0) – пунктирной, j = 1, .., N , N = 600);
б – динамика в случае ε = 1 (градация свет-
лого тона соответствует значению uj = u0

3);
в – динамика волновых фронтов в случае
ε = 0.71 (градация темного тона соответству-
ет значению uj = u0

1); г – фракталоподобная
волновая структура при ε = 0.590; д – неста-
ционарная колебательная волновая структура
при ε = 0, 575. Значения параметров: α = 0.9;
β = 0.8; I = 0.024; d = 1.0
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друга и отражаются от границ подобно классическим солитонам. В результате тако-
го поведения в ансамбле (1) образуются сложные волновые структуры. Два примера
таких структур представлены на рис. 9, г, д. Волновая структура на рис.9, г являет-
ся ромбоподобной, а на рис. 9, д – нестационарной колебательно-волновой, которая
устанавливается в результате сложного взаимодействия волновых фронтов.

Заключение
Проведено исследование пространственно-временной динамики ансамбля (1),

моделирующего коллективное поведение электрически связанных нейронов, облада-
ющих колебательными свойствами. Обнаружено, что коллективная активность ан-
самбля существенно зависит от значения параметра ε, который управляет скоро-
стью изменения ионных токов через мембрану нейрона, то есть от скорости измене-
ния восстанавливающей переменной v. При достаточно медленном или достаточно
быстром изменении v ансамбль (1) ведет себя как типичная система «реакция – диф-
фузия» с автоволновой динамикой. В этом случае ведущую роль играют волновые
фронты, взаимодействие которых приводит систему в пространственно-однородное
состояние. Совершенно другую динамику демонстрирует ансамбль (1), если пара-
метр ε лежит в некоторой средней области. Даже очень простые начальные усло-
вия вызывают в ансамбле сложные пространственно-временные структуры. Для этих
значений ε система (1) перестает быть автоволновой и волны начинают взаимодей-
ствовать подобно классическим солитонам.

Мы установили, что сложная волновая динамика системы (1) ассоциируется
с наличием у системы для бегущих волн гетероклинического контура, образован-
ного многообразиями двух седло-фокусов, имеющих превалирующее неустойчивое
направление. Другими словами, существование такого контура можно рассматривать
как некоторый признак возможной сложной волновой динамики системы.

Работа поддержана грантами РФФИ (проекты 06-02-16137, 05-02-17441).
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COMPLEX WAVE DYNAMICS OF ENSEMBLE OF NEURON-LIKE
ELEMENTS WITH COMPLEX THRESHOLD EXCITATION

V.I. Nekorkin, D.S. Shapin, A.S. Dmitrichev

We present the analysis of spatiotemporal dynamics in the system modeling collective
behaviour of ensemble of electrically coupled neuronal cells. The dynamics of local
element is described by the FitzHugh – Nagumo system with complex threshold excitation.
Heteroclinic orbits and corresponding wave fronts are investigated. We show that in
the phase space of system for traveling waves there exist heteroclinic cycle formed by
separatrix manifolds of two saddle-foci. It is shown that the existence of such cycle leads
to complex spatiotemporal dynamics of ensemble including rhomb-like and nonstationary
oscillating wave structures.
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