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ВЫДЕЛЕНИЕ НЕУСТОЙЧИВЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЙ

ДИНАМИКИ ПРОСТРАНСТВЕННО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ
ХАОТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

А.А. Короновский, А.Е. Храмов

В работе предложен метод выделения неустойчивых периодических пространственно-
временных состояний хаотической динамики пространственно распределенных систем,
аналогичных неустойчивым орбитам хаотических аттракторов систем с малым числом
степеней свободы. Предложенный метод применен к анализу пространственно-временного
хаоса в пучково-плазменной системе со сложным поведением – гидродинамической мо-
дели диода Пирса.

При исследовании сложной динамики хаотических систем с малым числом
степеней свободы одной из важных характеристик оказываются наборы неустойчи-
вых периодических орбит, встроенных в хаотический аттрактор. Неустойчивые пе-
риодические орбиты (НПО) представляют собой седловые периодические решения
уравнений, описывающих исследуемую динамическую систему. Интерес к НПО хао-
тических аттракторов определяется, во-первых, тем, что набор НПО является важной
характеристикой динамической системы, позволяя сделать выводы о сложности хао-
тического режима [1–3]. Во-вторых, особенности динамики связанных хаотических
систем в терминах неустойчивых периодических орбит часто используются для объ-
яснения особенностей различных типов хаотической синхронизации, в частности,
полной [4], фазовой синхронизации [5], синхронизации временных масштабов [23].
В-третьих, знание НПО имеет большое прикладное значение в задачах управления
хаосом, под которым понимаются методы стабилизации НПО малыми воздействия-
ми на систему с помощью различных типов обратной связи. В частности, в методе
непрерывной обратной связи [7], наиболее часто используемом на практике, для
такой стабилизации необходимо знать траекторию в фазовом пространстве, соответ-
ствующую НПО. Для нахождения НПО используется либо метод построения распре-
деления времен возврата [8], либо метод, предложенный P. Schmelcher и F. Diakonos
(SD-метод) [9, 10].

В пространственно распределенных хаотических системах аналогом НПО яв-
ляются неустойчивые периодические пространственно-временные состояния
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(НППВС) [11–14], которые также могут быть использованы для управления хаоти-
ческой динамикой распределенных систем. Так, в работах [12, 14, 15] исследовалось
управление сложной хаотической динамикой распределенных пучково-плазменных
систем путем стабилизации НППВС. В [12, 14, 16] для нахождения НППВС моде-
ли хаотической пучково-плазменной системы (диод Пирса в режиме с образованием
виртуального катода и полного прохождения электронов) был использован метод по-
строения распределений времен возврата, аналогичный соответствующему методу
для систем с малым числом степеней свободы [8], однако такой подход недоста-
точно точен и требует больших численных затрат для построения соответствующих
распределений.

В данной работе мы предлагаем использовать для выделения НППВС SD-
метод [9, 10], адаптированный для анализа распределенной системы. В качестве ис-
следуемой модели рассмотрим гидродинамическую модель диода Пирса, которая
является одной из эталонных моделей с хаотической динамикой [17–21].

Динамика электронного потока в диоде Пирса в рамках гидродинамического
приближения описывается самосогласованной системой уравнений движения, непре-
рывности и уравнения Пуассона относительно безразмерных переменных [17]
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с граничными условиями: v(0, t) = 1, ρ(0, t) = 1, 3(0, t) = 3(1, t) = 0. В уравнениях
(1) гидродинамической теории диода Пирса использованы безразмерные перемен-
ные: потенциал поля пространственного заряда 3, плотность ρ, скорость электрон-
ного потока v, координата x и время t, которые связаны с размерными переменными
соотношениями 3′ = (v2

0/η)3, ρ
′ = ρ0ρ, v′ = v0v, x′ = Lx, t′ = (L/v0)t, где штрихом

обозначены размерные величины, η – удельный заряд электрона; α – параметр Пир-
са, имеющий смысл относительного угла пролета электронов по плазменной частоте
ωp (подробнее см. [17]).

Рассмотрим процедуру выделения НППВС с помощью SD-метода примени-
тельно к распределенной системе.

На первом этапе исследования восстанавливается вектор состояния R систе-
мы в фазовом пространстве. Известно [17–20], что размерность N фазового про-
странства хаотических колебаний в диоде Пирса может быть приближенно оценена
как N = 3, что косвенно подтверждается расчетом размерности аттракторов [19] и
построением конечномерной модели методом Галеркина [21]. В качестве вектора со-
стояния в данном случае использовался вектор, составленный из значений плотности
пространственного заряда, снимаемых из различных точек пространства взаимодей-
ствия: R(t) = {ρ(x = 0.25, t), ρ(x = 0.5, t), ρ(x = 0.75, t)}Т.

Важным моментом здесь является однозначное соответствие между восстанов-
ленным вектором R(t0) в конечномерном фазовом пространстве и пространствен-
ным состоянием распределенной системы U(t0) = 〈ρ(x, t0), v(x, t0), 3(x, t0)〉Т в
произвольный момент времени t = t0. Для анализа такого соответствия в работе
использовался метод ближайших соседей [22], с помощью которого было показа-
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но, что расстояние d(R1,R2) = ||R1 −R2|| между двумя векторами R1 = R(t1) и
R2 = R(t2) в моменты времени t1 и t2 близко к нулю только тогда, когда расстояние
между двумя пространственными состояниями

S(U(t1),U(t2)) =




1∫

0

‖U(x, t1)−U(x, t2)‖2 dx




1/2

(2)

также близко к нулю. Здесь || · || суть Евклидова норма в пространстве Rn. Согласно
методу ближайших соседей это означает однозначное соответствие между состоя-
нием исходной распределенной системы U(x, t) и восстановленным вектором R(t),
поэтому мы можем использовать восстановленный аттрактор в конечномерном фа-
зовом пространстве для нахождения НППВС с помощью SD-метода.

Далее для нахождения неустойчивой орбиты и соответствующего ей неустой-
чивого периодического пространственно-временного состояния в восстановленном
фазовом пространстве выбирается некоторая произвольная плоскость (в данном слу-
чае ρ(x = 0.25, t) = 1.0), которая рассматривается как плоскость сечения Пуанкаре.
Обозначим состояние системы, соответствующее моменту n-го пересечения фазовой
траекторией выбранного сечения Пуанкаре, как Rn (отметим, что данное пересече-
ние происходит в некоторый момент времени tn). Тогда описание поведения системы
можно свести к дискретному отображению вида

Rn+1 = G(Rn), (3)

где G(·) – оператор эволюции. Очевидно, что аналитическое выражение для опера-
тора G найти невозможно, однако, численно интегрируя исходную систему гидро-
динамических уравнений (1), возможно найти последовательность значений {R}n,
получающуюся из отображения (3).

SD-метод для нахождения неустойчивых периодических орбит предполагает
исследование модифицированной модели распределенной системы, которая описы-
валась бы следующим отображением [10]:

Rn+1 = Rn + λC [G(Rn)−Rn] . (4)

В работах [9, 10] строго показано, что подобная модифицированная система в слу-
чае анализа дискретных систем и систем с малым числом степеней свободы поз-
воляет эффективно стабилизировать неустойчивые периодические орбиты исходной
системы, которые в случае модифицированной системы (4) из седловых становятся
устойчивыми по всем направлениям. Применение SD-метода к анализу распределен-
ной системы также оказывается эффективным для выделения НППВС.

В уравнении (4) λ = 0.1 – константа метода и C – матрица, которая была
выбрана, следуя работе [10]

C =
(

1 0
0 1

)
. (5)
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Модифицированное отображение (4) позволяет определить только неустойчи-
вое периодическое состояние наинизшего периода T1, которому соответствует един-
ственное прохождение системой за период T1 выбранного сечения Пуанкаре. Для
нахождения неустойчивых периодических состояний с периодом Tp более высоко-
го порядка, которые характеризуются прохождением фазовой траекторией сечения
Пуанкаре p раз за период Tp, необходимо рассматривать модифицированное отобра-
жение вида

Rn+1 = Rn + λC [Gp(Rn)−Rn] , (6)

где Gp(·) – p раз проитерированное отображение G(·) (то есть при численном ре-
шении исходной системы гидродинамических уравнений и восстановлении отобра-
жения (6) следует рассматривать только каждое p-е пересечение фазовой траектории
плоскости сечения Пуанкаре, где p – очевидно, целое.

Таким образом, численно итерируя отображение (6) при различных значениях
p, удается найти неустойчивые периодические пространственно-временные состоя-
ния, которые в модифицированной системе, описываемой отображением (6), оказы-
ваются устойчивыми. Поэтому результатом интегрирования модифицированной си-
стемы (которая представляет собой систему гидродинамических уравнений с учетом
отображения (6)) оказывается периодическое решение, соответствующее неустойчи-
вому периодическому состоянию в исходной системе.

При численном интегрировании модифицированной системы возникает един-
ственная сложность, определяемая тем, что при нахождении состояния Rn+1 в мо-
мент времени tn+1 в соответствии с формулой (6) известны только координаты этого
состояния в сечении Пуанкаре, но не определены соответствующие ему простран-
ственные распределения плотности пространственного заряда ρ(x, tn+1), скорости
v(x, tn+1) электронного потока и потенциала 3(x, tn+1). Для нахождения данных
пространственных распределений была использована следующая процедура. Систе-
ма гидродинамических уравнений, описывающая диод Пирса, интегрировалась до
тех пор, пока некоторое состояние Rs системы не совпадало с искомым состоянием
Rn+1 с некоторой заданной точностью: ||Rn+1 −Rs|| < δ = 10−3. При выполнении
данного условия пространственные распределения, соответствующие состояниюRs,
принимались за пространственные распределения состояния Rn+1 и далее делалась
очередная итерация в соответствии с формулой (6).

Обратимся к результатам выделения неустойчивых пространственно-времен-
ных состояний хаотической динамики диода Пирса SD-методом. На рис. 1, a показа-
на пространственно-временная динамика плотности пространственного заряда пучка
в диоде Пирса в режиме развитых хаотических колебаний при α = 2.858π. Как по-
казало исследование неустойчивых пространственно-временных состояний, модифи-
цированная процедура SD-метода применительно к распределенной системе оказы-
вается сходящейся и позволяет находить искомые периодические пространственно-
временные состояния. Сходимость процедуры иллюстрирует рис. 1, б, на котором
показана зависимость значений плотности пространственного заряда ρn(x = 0.75)
в момент прохождения изображающей точкой в фазовом пространстве сечения Пу-
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Рис. 1. а – Пространственно-временное распределение плотности пространственного заряда ρ(x, t) в
исследуемом режиме колебаний при α = 2.858π, когда в диоде Пирса наблюдается пространственно-
временной хаос. б – Зависимость значений плотности пространственного заряда ρ в момент прохожде-
ния изображающей точкой в псевдофазовом пространстве сечения Пуанкаре от номера итерации SD-
метода при выделении орбиты первого порядка (p = 1, период T = 4.2). Параметр Пирса α = 2.858π

анкаре от номера n итерации SD-метода при выделении неустойчивого состояния
первого порядка (p = 1). Хорошо видно, что итерационный процесс SD-метода схо-
дится к определенному значению, соответствующему неустойчивому периодическо-
му во времени пространственно-временному состоянию системы.

На рис. 2 показаны пространственно-временные распределения плотности про-
странственного заряда ρT (t), соответствующие НППВС с различными порядками p

(и, соответственно, периодами T ), выделенные SD-методом. Отметим, что получен-
ные пространственно-временные распределения находятся в очень хорошем соот-
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Рис. 2. Пространственно-временные распределения плотности пространственного заряда ρ(x, t)
электронного пучка, соответствующие различным неустойчивым периодическим пространственно-
временны́м состояниям при α = 2.858π, выделенным SD-методом: а – T = 4.2 (p = 1), б – T = 16.9
(p = 3), в – T = 18.9 (p = 4)

ветствии с распределениями неустойчивых состояний, найденными в работах [11]
из анализа распределений времен возврата.
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DETECTION OF UNSTABLE PERIODICAL
SPATIO-TEMPORAL STATES OF SPATIAL

EXTENDED CHAOTIC SYSTEMS DYNAMICS

A.A. Koronovskii, A.E. Hramov

The method of detection of the unstable periodic spatio-temporal states of spatial
extended chaotic systems dynamics is proposed. The application of this method is illustrated
by the consideration of the fluid model of Pierce diode which is one of the base system of
plasma physics and of microwave electronics.
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ПРИМЕНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОГО ВЕЙВЛЕТ–ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ДЛЯ АНАЛИЗА ПЕРЕМЕЖАЮЩЕГОСЯ ПОВЕДЕНИЯ

А.А. Короновский, И.М. Минюхин, А.А. Тыщенко, А.Е. Храмов,
И.С. Мидзяновcкая, Е.Ю. Ситникова, G. van Luijtelaar, C.M. van Rijn

В данной работе предлагается эффективный метод анализа сигналов при помощи
непрерывного вейвлет-преобразования. Рассматривается применение данного метода для
определения длительности ламинарных и турбулентных фаз движения для перемежаю-
щегося поведения различных типов, включая анализ временных рядов, порожденных
живыми системами. Показано, что предложенный метод обладает высокой устойчиво-
стью к шумам и флуктуациям, искажающим исходную временную реализацию.

Введение. Обсуждение проблемы

Многие процессы в природе и физике носят перемежающийся характер. В част-
ности, в гидродинамике в ряде случаев при больших числах Рейнольдса можно
наблюдать перемежающуюся структуру течения [1]. Перемежаемость является од-
ним из классических сценариев перехода от периодических колебаний к хаотиче-
ским [1, 2]. При этом сигнал представляет собой последовательность чередующихся
регулярных (ламинарных) фаз и нерегулярных всплесков (турбулентные фазы). Чис-
ло нерегулярных всплесков нарастает при увеличении управляющего параметра до
тех пор, пока движение в системе полностью не хаотизируется. Перемежающееся
поведение наблюдается вблизи границы возникновения режимов хаотической син-
хронизации связанных осцилляторов [3–5]; чередование судорожной активности и
«нормального» функционирования мозга у животных, генетически предрасположен-
ных к абсанс эпилепсии, также представляет собой перемежаемость [6]. Существует
определенная классификация перемежающегося поведения, в частности, выделяют
перемежаемость типа I-III [7, 8], on–off перемежаемость [9], перемежаемость типа
«игольное ушко» [10].

При исследовании перемежаемости важной проблемой является задача о вы-
делении в сигналах временных интервалов, соответствующих различным типам ди-
намики систем, демонстрирующих перемежающееся поведение (задача о диагности-
ке ламинарных и турбулентных фаз). Как правило, участки временной реализации,
на которых наблюдается поведение, близкое к регулярному (так называемые лами-
нарные фазы), выделяются легче, нежели участки с нерегулярным (турбулентным)
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