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ОТОБРАЖЕНИЯ С УДВОЕНИЯМИ ПЕРИОДА
С МОДУЛЯЦИЕЙ УПРАВЛЯЮЩЕГО ПАРАМЕТРА

ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

А.П. Кузнецов, Е.В. Новиков, А.В. Савин

Показано, что введение модуляции управляющего параметра с использованием за-
паздывания может рассматриваться как физически мотивированный метод построения
двумерных отображений с нефиксированным якобианом. Представлены примеры таких
двухпараметрических и трехпараметрического отображений. Получены условия бифур-
каций Неймарка–Сакера, удвоения периода и резонанса 1:2. Исследуется устройство про-
странства параметров методом карт динамических режимов. С его помощью выявлены
области квазипериодических режимов и различных синхронных режимов.

Введение

Двумерные отображения представляют собой один из наиболее важных объ-
ектов для изучения в теории динамических систем и теории бифуркаций [1, 2]. Они
интересны как сами по себе, так и по той причине, что могут выступать как сече-
ния Пуанкаре трехмерных потоков [2]. Поэтому характерные для двумерных отоб-
ражений типы поведения, фактически, переносятся на дифференциальные системы
с размерностью фазового пространства, равной трем.

Двумерные отображения разбиваются на два класса: отображения с фиксиро-
ванным и нефиксированным якобианом. Первые характеризуются постоянной дис-
сипацией. Простейшим и наиболее популярным примером такой системы является
отображение Эно [1, 2]

xn+1 = λ− x2
n − εyn,

yn+1 = xn.
(1)

Физической системой, приводящей к отображению Эно, может служить диссипа-
тивный осциллятор под действием внешней силы, величина которой нелинейным
(квадратичным) образом зависит от координаты осциллятора [2]. Основные феноме-
ны, которые демонстрируют отображения с постоянным якобианом, – это возможно-
сти хаоса и удвоений периода. В этом, однако, нет существенных отличий от более
простого случая одномерных отображений.
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Двумерные отображения с нефиксированным якобианом демонстрируют за-
метно более богатую динамику: возможность бифуркации Неймарка–Сакера рожде-
ния инвариантной кривой, картину разрушения инвариантной кривой, наличие ква-
зипериодического поведения и эффектов синхронизации.

Одним из известных примеров отображений с нефиксированным якобианом
может быть возмущенное нелинейным образом отображение Эно, предложенное
Гонченко и др. [3, 4] для описания ситуаций вблизи гомоклинической петли:

xn+1 = λ− x2
n − εyn + γxnyn + µx3

n,

yn+1 = xn.
(2)

Авторы называют его «обобщенное отображение Эно» (generalized Hénon map).
Недавние публикации, посвященные отображению (2) [3, 4], говорят о возможности
различных интересных особенностей поведения таких систем1. Естественно ожи-
дать, что соответствующие черты динамики будут интересны не только с матема-
тической точки зрения, а будут важными и для приложений. Однако в этом плане
ощущается недостаточная физическая мотивация аналогичных моделей. Достаточно
сказать, что в работе [4] только выводу отображения (2) посвящено около 10 стра-
ниц сугубо математического текста, включающего емкие выкладки, имеющие вид
традиционных математических доказательств.

Итак, возникает задача формирования физически мотивированных и допус-
кающих физическую реализацию моделей, приводящих к обобщению отображения
Эно на случай систем с нефиксированным якобианом. С другой стороны, желатель-
но, чтобы они были максимально просты и допускали аналитическое исследование
хотя бы основных бифуркаций. В настоящей статье предлагается применить для
этой цели идеи управления хаосом [6] за счет введения запаздывания в управляю-
щий параметр. Это дает некоторую исследовательскую программу продвижения от
одномерных моделей к двумерным. Таким образом, задача управления выступает как
способ построения новых существенных моделей2. В качестве простейшего «гене-
ратора» новых отображений используется логистическое отображение (в различных
формах). Это важно с позиций физических приложений, поскольку известно огром-
ное количество примеров с соответствующим типом поведения. Затем аналогичный
подход распространен на двухпараметрическое отображение с удвоениями периода.

1. Схема построения двумерных отображений.
Простейший пример – отображение Эно

Итак, пусть задано одномерное отображение

xn+1 = F (xn, λ), (3)

где λ – параметр, управляющий удвоениями в системе. Теперь допустим, что зна-
чение переменной на предыдущем шаге xn−1 влияет на эволюцию системы таким

1Укажем в связи с этим также PhD диссертацию Мейджера (2006) [5], в которой анализу отображе-
ния (2) посвящен специальный раздел.

2Заметим, что, хотя мы используем идеи управления, наша цель, в определенном смысле, противо-
положна: мы хотим построить системы с более сложным поведением, чем исходная система.
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образом, что осуществляется модуляция управляющего параметра по закону

λ→ λ+ ε(xn − xn−1), (4)

где ε – параметр, отвечающий за запаздывающее воздействие. В результате получим
новое отображение с двумя параметрами

xn+1 = F (xn, λ+ ε(xn − xn−1)). (5)

Если ввести новую переменную yn+1 = xn, то получим двумерное отображение

xn+1 = F (xn, λ+ ε(xn − yn)),

yn+1 = xn.
(6)

Применим описанную процедуру к логистическому отображению в виде

xn+1 = λ− x2
n. (7)

При введении запаздывающего воздействия с помощью соотношения (4) приходим
к отображению

xn+1 = λ+ ε(xn − yn)− x2
n,

yn+1 = xn.
(8)

Заменой переменной типа сдвига x → x + ε/2, y → y + ε/2 отображение (8) приво-
дится точно к виду (1).

Таким образом, модуляция пара-

Рис. 1. Карта динамических режимов отображения
(8). Цифрами обозначены периоды некоторых цик-
лов

метра, отвечающего за удвоения перио-
да, с использованием задержанного сиг-
нала приводит к отображению Эно. При
этом амплитуда модуляции выступает
как параметр диссипации. На рис. 1 вос-
произведена полученная численно кар-
та динамических режимов отображения
Эно.

Стоит сказать несколько слов о ме-
тоде построения карт динамических ре-
жимов, являющемся одним из эффек-
тивных компьютерных методов иссле-
дования многопараметрических нели-
нейных систем [2, 7]. При его примене-
нии в каждой точке плоскости параметров проводится следующая процедура. После
выполнения большого числа итераций выделяется стадия процесса, для которой пе-
реходный процесс уже завершен. Затем численным образом определяется период
колебаний, для чего выбранное значение переменной последовательно сравнивает-
ся с последующим. После этого «точка» плоскости (пиксель на экране компьютера)
окрашивается в определенный цвет, соответствующий данному периоду колебаний.
В отдельные цвета окрашиваются также области непериодических режимов (квази-
периодическое поведение и хаос) и области «убегания» траекторий в бесконечность.
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(Для черно-белых иллюстраций можно выбирать разные оттенки серого цвета.) В ре-
зультате после сканирования плоскости параметров она оказывается «окрашенной»
в цвета, соответствующие определенным режимам колебаний.

Если говорить с позиций управления, то можно видеть, что при положитель-
ных значениях параметра модуляции ε значения параметра λ, отвечающие потере
устойчивости циклов, увеличиваются. Таким образом, осуществляется стабилизация
режимов. С методической же точки зрения для дальнейшего важно, что указанная
процедура приводит к одному из «эталонных» отображений нелинейной динамики.
Поэтому можно ожидать, что она будет эффективна и в других случаях.

Отображение Эно – это отображение с постоянным якобианом. Поэтому пе-
рейдем к другим способам введения управляющего параметра.

2. Отображение с переменным якобианом. Общий случай

В представленном примере «опорное» логистическое отображение выбрано в
форме (7), когда управляющий параметр входит аддитивным образом. При введе-
нии запаздывающего управления с помощью соотношений (4) можно использовать
и другие формы логистического отображения. Например, вариант

xn+1 = λ(1− x2
n), (9)

или

xn+1 = λxn(1− xn). (10)

В этих случаях управляющий параметр λ входит не аддитивно, а мультипликатив-
но. Именно это отличие от описанного выше случая приводит к отображениям с
нефиксированным якобианом.

Отображения (7), (9) и (10) в автономном режиме эквиваленты. Все они пре-
вращаются друг в друга заменой типа сдвига переменной. Но если мы модулируем
управляющий параметр λ по закону (4), то они порождают разные двумерные отоб-
ражения, причем, в отличие от системы (8), с нефиксированным якобианом. Имея в
виду эту тонкость, приступим к реализации схемы построения новых моделей.

Отображения (9) и (10) могут быть представлены в виде

xn+1 = λf(xn). (11)

Это позволяет провести простейший анализ в общем виде.
Модуляция параметра в (11) запаздывающим воздействием по закону (4) при-

водит к следующему двумерному отображению:

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn))f(xn),

yn+1 = xn.
(12)

Обсудим его свойства.
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Неподвижные точки. Неподвижные точки отображения (12) получаются при
подстановке xn+1 = xn и yn+1 = yn, что приводит к уравнению

x = λf(x), (13)

тождественному случаю автономной системы в отсутствие модуляции параметра.
Для анализа бифуркаций неподвижной точки нужно найти матрицу монодро-

мии (матрицу Якоби) системы (12). Нетрудно видеть, что

M =




∂F

∂x
,

1

∂F

∂y
0


 =



εf(x) + λf ′(x),

1

−εf(x)

0


 . (14)

Соответственно, якобиан этой матрицы

J = εf(x). (15)

Таким образом, при ε 6= 0 мы действительно приходим к отображению с нефикси-
рованным якобианом. Далее, для следа матрицы получаем

S = εf(x) + λf ′(x). (16)

Бифуркация Неймарка–Сакера. Эта бифуркация ответственна за возникно-
вение инвариантной кривой. Как известно, ей отвечает значение якобиана равное
единице J = 1. В соответствии с (15) получаем εf(x) = 1. Дополнив это соотноше-
ние уравнением для поиска неподвижных точек (13), приходим к параметрическому
уравнению для линии бифуркации Неймарка–Сакера

ε =
λ
x

, x = λf(x). (17)

Бифуркация удвоения периода. Этой бифуркации отвечает равенство одного
из мультипликаторов минус единице, то есть µ1 = −1. В свою очередь, по свой-
ствам матрицы возмущений, µ2 − Sµ + J = 0. Таким образом, ей отвечает условие
1 + Sµ+ J = 0. Используя выражения для следа и якобиана, (15) и (16), получаем

1 + 2εf(x) + λf ′(x) = 0. (18)

С использованием (13) приходим к следующему параметрическому уравнению
линии удвоений:

ε = −λ1 + λf ′(x)
2x

, x = λf(x). (19)

Резонанс 1:2. Линии удвоения периода и бифуркации Неймарка–Сакера пере-
секаются в точке коразмерности два, которой отвечают значения мультипликаторов
µ1 = −1 и µ2 = −1. (Точка резонанса 1:2, по терминологии [1].) Мы легко можем
теперь записать уравнение для поиска этих точек, совмещая (17) и (19),

ε =
λ
x

, λf ′(x) + 3 = 0, x = λf(x). (20)

Перейдем теперь к конструированию и обсуждению конкретных отображений
с нефиксированным якобианом.

37



3. Отображение с нефиксированным якобианом. Система 1

Используем в качестве автономной системы логистическое отображение в фор-
ме (9), так что f(x) = 1− x2. В этом случае приходим к двумерному отображению

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn))(1− x2
n),

yn+1 = xn.
(21)

Устойчивой может быть только одна неподвижная точка этого отображения, для ко-
торой из (13) находим x = (

√
1 + 4λ2 − 1)/(2λ). Соотношения (17) для системы (21)

позволяют получить аналитическое выражение для линии бифуркации Неймарка–
Сакера

ε =
2λ2√

1 + 4λ2 − 1
, (22)

а соотношения (19) – для линии бифуркации удвоения периода

ε =
√

1 + 4λ2 − 2√
1 + 4λ2 − 1

. (23)

С помощью уравнений (20) находим общие точки этих линий – точки резонанса 1:2

ε =
5
2
, λ = ±

√
15
2

. (24)

Найденные бифукационные линии на плоскости параметров (ε, λ) показаны на
рис. 2, а. На рис. 2, б представлена карта динамических режимов, на которой оттен-
ками серого цвета обозначены области устойчивости циклов различных периодов.

Из вида карты можно заключить, что мы действительно получили интересую-
щие нас свойства отображения с нефиксированным якобианом. На плоскости (ε, λ)
имеется линия бифуркации Неймарка–Сакера и область квазипериодических режи-
мов. Увеличенный фрагмент карты на рис. 3 демонстрирует систему языков Ар-
нольда, встроенную в область квазипериодических режимов. Фазовые портреты в

Рис. 2. а – аналитически найденные линии удвоения периода и Неймарка–Сакера для системы (21);
б – карта динамических режимов этой системы
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Рис. 3. Фазовые портреты отображения (21), построенные в различных точках области квазипериоди-
ческих режимов

избранных точках карты иллюстрируют существование инвариантной кривой и ре-
зонансных циклов разных периодов.

С точки зрения задачи управления можно констатировать следующее. При воз-
растании параметра глубины модуляции ε порог устойчивости неподвижной точки
повышается. Однако с ростом ε может произойти возникновение квазипериодиче-
ского поведения и синхронных режимов, отвечающих резонансам на инвариантной
кривой. Можно отметить «пороговый» характер этого эффекта: квазипериодическое
поведение возникает, если параметр ε больше единицы. (Или, говоря иными слова-
ми, зависимость ε = ε(λ) (22) имеет минимум, которому отвечает значение ε = 1.)
Повышая одновременно оба параметра ε и λ, можно добиться существенного увели-
чения порога устойчивости, но он ограничен точкой резонанса 1:2 (24).

4. Отображение с нефиксированным якобианом. Система 2

Перейдем теперь к анализу двумерной системы, возникающей на базе логи-
стического отображения (10). В этом случае получаем

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn))xn(1− xn),

yn+1 = xn.
(25)

Уравнение (13) для неподвижных точек для данной системы имеет два реше-
ния x = (λ− 1)/λ и x = 0. Для первой из них соотношения (17), (19) и (20) приводят
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к следующим аналитическим выражениям для бифуркации Неймарка–Сакера

ε =
λ2

λ− 1
(26)

и для бифуркации удвоения периода

ε =
λ2(λ− 3)
2(λ− 1)

. (27)

Для точек резонанса 1:2 находим

ε =
25
4

, λ = 5. (28)

Карта динамических режимов отображения (25) показана на рис. 4, а. Можно
видеть, что в области небольших значений параметра модуляции ε система демон-
стрирует поведение, аналогичное отображению Эно (ср. рис. 4, а в области значений
−3 < ε < 3, 2 < λ < 5 и рис. 1). При превышении некоторого порогового значения
параметра ε также становятся возможными квазипериодические режимы (рис. 4, б).
Максимально возможный уровень управления по параметрам также ограничен точ-
кой резонанса 1:2 (28).

В отличие от системы (21), в этом случае может быть устойчивой и вторая
неподвижная точка x = 0 при λ < 1. Выше линии λ = 1 для отображения (25) точка
x = y = 0 является седлом, а ниже ее – она устойчива. Для нее линия удвоения
периода задается соотношением

λ = −1. (29)

Бифуркация Неймарка–Сакера для этой точки невозможна. Линию (29) мож-
но видеть на рис. 4, а, а также (при уменьшении параметра λ) – соответствующий
каскад удвоений и области хаоса. Заметим, что с точки зрения управления эта си-
туация неэффективна, поскольку параметр λ не чувствителен к вариации глубины
модуляции.

Рис. 4. а – карта динамических режимов отображения (25); б – увеличенная область квазипериодиче-
ских режимов и система языков Арнольда
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И система 1, и система 2 демонстрируют исчезновение квазипериодических
режимов с переходом к ситуации «убегания» траектории на бесконечность. Эту осо-
бенность объясняет рис. 5, который показывает картину сосуществования инвари-
антной кривой и устойчивого и неустойчивого многообразий седловой (для данной
области значений параметров) неподвижной точки x = y = 0 отображения (25).
Можно видеть, что при возрастании параметров инвариантная кривая и многообра-

Рис. 5. Многообразия седловой неподвижной точки отображения (25) и аттрактор в виде инвариантной
кривой, построенные в разных точках области квазипериодических режимов. Маленькими кружками
обозначены неподвижные точки отображения (25)
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зия сближаются и могут коснуться друг друга. Это и отвечает моменту, когда ква-
зипериодический режим исчезает и сменяется «убеганием» изображающей точки
вдоль соответствующего многообразия на бесконечность.

5. Оценка качества управления

Выше были проиллюстрированы некоторые особенности поведения представ-
ленных отображений с нефиксированным якобианом с позиций управления с помо-
щью карт динамических режимов. Однако можно дать и соответствующие аналити-
ческие оценки.

Понятно, что возможность (невозможность) стабилизации и ее эффективность
определяются наклоном линии удвоения периода при ε = 0 (см. рис. 2 и 4). Этот
наклон легко определить в общем случае. Положим для этого x = x0+ξ и λ = λ0+δ,
где значения, отмеченные индексом «ноль», соответствуют точке удвоения периода
автономной системы, то есть

x0 = λ0f(x0), −1 = λ0f ′(x0). (30)

Тогда из x = λf(x) с точностью до первого порядка по возмущениям получаем

ξ = λ0f ′(x0)ξ+ f(x0)δ. (31)

Откуда с учетом (30) следует, что

ξ =
1
2
f(x0)δ. (32)

С другой стороны, имеем

f ′(x) = f ′(x0) + f ′′(x0)ξ. (33)

Подставляя (33) в первое из уравнений (12) для линии удвоения, после некоторых
преобразований и с учетом (30), с точностью до членов первого порядка по возму-
щениям, получаем

ε = γδ, где γ =
1

2x0
− λ0

4
f ′′(x0). (34)

Например, для системы 1 точка удвоения в автономном режиме отвечает
λ0 =

√
3/2 и x0 = 1/

√
3 и f ′′(x0) = −2, откуда находим γ = 3

√
3/4. Для систе-

мы 2 имеем λ0 = 3, x0 = 2/3 и, соответственно, γ = 9/4.
Таким образом, в обоих случаях параметр γ, задающий наклон линии удво-

ения при ε = 0, положителен. Это значит, что для стабилизации режимов следует
использовать модуляцию с положительным значением ε. При этом эффективность
стабилизации для системы 1 выше.

Как видно из соотношений (34), смена знака ε отвечает переходу от стабили-
зации к дестабилизации. Поэтому знак γ не существенен: если он отрицательный, то
для достижения стабилизации нужно просто изменить знак параметра модуляции ε.
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Наконец, отметим, что при γ = 0 имеет место вырожденная ситуация, когда стаби-
лизация не возникает. Такой случай имеет место на рис. 4 в области отрицательных
значений управляющего параметра λ.

Определим теперь пороговое значение параметра глубины модуляции, начиная
с которого возможны квазипериодические режимы. Как мы видели, пороговой ситу-
ации отвечает минимум функции ε = ε(λ) или условие dε/dλ = 0. Дифференцируя
по λ соотношение (17), отвечающее бифуркации Неймарка–Сакера, получаем

dε
dλ

=
x− λdx

dλ
x2

. (35)

В соответствии с этим, условие минимума ε = ε(λ) можно записать в виде
x = λ(dx/dλ). С другой стороны, дифференцируя по λ соотношение x = λf(x),
получаем

dx

dλ
(1− λ df

dx
) = f(x). (36)

Подставляя сюда x = λ(dx/dλ) и x = λf(x), приходим к условию

df

dx
= 0. (37)

Таким образом, мы получили замечательный результат: пороговой ситуации
возникновения квазипериодических режимов отвечает значение управляющего пара-
метра λ, соответствующее сверхустойчивому режиму автономной системы, то есть
режиму с нулевым мультипликатором. Само пороговое значение параметра глубины
модуляции ε0 определяется как

ε0 =
1

f(x)
,

df

dx
= 0. (38)

Так, для системы 1 при f(x) = 1 − x2 сверхустойчивый режим отвечает, очевидно,
x = 0, f(x) = 1 и, в соответствии с (38), ε0 = 1, что и видно из рис. 2.

Для системы 2 в случае f(x) = x−x2, получаем df/dx = 0. Поэтому для свер-
хустойчивого режима x = 1/2, f(x) = 1/4 и, соответственно, ε0 = 4 (см. рис. 4, б).

6. Стабилизация в двухпараметрическом отображении
с удвоениями периода. Система 3

Выше рассмотрены примеры, когда процедура построения отображений
с нефиксированным якобианом за счет модуляции управляющего параметра запаз-
дывающим сигналом применяется к простейшему однопараметрическому отображе-
нию с удвоениями периода. Известно, однако, что системы с удвоениями периода
демонстрируют достаточно характерную картину двухпараметрических бифуркаций
и перехода к хаосу. Возможным примером такого поведения является отображение

xn+1 = λ cos(xn + 3). (39)
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Рис. 6. Карты динамических режимов отображения (40) на плоскости (3, λ) в случаях отсутствия
запаздывания и небольшом значении параметра запаздывания ε: а – 0.0; б – 0.5

К этому отображению в случае сильной диссипации приводится задача о воздей-
ствии импульсного сигнала на нелинейный осциллятор Дуффинга [8, 9], известная
система Икеды в виде возбуждаемого лазером кольцевого оптического резонато-
ра с нелинейной средой [10, 11], а также акустооптическая система, рассмотрен-
ная в [12].

На рис. 6, а приведена карта отображения (39) на плоскости параметров (3, λ).
Можно видеть области удвоенного периода, характерные бифуркационные структу-
ры crossroad area и т.д. Соответствующая картина характерна не только для перечис-
ленных выше примеров, но и для многих систем с удвоениями периода (включая
дифференциальные системы) [2].

Нетрудно видеть, что отображение (39) также относится к рассмотренному
нами классу xn+1 = λf(xn), где функция f(x) = cos(x + 3) зависит от дополни-
тельного параметра 3. Тогда, предполагая модуляцию управляющего параметра λ по
закону (4), получаем двумерное трехпараметрическое отображение

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn)) cos(xn + 3),

yn+1 = xn.

(40)

Эволюцию карты динамических режимов системы (40) на плоскости параметров ав-
тономной системы (3, λ) при увеличении глубины модуляции ε от 0.0 до значения
0.5 иллюстрирует рис. 6. Можно видеть, что конфигурации crossroad area на базе
цикла периода 2 испытали определенные трансформации. Еще более существен-
ные метаморфозы произошли с областью периода 3 и соответствующими областями
удвоенного периода3.

Если говорить о стабилизации неподвижной точки, то, сравнивая рис. 6, а и
рис. 6, б, можно видеть, что результат зависит от второго параметра автономной
системы 3. Так, в диапазоне, примерно, −π/2 < 3 < 0 порог удвоений для непо-

3Периоду 3 обычно соответствует максимальное «окно» в области хаоса.
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Рис. 7. Карты динамических режимов отображения (40) на плоскости (3, λ) в случае больших значений
параметра запаздывания ε: а – 1.0; б – 1.2

движной точки и 2-цикла несколько повышается. Это особенно заметно на карте
динамических режимов на плоскости (ε, λ)для 3 = 0 (см. ниже). С другой стороны,
в окрестности точки 3 ≈ π порог устойчивости неподвижной точки существенно
понижается, и начинает доминировать область периода 2.

На рис. 7 представлены карты для случая еще больших значений параметра
запаздывания ε = 1 и ε = 1.2. Такие значения выбраны не случайно. Действительно,
в соответствии с соотношениями (38), куда подставляем для анализируемой системы
f(x) = cos(x + 3) и df/dx = − sin(x + 3), пороговому значению возникновения
квазипериодических режимов отвечает как раз ε = 1.

Обсудим устройство области квазипериодических режимов. В соответствии с
обсуждением, приведенным в разделе 4, квазипериодические режимы возникают в
окрестности сверхустойчивого режима автономного отображения. В случае исследу-
емого отображения xn+1 = λ cos(xn + 3) для сверхустойчивого режима периода 1
имеем x = λ cos(x + 3), µ = −λ sin(x + 3) = 0, что приводит к соотношению

λ = −3. (41)

Этому уравнению отвечает линия на плоскости двух параметров автономной систе-
мы (39). Таким образом, квазипериодические режимы должны появиться сразу в
виде некоторой полосы в окрестности линии (41) существования сверхустойчивого
режима. Именно эту ситуацию и иллюстрирует рис. 7. На рис. 7, а при ε = 1 можно
видеть «предвестник» квазипериодического поведения в виде узкой полосы долго-
периодических режимов. На рис. 7, б при ε = 1.2 мы видим уже сформировавшуюся
полосу квазипериодических режимов в окрестности линии λ = −3 со встроенной
системой языков синхронизации. Более того, внутри этой полосы уже появились
области убегания траекторий, которые при дальнейшем увеличении глубины моду-
ляции ε начинают доминировать.

Разбегание траекторий возникает и в «основной» области хаоса на рис. 7, б.
Оно проявляется в форме «изрешечивания» области хаоса, что сигнализирует об
изрешечивании бассейнов притяжения хаотических аттракторов.
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Рис. 8. Карта динамических режимов отображения (40) на плоскости (ε, λ) при 3=0 (а) и ее увеличен-
ный фрагмент (б)

Наконец, на рис. 8 показаны карта динамических режимов отображения (40)
на плоскости (ε, λ) при 3=0 и ее увеличенный фрагмент. Этот рисунок интересно
сравнить с рис. 2 и рис. 3 для системы (21). Можно видеть некоторые общие черты,
особенно в форме и внутреннем устройстве области квазипериодического поведения.
Это легко объяснимо, поскольку разложение в ряд Тейлора отображения (40) при
3 = 0 приводит к форме системы (21)

xn+1 = λ cosxn ≈ λ(1− x2
n

2
). (42)

Можно видеть, однако, и существенные отличия: например, сложнее устроены обла-
сти периода 2 и периода 4 на их базе, гораздо более существенны области хаоса и др.

Заключение

В настоящей работе показано, что введение модуляции управляющего пара-
метра с использованием запаздывания может рассматриваться как физически моти-
вированный метод построения двумерных отображений с нефиксированным якоби-
аном. Представлены примеры таких двухпараметрических и трехпараметрическо-
го отображений. В общем случае получены условия бифуркаций Неймарка–Сакера,
удвоения периода и резонанса 1:2. Методом карт динамических режимов иллюстри-
руется существование областей квазипериодических режимов со встроенной систе-
мой языков синхронизации. Выявлена характерная ситуация возникновения «поло-
сы» квазипериодических режимов при вариации параметра запаздывания в окрест-
ности линии существования сверхустойчивой неподвижной точки в автономной си-
стеме.

Работа поддержана грантами РФФИ 06-02-16773 и Программой целевых
расходов Президиума РАН «Поддержка молодых ученых».
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PERIOD DOUBLING MAPS WITH DRIVING PARAMETER
MODULATED BY DELAYED FEEDBACK

A.P. Kuznetsov, E.V. Novikov, A.V. Savin

It was shown that addition of modulation of driving parameter with using delay
can be considered as physically reasoned method of construction two-dimensional maps
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with nonfixed Jacobian. The examples of such two-parameter and three-parameter maps
were presented. The conditions of Neumark–Sacker’s bifurcation, period doubling and
resonance 1:2 were obtained. The structure of parameter space was studied by dynamical
regimes maps method and the regions of quasiperiodic regimes and different synchronous
regimes were revealed.
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