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КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ МОДЕЛЕЙ

ОДНОГО КЛАССА ОПТИКО-ЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМ

Д.В. Глазков

Изучаются две модели полупроводникового лазера с запаздывающей обратной свя-
зью. Рассматривается случай большого параметра, наличие которого приводит к сингу-
лярно возмущенным задачам. Строятся и исследуются квазинормальные формы моделей
в случаях, близких к критическим.

Введение

Модели, описывающие динамику лазерных систем, в последнее время вызыва-
ют все больший интерес [1,2]. В первую очередь, это связано с их непосредственным
прикладным значением. Однако эта причина не единственная. Как отмечено в [1],
лазер принадлежит к числу систем, которые не только способны демонстрировать
сложное поведение, но и более многих других пригодны для исследования общих
закономерностей нелинейной динамики. Действительно, в целом ряде случаев лазе-
ры функционируют в существенно нелинейных режимах. В наибольшей степени это
замечание касается так называемой полуклассической теории лазера, которая пред-
лагает целую иерархию нелинейных уравнений, надежно обоснованных с позиций
квантовой электродинамики и количественно подтвержденных экспериментами.

Особый класс моделей лазерных систем представляют собой модели, учи-
тывающие воздействие запаздывающей оптической обратной связи. Их сложность
обусловлена тем, что этот класс задач описывается в терминах дифференциальных
уравнений с запаздыванием, которые обладают бесконечным числом степеней свобо-
ды. Кроме того, динамические системы с запаздыванием демонстрируют различные
типы неустойчивостей, обусловленные воздействием задержки. Например, для по-
лупроводниковых лазеров с оптической обратной связью наблюдаются различные
пути перехода к хаосу: квазипериодический [3], через каскад бифуркаций удвоения
периода [4], сценарий Икеды [5], перемежаемость и кризис аттракторов [6, 7].

За последние 30 лет как численно, так и экспериментально обнаружен целый
ряд новых сложных режимов генерации лазерных систем, обусловленных воздей-
ствием отраженного излучения на резонатор. В их числе отметим такие явления как
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колебания Петермана–Тейгера [8, 9], регулярные импульсные пакеты [10, 11], низко-
частотные флуктуации [2, 7, 12, 13], когерентный коллапс [2–4, 7, 12]. Глубокое пони-
мание механизмов их возникновения открывает новые способы для управления ре-
жимами генерации, а значит, и новые возможности в приложениях. В таких областях,
как хранение данных или оптические и оптоволоконные коммуникации отражения и
связанные с ними сложные сопутствующие эффекты неизбежны. Например, искаже-
ния сигнала при передаче данных нередко обусловлены неминуемыми отражениями
от торцов волноводов. Поэтому изучение влияния оптической запаздывающей обрат-
ной связи на работу лазеров разных типов представляет собой важную прикладную
задачу.

В настоящей работе предпринимается попытка математически упростить ис-
ходные динамические уравнения с целью исследования феномена когерентного кол-
лапса с новых позиций. Суть этого феномена заключается в дестабилизации лазера,
приводящей к резкому уширению (в сотни и тысячи раз) спектра излучения. Как от-
мечается в [2,3,12], состояние когерентного коллапса достигается, когда ток накачки
заметно превосходит первую пороговую величину и интенсивность отраженного из-
лучения достигает некоторого критического значения.

1. Постановка задачи

Рассмотрим математическую модель динамики одномодового лазера, которая
учитывает воздействие отраженного излучения на резонатор и основана на уравне-
ниях Ланга–Кобаяши [14]





dE

dt
= v(1+iα)EZ + γe−iω0hE(t−h),

dZ

dt
= Q− Z − (1+Z) |E|2.

(1)

Здесь E(t) – комплексная амплитуда электрического поля; Z(t) – инверсия носите-
лей; γ>0 и (−ω0h) – сила и фаза обратной связи; ω0 – оптическая частота генерации
в отсутствие обратной связи;Q – превышение током накачки первой пороговой вели-
чины; v – отношение времен затухания инверсии носителей и фотонов в резонаторе;
α – коэффициент уширения линии, отвечающий за нелинейное взаимодействие меж-
ду амплитудой и фазой поля; h – время прохода излучения по внешнему резонатору,
нормированное в единицах времени затухания инверсии.

Наряду с системой (1) рассмотрим более сложную модель, дополненную еще
одним уравнением, которое описывает воздействие оптического фильтра [15],





dE

dt
= v(1+iα)EZ + γf,

df

dt
= i∆f + Λ[E(t−h)e−iω0h − f ],

dZ

dt
= Q− Z − (1+Z) |E|2.

(2)

В этой системе f(t) – комплексная амплитуда электрического поля на выходе из
фильтра, Λ – ширина спектра, ∆ – расстройка между частотой излучения уединен-
ного лазера и несущей частотой фильтра.
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Система (1) при больших значениях параметров изучалась в работах [13, 16].
Другие исследования такого рода автору не известны.

Поставим задачу математического исследования систем (1), (2) в случае, когда
параметр Q асимптотически велик. Используя такое предположение, удается умень-
шить число уравнений и параметров в моделях (1), (2), тем самым существенно
упрощая исходную задачу.

Методы построения систем с фазовым пространством бесконечной размерно-
сти, играющих роль нормальных форм, были предложены в работах [17–21].

Наличие в системе большого параметра приводит к необходимости рассмат-
ривать сингулярно возмущенную задачу. Задачи этого типа [22] не могут быть каче-
ственно исследованы регулярными методами. Главное преимущество используемой
в работе методики состоит в переходе от сингулярно возмущенной задачи к регуляр-
ным уравнениям, которые больших параметров уже не содержат.

2. Уравнения Ланга–Кобаяши при QÀ1

Рассмотрим уравнение (1) при условии Q=ε−1, где ε – малый положительный
параметр. Нормируя переменные следующим образом:

t = εs, E =
1√
ε
· e−iωsE1,

сведем исходную систему к частному случаю следующего векторного уравнения:

dx
ds

= F(x) + ε · Φ (
x, x(s−hε−1)

)
. (3)

Общая методика исследования его динамики была разработана в [18,19]. В соответ-
ствии с алгоритмами, представленными в этих статьях, в малой окрестности неко-
торого периодического решения системы «нулевого приближения» dx/ds = F(x)
строится нормализующая замена, позволяющая получить асимптотические оценки
системы (3). Эта замена имеет следующий вид:

V(s, ε) = V0(τ) + εV1(t, τ) + ε2V2(t, τ) + . . . , (4)

dτ

ds
= 1 + ε3(t) + ε2ψ(t) + . . . . (5)

Здесь Vj(t, τ) являются T -периодичными по τ, причем V0(s) есть периодическое
решение системы ОДУ dx/ds = F(x), 3(t) – скалярная почти периодическая функ-
ция.

Отметим, что из (5) можем получить

τ(s−hε−1) ≈ τ(s)− y, где y = hε−1 +

0∫

−h

3(t+r)dr.

Стандартная линеаризация dx/ds = F(x) на V0(s) приводит к системе

du
ds

= A(s)u, (6)
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где A(s) есть матрица Якоби DF/Dx при x(s) = V0(s). Таким образом, A(s) являет-
ся T -периодической. Обозначим через Hj(s) линейно независимые периодические
решения сопряженной к (6) системы dw/ds=−A∗(s)w.

Подставляя ряды (4), (5) в (3) и приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях ε, получим цепочку уравнений вида

dVk

dτ
= A(τ)Vk + fk(t, τ, τ−y), k∈N, (7)

где через fk(t, τ, τ−y) обозначена неоднородность дифференциального уравнения.
На первом шаге из условий периодичности функции V1 по τ получим систему урав-
нений 〈

f1(t, τ, τ−y),Hj(τ)
〉

= 0, (8)

где угловыми скобками 〈 〉 обозначено скалярное произведение

〈X,Y〉 =
1
T

T∫

0

(X(τ),Y(τ))dτ.

Полученные уравнения (8) играют роль нормальной формы в задаче о локальной
динамике уравнения (3) в некоторой окрестности решения V0(s) системы «нулевого
приближения» dx/ds = F(x). Отыскав решение V1 системы (7) в указанном классе
функций, можно последовательно найти любое число элементов рядов (4), (5).

В случае уравнений Ланга–Кобаяши при QÀ1 система ОДУ вида dx/ds=F(x)
является консервативной и имеет семейство периодических решений, которое в форме
вектора с вещественными компонентами может быть записано следующим образом:

V0(s) = (c cos(ωs), c sin(ωs), c−2−1)T .

Матрица системы (6) имеет вид

A(s) =
DF
Dx

(V0(s)) =




0 −ω 0

ω 0 0

−2 c−1 cos(ωs) −2 c−1 sin(ωs) −c2


 .

Для системы (6) легко находятся все линейно независимые решения, два из которых
можно выбрать периодическими

K0(s) =




cos(ωs)

sin(ωs)

−2 c−3


 , K1(s) =



− sin(ωs)

cos(ωs)

0


 , K2(s) =




0

0

e−c2s


 .

Очевидно, мультипликаторы системы (6) имеют вид: µ1=µ2=1, µ3=e−
2π
ω c2<1.

Линейно независимые периодические решения сопряженной к (6) системы вы-
берем таким образом, чтобы 〈Ki,Hj〉 = δij , i, j = 0, 1, где δij – символ Кронекера.
Таким условиям удовлетворяют вектор-функции вида
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H0(s) =




cos(ωs)

sin(ωs)

0


 , H1(s) =




− sin(ωs)

cos(ωs)

0


 .

Рассмотрим свободную постоянную c как функцию «медленного» времени:
t=εs. В соответствии с изложенной методикой, собирая коэффициенты при первой
степени ε, придем к системе

∂V0

∂c

dc(t)
dt

+
∂V0

∂τ
3(t) +

∂V1

∂τ
= A(τ)V1 +Φ(V0(τ),V0(τ−y)). (9)

Условие существования 2π/ω-периодического (по τ) решения уравнения (9) состоит
в ортогональности его неоднородной части функциям H0(τ),H1(τ). Выполнив ряд
преобразований и переобозначив ω3→3, получим следующую систему интегрально-
дифференциальных уравнений, которую мы будем называть квазинормальной фор-
мой модели Ланга–Кобаяши в случае QÀ1:





dc(t)
dt

= v

(
1

c(t)
− c(t)

)
+ γ cos

(
ω0h +

0∫
−h

3(t+r)dr

)
c(t−h) ,

3(t) = vα
(

1
c2(t)

− 1
)
− γ sin

(
ω0h +

0∫
−h

3(t+r)dr

)
c(t−h)

c(t)
.

(10)

Заметим, что система (10) заменами

3(t) =
dθ

dt
, c(t)eiθ(t) = E(t)

может быть преобразована к одному комплексному уравнению следующего вида:

dE

dt
= v(1+iα)

(|E|−2−1
)
E + γe−iω0hE(t−h), (11)

которое, очевидно, связано с (1).
Таким образом, при достаточно больших значениях накачки Q оказывается

возможно исключить из системы (1) уравнение для инверсии Z, упростив первона-
чальную задачу.

Стационарные решения системы (10) определяются из трансцендентного урав-
нения относительно 3

3 = −γ [α cos
(
ω0h+3h

)
+ sin

(
ω0h+3h

)]
.

Обозначая η=ω0h+3h, придем к хорошо известному соотношению для определения
числа мод внешнего резонатора [7, 23]

η− ω0h = −γh
√

1+α2 sin
(
η+ arctg(α)

)
, (12)
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которое, имеет, по крайней мере, одно решение. Легко видеть, что, чем больше зна-
чение γh

√
1+α2, тем больше решений имеет уравнение (12).

Отметим, что по ηk можно однозначно определить 3 и c. Устойчивость каждо-
го из состояний равновесия системы (10) определяется расположением в комплекс-
ной плоскости корней характеристического уравнения

λ2 + 2λγ cos ηk(1−e−λh) + γ2(1−e−λh)2+

+2(v−γ cos ηk)[λ+ γ(cos ηk−α sin ηk)(1−e−λh)] = 0.
(13)

В случае cos ηk=1 для моды с максимальным усилением [23] уравнение (13) сводит-
ся к следующей простой совокупности:



λ+ γ(1−e−λh) = 0 ,

λ+ γ(1−e−λh) + 2(v−γ) = 0 .
(14)

При 0<γ<v у каждого из уравнений (14) отсутствуют корни с положительной веще-
ственной частью. Следовательно, мода с максимальным усилением в случае асимп-
тотически большой накачки является устойчивой. Этот результат хорошо согласуется
с выводами, сделанными в работе [23].

Мода с минимальной шириной линии достигается при ηk=− arctg(α). Доста-
точным условием ее устойчивости является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть ηk=− arctg(α) и γ ≤ γ1 = v/
√

1 + α2. Тогда все корни
уравнения (13) имеют неположительные действительные части.

Критерием устойчивости моды с минимальной шириной линии в случае боль-
шого запаздывания h=µ−1, где µ – малый параметр, является следующая теорема:

Теорема 2. Пусть ηk=− arctg(α) и γ < γ2 = (2v
√

1 + α2)/(2 + α2). Тогда все
корни уравнения (13) имеют неположительные действительные части. В случае
γ>γ2 существует корень с положительной действительной частью.

Непосредственной подстановкой несложно проверить, что корней с асимпто-
тикой iωµ−p, где p>0, у уравнения (13) в случае ηk=− arctg(α) нет. Раскладывая
λ в ряд по степеням малого параметра µ, так что λ=λ0+µλ1+µ2λ2+ . . ., получаем
Re λ0=Re λ1=0, а знак Re λ2 определяет знак выражения γ(2+α2)−2v

√
1+α2.

Основные результаты относительно динамических свойств системы (10) полу-
чены численным моделированием. При этом исследовалась не сама система (10), а
система дифференциальных уравнений с запаздыванием, получаемая заменой
3(t)=dθ(t)/dt. Тем не менее, в качестве основных характеристик модифицирован-
ной таким образом квазинормальной формы выступали функции c(t), dθ(t)/dt.

Численное интегрирование выполнялось с помощью схемы Рунге–Кутты 4-го
порядка, адаптированной для систем с запаздыванием. В качестве начальных усло-
вий выбирались функции из класса тригонометрических полиномов, заданных на
отрезке [−h, 0]. Были обнаружены явления мультистабильности (рис. 1), кризиса
аттракторов, последовательного удвоения периода циклов, определены области с ха-
отической и сложной нехаотической динамикой.
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Рис. 1. Иллюстрация явления мультистабильности. При значениях параметров
v=100,α=5,ω0h=1, γ=97.9, h=0.04 найдено 3 различных устойчивых режима: мода, близкая к
состоянию с максимальным усилением, цикл удвоенного периода (a) и режим, известный как
регулярный импульсный пакет (regular pulse package, RPP [10,11]) (б)

Важные особенности динамики ква-
зинормальной формы (10) отражает би-
фуркационная диаграмма, представленная
на рис. 2. Выбраны следующие значения
параметров v=100,α=5,ω0h=1. Цифрами
обозначены области: 1 – состояние рав-
новесия; 2 – цикл, рождающийся в ре-
зультате бифуркации Андронова–Хопфа;
3 – сценарий Фейгенбаума – каскад би-
фуркаций удвоения периода (штриховой
линией отмечены первые две бифуркации
удвоения); 4 – нефейгенбаумовские пе-
реходные режимы (в некоторых случаях
интерпретировались как квазипериодиче-
ские или двухчастотные на основе анали-
за временного ряда стандартной функцией
FFT пакета Maple); 5 – хаос. Штрихпунк-
тиром обозначены первые две бифуркации
седло-узла, в которых происходит рожде-
ние пары мода–антимода. Правее первой
из них существуют области мультиста-
бильности. Изменение бассейнов притя-
жения лежит в основе перехода (при воз-
растании параметров h, γ) от все усложня-
ющихся режимов из области 3 к области 2.
Область, отмеченная цифрой 4 на верхней
части диаграммы имеет сложную струк-

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма системы (10) на
плоскости (γ, h), разделенная на две части с разным
масштабом по параметру h. Отметим существова-
ние областей мультистабильности
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туру и содержит многочисленные участки типа 2 и 5 малых размеров. Отметим, что
существование устойчивого состояния равновесия, близкого к моде с максимальным
усилением, подтверждается численно. При γ>v

√
1+α2 система (1), вообще говоря,

теряет свойство диссипативности. Это объясняется тем, что столь большие значе-
ния γ физически недостижимы, поскольку величину v−1γ следует понимать как ту
долю отраженного излучения, которая возвращается в резонатор. Граница области
динамического хаоса определялась на основе вычисления корреляционной размер-
ности [24, 25]. Расчет старшего показателя Ляпунова [26], в целом, подтверждает
полученные оценки.

Подчеркнем связь между установившимися режимами в квазинормальной фор-
ме и в исходной модели: устойчивым состояниям равновесия и циклам системы (10)
соответствуют устойчивые предельные циклы и торы в (1).

Следует также обратить внимание на то, что известные о когерентном коллапсе
факты [2–4,7, 12] хорошо согласуются с наблюдаемой динамикой системы (10).

3. Модель с фильтром при v, QÀ1

Введем в рассмотрение малый положительный параметр ε так, что

v = ε−1, Q = qε−1,

и выполним замену переменных

t = εs, E =
1√
ε
· e−iωsE1, f =

1√
ε
· e−iωsf1.

Это приводит к системе, которая является частным случаем (3).
Решение системы «нулевого приближения» представимо в форме

V0(s) =
√

q · (exp(iωs), c exp(iωs), 0)T .

Матрица линеаризованной на V0 системы имеет вид

A(s) =




0 −ω 0 0
√

q · [cos(ωs)− α sin(ωs)]

ω 0 0 0
√

q · [sin(ωs) + α cos(ωs)]

0 0 0 −ω 0

0 0 ω 0 0

−2
√

q · cos(ωs) −2
√

q · sin(ωs) 0 0 −q




.

Система (6) и сопряженная к ней имеют по три (с точностью до константы) пери-
одических решения и им соответствующих единичных мультипликатора. Выберем
эти решения следующим образом:

K0(s) =
√

q · (− sin(ωs), cos(ωs), 0, 0, 0)T ,

H0(s) = − 1√
q
· (sin(ωs)+α cos(ωs), − cos(ωs)+α sin(ωs), 0, 0, 0)T ,

K1(s) = H1(s) = (0, 0, cos(ωs), sin(ωs), 0)T ,

K2(s) = H2(s) = (0, 0, − sin(ωs), cos(ωs), 0)T ,
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чтобы выполнялось условие 〈Ki,Hj〉 = δij , i, j=0...2, где δij – символ
Кронекера.

В данном случае замена (4), (5) несколько модифицируется, а именно:

V(s, ε) = V0(τ1, τ2) + εV1(t, τ1, τ2) + ε2V2(t, τ1, τ2) + . . . ,

dτ1
ds

= 1 + ε31(t) + ε2ψ1(t) + . . . ,

dτ2
ds

= 1 + ε32(t) + ε2ψ2(t) + . . . .

Здесь V0(τ1, τ2) =
√

q · (exp(iωτ1), c exp(iωτ2), 0)T . Кроме того,

τ2(s)−τ1(s) = ε

s∫

s0

[
32(εr)−31(εr)+ . . .

]
dr =

t∫

t0

[
32(r)−31(r)

]
dr + O(ε).

По аналогии с предыдущим пунктом введем в рассмотрение y1 и y2. Тогда,
собирая коэффициенты при первой степени ε, получим систему уравнений

∂V0

∂c

dc(t)
dt

+ 31(t)
∂V0

∂τ1
+ 32(t)

∂V0

∂τ2
+

∂V1

∂τ1
+

∂V1

∂τ2
=

= AV1 +Φ(V0

(
τ1, τ2

)
,V0(τ1−y1, τ2−y2)).

(15)

Из условий периодичности функции V1 по τ1, τ2 получим следующие уравнения,
которые будем называть квазинормальной формой системы (2) в выбранной области
пространства параметров,





31(t) = −c(t)γ
√

1+α2 sin(
t∫

t0

(31(r)−32(r))dr + arctg(α)) ,

dc(t)
dt

= Λ[cos(ω0h +
0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(32(r)−31(r))dr)− c(t)] ,

32(t) = ∆− Λ
c(t)

sin(ω0h +
0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(32(r)−31(r))dr) .

(16)

Здесь и далее без ограничения общности считаем, что θ1(t0)=θ2(t0), где
dθj(t)

dt
=3j(t).

Отметим, что при численном моделировании системы (16) других аттракторов,
кроме состояний равновесия, обнаружить не удалось. Такой же результат был полу-
чен в работе [27] для уравнений (1) в случае v,QÀ1. Исходя из принципов работы
фильтра, можно предположить, что характер излучения на выходе из фильтрующего
устройства не должен оказаться сложнее, чем на входе, поэтому сформулированный
результат выглядит естественно.

Подчеркнем связь между установившимися режимами в квазинормальной фор-
ме и в исходной модели: устойчивому состоянию равновесия системы (16) соответ-
ствует устойчивый предельный цикл в (2).
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4. Большая накачка QÀ1 в системе с фильтром

Пусть параметр Q достаточно велик. В данном случае считаем, что v=O(1).
Положим Q=ε−1, где ε¿1. Выполним следующее преобразование переменных:

t = εs, E =
1√
ε
· e−iωsE1, f =

1√
ε
· e−iωsf1.

Полученная в результате система также сводится к уравнению общего вида (3).
Решение системы «нулевого приближения» можно записать следующим обра-

зом:
V0(s) =

(
c1 exp(iωs), c2 exp(iωs), c−2

1 −1
)T

.

Стандартная линеаризация dx/dt=F(x) наV0(s) в соответствии с изложенной
методикой приводит к системе (6), 2π/ω-периодическая матрица которой имеет вид

(A0(s)) =
DF
Dx

(V0(s)) =




0 −ω 0 0 0

ω 0 0 0 0

0 0 0 −ω 0

0 0 ω 0 0

−2 c−1
1 cos(ωs) −2 c−1

1 sin(ωs) 0 0 −c2
1




.

По аналогии с процедурой, изложенной в предыдущем разделе, несложно устано-
вить, что в данном случае система (6) и сопряженная к ней имеют по четыре линейно
независимых периодических решения.

В соответствии с изложенной методикой, собирая коэффициенты при первой
степени ε, придем к следующей системе уравнений:

∂V0

∂c1

dc1(t)
dt

+
∂V0

∂c2

dc2(t)
dt

+ 31(t)
∂V0

∂τ1
+ 32(t)

∂V0

∂τ2
+

∂V1

∂τ1
+

∂V1

∂τ2
=

= AV1 +Φ(V0(τ1, τ2),V0(τ1−y1, τ2−y2)).
(17)

Условие существования периодического (по τ) решения уравнения (17) состоит в
ортогональности его неоднородной части функциям H0(τ1),H1(τ1),H2(τ2),H3(τ2).
Отметим, что, выполнив замену ω3→ 3, можно избавиться от ω.

Следующая система интегрально-дифференциальных уравнений выступает в
роли нормальной формы в задаче о локальной динамике уравнений (2) в окрестности
решения V0 невозмущенной предельной системы при Q→∞:




dc1(t)
dt

= v

(
1

c1(t)
− c1(t)

)
+ γ cos

(
t∫

t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
c2(t) ,

31(t) = vα
(

1
c2
1(t)

− 1
)

+ γ sin
(

t∫
t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
c2(t)
c1(t)

,

dc2(t)
dt

= Λ
[
c1(t−h) cos

(
ω0h +

0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
− c2(t)

]
,

32(t) = ∆− Λ sin
(
ω0h +

0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
c1(t−h)

c2(t)
.

(18)
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Заметим, что квазинормальная форма (18) при выполнении замен

E(t) = c1(t) eiθ1(t), f(t) = c2(t) eiθ2(t),
dθ1(t)

dt
=31(t),

dθ2(t)
dt

=32(t)

допускает более компактную запись в терминах исходной системы (2)




dE

dt
= v(1+iα)

(|E|−2−1
)
E + γf,

df

dt
= i∆f + Λ[E(t−h)e−iω0h − f ].

(19)

Численный анализ показывает, что динамика (18) оказывается существенно проще,
чем (10). В пределах точности вычислений при γ<v и 0<h<10 вне зависимости от
значений других параметров удавалось обнаружить лишь один аттрактор – устойчи-
вое состояние равновесия, которому соответствует простой периодический режим в
системе (2).

5. Нормализация в неавтономном случае

Полученные результаты распространяются на случай, когда параметры урав-
нений (1), (2) являются гладкими ограниченными периодическими функциями вре-
мени t, амплитуда и период колебаний которых не зависят от малого параметра.
Сформулируем основной результат для системы (1). Пусть параметры уравнений
Ланга–Кобаяши имеют вид [28, 29]

α = α(t), γ = γ(t), h = h(t), Q = ε−1q(t).

Если v=ε−1v∗(t) есть большой параметр, то соответствующая квазинормальная фор-
ма уравнений (1) записывается следующим образом:

3(t) = −γ(t)
√

1+α2(t) sin
(
ω0h(t) +

0∫

−h(t)

3(t+r)dr + arctg(α(t))
)

. (20)

В случае, когда v=v(t) есть величина порядка единицы, нормализованная система
имеет вид





dc(t)
dt

= v(t)(
q(t)
c(t)

− c(t)) + γ(t) cos(ω0h(t) +
0∫

−h(t)

3(t+r)dr)c(t−h(t)) ,

3(t) = v(t)α(t)(
q(t)
c2(t)

− 1)− γ(t) sin(ω0h(t) +
0∫

−h(t)

3(t+r)dr)
c(t−h(t))

c(t)
.

Детальное изучение этой модели представляет собой отдельную задачу.
Исследуем уравнение (20) в случае, когда его параметры представимы в виде

α=α0+α1 sin(ωαt), γ=γ0+γ1 sin(ωγt), h=h0+h1 sin(ωht),

где α0>|α1|, γ0>|γ1|, h0>|h1|. Если частоты ωα,ωγ,ωh соизмеримы, то в системе (20)
устанавливается периодический режим. Такой эффект связан с пульсацией эллип-
са [2, 7, 9], который соотносят с модами внешнего резонатора. При этом возможны
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переходы с одной моды на другую. Соответственно такие «медленные» изменения
параметров могут приводить к усложнению динамики исходной модели. Однако, как
отмечено, например, в [30], физически в модели Ланга–Кобаяши проще всего управ-
лять параметрами h и Q.

Особый практический интерес представляет изучение двух случаев. Это учет
влияния параметрического резонанса и быстро осциллирующих слагаемых на ква-
зинормальную форму. Поскольку у системы «нулевого приближения» есть пара еди-
ничных мультипликаторов, то параметры с резонансными слагаемыми имеют вид
Q=ε−1+q1 sin(εΩqt), γ=γ0+εγ1 sin(εΩγt) и так далее. Из построения нормализо-
ванной системы можно установить, что резонансные слагаемые не влияют на вид
уравнений (10). То есть реализовать параметрический резонанс в данном случае
невозможно.

Наличие быстро осциллирующих составляющих приводит к несколько более
содержательным результатам. Пусть параметры системы (1) имеют вид

γ = γ0+γ1 sin(tε−2), h = h0+h1 sin(tε−2), α = α0+α1 sin(tε−2),

v = v0+v1 sin(tε−2), Q = ε−1[q0+q1 sin(tε−2)].

Выполняя стандартные замены в уравнениях (1), усредняя их по «быстрому» време-
ни sε−1=tε−2, и действуя далее в соответствии с изложенным алгоритмом нормали-
зации, получим следующую систему с распределенным запаздыванием:




dc(t)
dt

= v0(
q0

c(t)
−c(t))+

1
π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

cos(ω0h(r) +
0∫

−h(r)

3(t+u)du)c(t−h(r)) dr ,

3(t) = p0(
q0

c2(t)
−1)− 1

π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

sin(ω0h(r) +
0∫

−h(r)

3(t+u)du)
c(t−h(r))

c(t)
dr .

(21)
Здесь

p0 = v0α0+
v1α1

2
, h(r) = h0+h1r.

Таким образом, при асимптотически больших значениях параметра Q модуляция
тока накачки (параметр q1) уже не оказывает серьезного влияния на динамику урав-
нений (1).

Рассмотрим систему (21) в случае v1=γ1=α1=0. В терминах исходной зада-
чи (1) это ситуация быстро осциллирующего запаздывания. Численный анализ си-
стемы (21) показывает, что уже при соотношении h1/h0=0.01 происходит ощути-
мый сдвиг вправо по параметру γ всех границ между областями, изображенными на
рис. 2. При h1/h0=0.2 в системе (21) практически всюду в рассматриваемой на рис. 2
области параметров устанавливается стационарный режим, которому соответствует
простой периодический режим в усредненной системе (1).

Аналогичные результаты справедливы и для модели с фильтром.

Заключение

Методом большого параметра исследованы две модели полупроводникового
лазера с запаздывающей обратной связью. Изучение динамики полученных эволю-
ционных уравнений, так называемых квазинормальных форм, позволяет сделать вы-
воды о поведении исходных систем при достаточно больших значениях параметра
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накачки. Заметим, что аттракторы модельных задач (1), (2) и нормализованных урав-
нений связаны между собой стандартным образом: устойчивому состоянию равнове-
сия или циклу, наблюдаемому в квазинормальной форме, соответствует устойчивый
цикл или тор в исходной системе.

Главным достоинством подхода, использованного в данной работе, являет-
ся исключение «быстрых» движений. В результате остаются только уравнения для
«медленных» амплитуд, которые определяют «в главном» поведение решений ис-
ходных систем, что серьезно облегчает дальнейшие аналитические исследования и
численный счет.

В случае большой величины накачки модель с фильтром, несмотря на кажу-
щуюся сложность, демонстрирует более простую динамику, нежели исходная си-
стема Ланга–Кобаяши. Вне зависимости от интенсивности запаздывающей оптиче-
ской обратной связи в системе (2) устанавливается простой периодический режим,
соответствующий стабильному рабочему режиму генерации. Аналогичные выводы
можно сделать, исследуя динамику квазинормальной формы системы (1) при быст-
ро осциллирующем запаздывании. Соответственно фильтрование отраженного элек-
тромагнитного излучения и высокочастотная вибрация отражающих поверхностей
представляют собой действенные механизмы преодоления феномена когерентного
коллапса, которому на языке модели Ланга–Кобаяши отвечает явление детерминиро-
ванного динамического хаоса. Отмеченный стабилизирующий эффект от использо-
вания оптического фильтра или быстро вибрирующих зеркал может быть принят во
внимание в различных приложениях лазерных систем.

Автор выражает благодарность С.А. Кащенко и С.Д. Глызину за постановку
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6. Sacher J., Elsässer W., Göbel E.O. Intermittency in the coherence collapse of a
semiconductor laser with external feedback // Phys. Rev. Lett. 1989. Vol. 63, № 20.
P. 2224.

179



7. Sano T. Antimode dynamics and chaotic itinerancy in the coherence collapse of
semiconductor lasers with optical feedback // Phys. Rev. A. 1994. Vol. 50, № 3.
P. 2719.

8. Tager A.A., Petermann K. High-frequency oscillations and self-mode locking in
short external-cavity laser diodes // IEEE J. Quantum Electron. 1994. Vol. 30, № 7.
P. 1553.

9. Wolfrum M., Turaev D. Instabilities of lasers with moderately delayed optical feedback
// Opt. Commun. 2002. Vol. 212. P. 127.
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QUALITATIVE ANALYSIS OF ONE CLASS
OF OPTOELECTRONIC SYSTEMS SINGULARLY PERTURBED MODELS

D.V. Glazkov

Two models of semiconductor laser with delayed optical feedback are studied.
We consider singularly perturbed problem because of the large parameter presence. We
construct and discuss quasinormal forms of models in trancritical cases.
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