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ДИНАМИКА КИНКА В ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ
КЛЕЙН–ГОРДОНА С АСИММЕТРИЧНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ВНЕШНЕЙ СИЛЫ

С.В. Сучков, С.В. Дмитриев

Построена дискретная модель Клейн–Гордона с асимметричным локальным потен-
циалом, допускающая кинковые решения, свободные от потенциала Пайерлса–Набарро
(пПН). Изучен ратчет кинков в этой модели под действием гармонической вынуждаю-
щей силы при отсутствии и при наличии затухания. Показано, что кинки, свободные
от пПН, демонстрируют ратчет, сходный с тем, что наблюдался для кинков в конти-
нуальных системах и существенно отличный от ратчета кинков в дискретной модели
с пПН. В частности, не обнаружено сколько-нибудь существенное влияние параметра
дискретности на ратчет кинка, не испытывающего пПН. Найдено критическое значение
коэффициента вязкости, при котором меняется направление дрейфа кинка.
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Введение

Ратчетом называется движение частицы в определенном направлении под дей-
ствием силы, изменяющейся во времени и имеющей среднее нулевое значение. Рат-
чет возможен при выполнении следующих двух условий: система должна находиться
в термодинамически неравновесном состоянии и пространственно-временная сим-
метрия системы должна быть понижена [1–4]. Ратчет представляет собой один из
механизмов переноса вещества и активно изучается в приложении к самым разнооб-
разным системам, например, в биологии [5,6], молекулярных двигателях [6–10], джо-
зефсоновских сверхпроводящих контактах [11–13], нелинейной оптике [14], бозе-
эйнштейновском конденсате [15] и физике твердого тела [16]. Ратчет солитонов впер-
вые изучался Марчесони [17] для задемпфированного уравнения Клейн–Гордона.
В отличие от точечных частиц, солитоны могут иметь внутренние колебательные
моды [18], которые способны оказывать существенное влияние на ратчет, особенно
в случае малой вязкости [19,20]. До настоящего времени ратчет изучался в основном
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для солитонов в континуальных уравнениях [17, 19–26], в то время как эксперимен-
тально наблюдаемый ратчет солитонов чаще всего относится к дискретным систе-
мам [11–14]. Влияние дискретности на ратчет кинков изучалось в работе Золотарюка
и Салерно [27]. Они показали, что учет дискретности приводит к появлению новых
эффектов, например, к необходимости приложения внешней силы с амплитудой, до-
статочной для преодоления потенциала Пайерлса–Набарро (пПН). Отметим также
работу [28], где изучался ратчет кинков в цепочке Френкеля–Конторовой.

Недавно были найдены и изучены дискретные модели Клейн–Гордона, допус-
кающие кинковые решения, свободные от пПН [29–41]. В данной работе строится
подобная модель с несимметричным локальным потенциалом и исследуется ратчет
кинка при отсутствии вязкого трения и при его наличии.

1. Дискретная модель Клейн–Гордона с асимметричным потенциалом

1.1. Общие представления. Континуальная модель Клейн–Гордона имеет
гамильтониан

H =
1
2

∞∫

−∞

[
φ2

t + φ2
x + 2V (φ)

]
dx, (1)

где φ(x, t) неизвестное поле, а V (φ) заданный потенциал. Соответствующее уравне-
ние движения имеет вид

φtt = φxx − V ′(φ) ≡ D(φ(x, t)). (2)

Уравнение (2) будет дискретизировано по переменной xn = hn, где n = 0,
±1,±2, ..., а h > 0 – шаг решетки. Выпишем традиционную дискретизацию
уравнения (2)

φ̈n =
1
h2

(φn−1 − 2φn + φn+1)− V ′(φn), (3)

где кинковые решения испытывают пПН.
Метод построения дискретных моделей с кинками свободными от пПН, осно-

ванный на использовании дискретизированного первого интеграла, был предложен
в работе [32] и развит в [38]. Следуя этому методу, рассмотрим первый интеграл
статического уравнения (2), φ2

x− 2V (φ)+C = 0, где C – константа интегрирования.
Этот первый интеграл может быть взят в модифицированной форме [32]

u(x) ≡ φx −
√

2V (φ)− C = 0. (4)

Далее перепишем гамильтониан уравнения (1) в терминах u(x)

H =
1
2

∞∫

−∞

{
φ2

t + [u(x)]2 + 2φx

√
2V (φ)− C

}
dx. (5)

Первый интеграл (4) может быть дискретизирован следующим образом

u(φn−1,φn) ≡ φn − φn−1

h
−

√
2V (φn−1 ,φn)− C = 0, (6)
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где мы полагаем, что в континуальном пределе (h → 0) V (φn−1 ,φn) → V (φ). Ис-
пользуя (6), получим дискретный вариант гамильтониана уравнения (1)

H =
1
2

∑
n

{
φ̇2

n + [u(h,φn−1,φn)]2+2
φn − φn−1

h

√
2V (φn−1,φn)− C

}
. (7)

Если потенциал дискретизировать как предложено в работе [30], а именно,

√
2V (φn−1,φn)− C =

G(φn)−G(φn−1)
φn − φn−1

,

где
G′(φ) =

√
2V (φ)− C, (8)

то второе слагаемое в фигурных скобках в (7) в результате телескопического сумми-
рования обратится в ноль. В этих условиях гамильтониан приобретает вид

H =
1
2

∑
n

{
φ̇2

n + [u(h,φn−1,φn)]2
}
.

Далее, используя (8), перепишем уравнение (6) в виде

u(h,φn,φn−1) ≡ φn − φn−1

h
− G(φn)−G(φn−1)

φn − φn−1
. (9)

Тогда уравнение движения запишется в виде

φ̈n = −u(h,φn−1,φn)
∂

∂φn
u(h,φn−1,φn)− u(h,φn,φn+1)

∂

∂φn
u(h,φn,φn+1). (10)

Равновесные статические решения этой модели могут быть найдены из двухточечно-
го уравнения u(h,φn,φn−1) = 0, где функция u(h,φn,φn−1) определена (9). Такие
решения могут быть построены итерационно, начиная с любого допустимого значе-
ния φn−1 или φn, и поэтому пПН отсутствует.

1.2. Случай полиноминального асимметричного локального потенциала.
Зададим функцию G′ в виде полинома четвертой степени

G′ = aφ4 + bφ2 + cφ+ d, (11)

где кубический член отсутствует в силу того, что линейным сдвигом φ → φ − φ0

можно добиться равенства нулю соответствующего коэффициента. Тогда, согласно
(8), локальный потенциал (C = 0) будет

V (φ) =
1
2

(
aφ4 + bφ2 + cφ+ d

)2
. (12)

Простая дискретная модель Клейн–Гордона с таким потенциалом (обозначим ее как
ДМКГ1), согласно уравнению (3), имеет вид

φ̈n =
1
h2

(φn−1 − 2φn + φn+1)−
(
aφ4

n + bφ2
n + cφn + d

) (
4aφ3

n + 2bφn + c
)
. (13)
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Ее гамильтониан имеет вид

H1 =
1
2

∑
n

{
φ̇2

n +
1
h2

(φn − φn−1)2 + (aφ4
n + bφ2

n + cφn + d)2
}

. (14)

Более сложная дискретная модель Клейн–Гордона (ее обозначим ДМКГ2) опре-
деляется уравнением (10), где выражения для u(φn−1,φn) найдено из (9), (11) и
имеет вид

u(φn−1,φn) =
φn − φn−1

h
− a

5
(
φ4

n + φ3
nφn−1 + φ2

nφ
2
n−1 + φnφ3

n−1 + φ4
n−1

)−

− b

3
(
φ2

n + φnφn−1 + φ2
n−1

)− c

2
(φn + φn−1)− d.

(15)
Эта модель имеет гамильтониан

H2 =
1
2

∑
n

{
φ̇2

n + [u(φn−1,φn)]2
}
. (16)

Рис. 1. Потенциал для b = 0 при a = −1, c = 0,
d = 1 (штриховая линия); a = −83988, c =
= 0.382925, d = 0.860756 (штрихпунктирная ли-
ния); a = −0.643049, c = 0.626843, d = 0.706344
(сплошная линия)

Отличием ДМКГ2 от ДМКГ1 яв-
ляется то, что в ДМКГ2 отсутствует
пПН и дискретный аналог потенциала
(12) является нелокальным. За асиммет-
рию потенциала отвечает параметр c.
При c = 0 потенциал является симмет-
ричным. Потенциал (12) зависит от че-
тырех параметров. Зафиксируем высоту
потенциального барьера на уровне 0.5,
а расстояние между минимумами поло-
жим равным 2. Степень асимметрии бу-
дем варьировать параметром c. Остается
еще один свободный параметр b, кото-
рый положим равным 0.

На рис. 1 изображен потенциал,
описываемый (12). Асимметрия потен-
циала предполагает наличие двух раз-

личных вакуумных решений φn = φ1 и φn = φ2, где φ1 и φ2 координаты
двух минимумов потенциала. Малоамплитудные фононные колебания вида φn =
exp[i(qn− ωt)], где q – волновое число и ω – частота, имеют различный спектр для
различных вакуумов.

Границы фононного спектра для каждого вакуума ДМКГ2 могут быть найдены
по формулам

ω2
1,i = 28a2φ6

i + 30abφ4
i + 20acφ3

i + 3(2b2 + 4ad)φ2
i + 6bcφi + c2 + 2bd, (17)

ω2
2,i =

28
25

a2φ6
i + 2abφ4

i +
4
5
acφ3

i + 6
(

b2

9
+

2
5
ad

)
φ2

i +
2
3
bcφi +

2
3
bd +

4
h2

, (18)

где i = 1, 2, а ω1,i (ω2,i) соответствует q = 0 (q = π).
Для ДМКГ1 граница спектра, соответствующая q = 0, совпадает с ω1,i в

ДМКГ2, тогда как ω2,i, соответствующая q = π, может быть найдена по формуле

ω2
2,i = 28a2φ6

i + 30abφ4
i + 20acφ3

i + 3(2b2 + 4ad)φ2
i + 6bcφi + c2 + 2bd +

4
h2

. (19)
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Расчеты в данной работе проводились при значениях параметров: a = −0.643049,
b = 0, c = 0.626843, d = 0.706344. В этом случае координаты минимумов потенциа-
ла φ1 = −0.768678 и φ2 = 1.231321, а координата максимума φmax = 0.62462.

2. Свойства статических кинков

Устойчивое статическое кинковое решение в ДМКГ1 может быть найдено чис-
ленно, тогда как для ДМКГ2 оно может быть построено итерационно при помощи
уравнения (15).

В ДМКГ1 существует единственная устойчивая статическая конфигурация кин-
ка, которая отвечает минимуму пПН. В ДМКГ2 же кинк может располагаться про-
извольно относительно решетки.

Спектр малоамплитудных колебаний цепочки, содержащей кинк, для различ-
ных значений параметра дискретизации решетки h изображен на рис. 2. Пунктирная
горизонтальная линия указывает нижнюю границу фононного спектра, которая сов-
падает для обеих моделей и может быть найдена из (17) при i = 1. На этих спектрах
видны частоты колебательных мод, локализованных на кинках. Обе модели имеют
один и тот же континуальный предел и при малых значениях параметра дискрет-
ности (h < 0.25) их спектры близки. Кинк в модели с пПН при малых h имеет
трансляционную моду с частотой, близкой к нулю. С ростом h частота этой моды
растет и кинк теряет подвижность. Модель без пПН имеет трансляционную моду с
нулевой частотой для любого значения h. Кроме того, кинки в обеих моделях имеют
внутреннюю колебательную моду, частота которой зависит от h и при малых h равна
примерно 1.35.

Рис. 2. Спектр малоамплитудных колебаний цепочки, содержащей кинк, для различных значений па-
раметра дискретизации решетки h: а – модели с пПН, б – модель без пПН. Здесь и далее параметры
локального потенциала a = −0.643049, b = 0, c = 0.626843, d = 0.706344
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3. Ратчет кинка при отсутствии вязкого трения

Для изучения ратчета кинка добавим в правые части уравнений движения (10)
и (13) гармоническую силу

F = A cos(Ωt + 3), (20)

с амплитудой A, частотой Ω и начальной фазой 3. Начальные условия следующие:
имеется статический равновесный кинк и при t = 0 начинает действовать пери-
одическая сила (20). Для случая отсутствия вязкого трения ограничимся случаем,
когда движущая сила имеет малую амплитуду (A ≤ 0.04) и частоту, лежащую вне
фононного спектра (точнее, ниже фононного спектра). При несоблюдении этих усло-
вий будут активно возбуждаться фононные моды, и изучение ратчета кинка станет
невозможным. Изучение ратчета в отсутствие вязкости позволяет непосредственно
находить силу, действующую на кинк со стороны внешнего поля. Эта сила пропор-
циональна ускорению кинка, которое и измерялось в обсуждаемых вычислениях.

На рис. 3 представлено влияние начальной фазы 3 внешней силы (20) на
динамику кинка. На фрагменте (а) показаны примеры изменения во времени коор-
динаты кинка для 3 = 0 и 3 = π/10 (осциллирующие линии) а также квадратичные
параболы

x(t) = at2 + υ0t + x0, (21)

построенные методом наименьших квадратов для этих траекторий. Смысл коэффи-
циентов параболы известен: здесь a – ускорение, υ0 и x0 – начальные скорость и
положение частицы. На фрагментах (б) и (в) даны a и υ0 как функции 3. Видно, что
если усреднить υ0 по фазе, получится ноль, в то время как ускорение практически
не зависит от 3 и отлично от ноля. В дальнейшем всегда будем полагать 3 = 0.

Рис. 3. Движение кинка для различных значений начальной фазы 3 внешней силы (20). Параметры
h = 0.6, A = 0.4, Ω = 0.5
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Рис. 4. Влияние частоты движущей силы Ω на уско-
рение кинка при различных значениях амплитуды
A. Начальная фаза 3 = 0, параметр h = 0.6.
Вертикальная сплошная линия показывает часто-
ту колебательной моды локализованной на кинке,
а пунктирная показывает нижний уровень фонон-
ного спектра

В процессе анализа было изучено
влияние параметров A, Ω и h на дина-
мику кинка в ДМКГ2. На рис. 4 пред-
ставлено ускорение кинка как функция
частоты движущей силы при различных
значениях параметра A для h = 0.6.
Видно, что ускорение возрастает на
один и даже два порядка, когда часто-
та вынуждающей силы Ω приближается
к значению частоты колебательной мо-
ды кинка ωIM = 1.32. Этот результат
хорошо согласуется с результатами бо-
лее ранних работ [1, 19, 25–27]. Также
видно, что ускорение увеличивается при
приближении частоты движущей силы
к другой частоте колебательной моды
кинка ωIM = 1.73. Однако это увели-
чение может быть объяснено приближе-
нием частоты Ω к границе фононного спектра ω1 = 1.795. Результаты, показанные
на рис. 4, свидетельствуют также о том, что ускорение a пропорционально квадрату
амплитуды A.

Далее рассмотрим влияние параметра дискретности h на зависимость ускоре-
ния кинка от частоты. Результаты представлены на рис. 5. При Ω < 1.2, то есть в

Рис. 5. Зависимость ускорения кинка a от частоты движущей силы Ω при различных значениях па-
раметра дискретности h для амплитуды A = 0.4 и начальной фазы 3 = 0. Вертикальные сплошные
линии – частоты колебательных мод кинка, пунктирная – граница фононного спектра
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нерезонансной области частот, результаты для разных h близки друг к другу. Разли-
чия наблюдаются в области частот вынуждающей силы, близких к частотам колеба-
тельных мод, локализованных на кинке, то есть для Ω > 1.2 (см. рис. 2, б).

4. Влияние трения на динамику движения кинка

Влияние трения на динамику кинка исследуем на примере ДКГМ2. Для это-
го введем в левую часть уравнения движения (10) член γ3̇n, где γ – коэффициент
вязкости.

Рис. 6. а – зависимость координаты кинка от време-
ни для двух значений параметров вязкости γ. Пара-
метры внешней силы: A = 0.08, Ω = 1.35; б –
зависимость скорости движения кинка от парамет-
ра вязкости при различных значениях амплитуды
(Ω = 1.35, h = 0.4)

На рис. 6, а представлена зависи-
мость координаты кинка xK от време-
ни t. Кривая xK(t) осциллирует с часто-
той Ω = 1.35. Для больших значений γ
устойчивое движение кинка достигает-
ся за более малый промежуток времени.
Амплитуда движущей силы A = 0.08,
параметр дискретности h = 0.4. Ско-
рость движения кинка 〈vK〉 была изме-
рена в интервале времени 300<t<1000,
и для всех изучаемых параметров на-
блюдалось устойчивое движение.

Зависимость скорости движения
кинка от значения параметра вязкости
для трех различных значений амплиту-
ды A представлена на рис. 6, б. Можно
видеть, что значение скорости 〈vK〉 по-
ложительно при малом трении и умень-
шается с ростом γ. При достаточно
больших значениях γ скорость стано-
вится отрицательной

Заключение

В работе показано, что кинк, не испытывающий воздействия потенциала
Клейн–Гордона, при асимметричном локальном потенциале в отсутствие вязкого
трения и под действием гармонической внешней силы движется равноускоренно
до тех пор, пока его скорость не станет слишком большой и потери на излучение
станут заметны. Обнаружено, что ускорение кинка слабо зависит от параметра дис-
кретности h. При приближении частоты внешней силы к частоте собственной ко-
лебательной моды, локализованной на кинке, происходит рост ускорения кинка на
два порядка. При наличии вязкого трения направление движения кинка зависит от
коэффициента вязкости γ.

Работа была поддержана грантами РФФИ 08-02-91316-ИНД_а, 09-08-00695-а.
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KINK DYNAMICS IN THE DISCRETE KLEIN–GORDON
MODEL WITH ASYMMETRIC POTENTIAL

IN THE PRESENCE OF AC DRIVING

S.V. Suchkov, S.V. Dmitriev

A discrete Klein-Gordon model with asymmetric potential that supports kinks free
of the Peierls-Nabarro potential (PNp) is constructed. Ratchet of kink under harmonic
AC driving force is investigated in this model numerically and contrasted with the kink
ratchet in the conventional discrete model where kinks experience the PNp. We show that
the PNp-free kinks exhibit ratchet dynamics very much different from that reported for the
conventional lattice kinks which experience PNp. Particularly, we could not observe any
significant influence of the discreteness parameter on the acceleration of PNp-free kinks
induced by the AC driving. A threshold value of the viscosity coefficient was found where
the drift velocity of the kink changes sign.

Keywords: Discrete model, ratchet, kink, Peierls–Nabarro potential.
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