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С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО ВРЕМЕННЫМ РЯДАМ

М.Д. Прохоров, В.И. Пономаренко

Предложены методы реконструкции модельных дифференциальных уравнений с за-
паздыванием для ансамблей связанных систем с задержкой по их временным рядам.
Эффективность методов продемонстрирована на примере хаотических и периодических
временных рядов цепочек диффузионно связанных модельных и экспериментальных си-
стем с запаздыванием для случаев однонаправленной и взаимной связи элементов.
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Введение

Автоколебательные системы с запаздывающей обратной связью очень широко
распространены в природе [1–3] и технике [4–6]. Обычно они моделируются диф-
ференциальными уравнениями с запаздывающим аргументом. Динамика модельных
систем с задержкой достаточно подробно исследована [7,8]. Не менее важной явля-
ется задача восстановления модельных уравнений систем с запаздыванием по экс-
периментальным временным рядам. Решение этой задачи позволяет не только пред-
сказать поведение исследуемых систем при изменении параметров, но и оценить
адекватность заложенных в модели представлений об объекте, осуществить класси-
фикацию систем и режимов их функционирования, определить значения параметров,
недоступных непосредственному измерению в эксперименте.

Так как даже простые системы с запаздыванием могут демонстрировать хао-
тические колебания очень высокой размерности, универсальные методы реконструк-
ции оказываются неэффективными, и для восстановления уравнений систем с за-
держкой требуется разрабатывать специальные подходы. Большинство из них ос-
новано на проецировании бесконечномерного фазового пространства системы с за-
паздыванием в подпространства малой размерности. При этом используются такие
критерии качества реконструкции системы с запаздыванием, как минимальная ошиб-
ка прогноза построенной модели [9–11], минимальная величина информационной
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энтропии [12] или различные меры сложности спроецированного временного ряда
[13–15]. Известны также методы восстановления параметров систем с запаздывани-
ем, основанные на применении регрессионного анализа [16–18], метода множествен-
ной стрельбы [19], нейронных сетей [20] и статистического анализа экстремумов
временного ряда [21,22].

Однако почти все эти подходы ориентированы на восстановление изолирован-
ных систем с запаздыванием по их хаотическим временным рядам. Вместе с тем
ситуация, когда несколько систем с запаздыванием взаимодействуют между собой,
является типичной в ряде практически важных задач [23–26]. Достаточно распро-
странена ситуация, когда системы с запаздыванием функционируют в периодиче-
ских или близких к периодическим режимах [2,8,27]. Ранее нами был предложен
метод восстановления двух линейно связанных систем с запаздыванием по их ха-
отическим временным рядам [28] и метод реконструкции изолированных систем с
запаздыванием, находящихся в режиме периодических колебаний [29]. В настоящей
работе нами исследована возможность применения этих методов для реконструкции
произвольного числа связанных между собой систем с запаздыванием и определены
границы применимости методов. С помощью этих методов по хаотическим и пе-
риодическим временным рядам проведена реконструкция модельных уравнений для
цепочек связанных систем с задержкой при различных способах связи элементов
цепочки.

1. Описание методов

Рассмотрим цепочки, состоящие из диффузионно связанных систем с запазды-
ванием, описываемые уравнениями

εiẋi(t) = −xi(t) + fi (xi(t− τi)) + ki [xi+1(t)− xi(t)] , (1)

εiẋi(t) = −xi(t) + fi (xi(t− τi)) + ki [xi+1(t)− 2xi(t) + xi−1(t)] , (2)

где τi – времена запаздывания; εi – параметры, характеризующие инерционные свой-
ства элементов системы; fi – нелинейные функции; ki – коэффициенты связи. Гра-
ничные условия выбраны периодическими x1 = xJ+1, где J – число элементов в
цепочке. Модельное уравнение (1) описывает однонаправлено связанные системы с
запаздыванием. Такой способ связи систем с запаздыванием и возникающая в этом
случае синхронизация колебаний элементов цепочки исследовались в [23,30]. Урав-
нение (2) описывает динамику цепочек взаимно связанных систем с запаздыванием.
Исследование синхронизации таких систем проводилось в [31].

Ранее нами было установлено, что во временных реализациях изолированных
(ki = 0) систем с запаздыванием вида (1) и (2) практически отсутствуют экстре-
мумы, удаленные друг от друга на время запаздывания [21]. Если такая система
совершает хаотические колебания, то экстремумы в ее временном ряде расположе-
ны нерегулярно и расстояние между ними принимает различные значения. На ос-
нове этого свойства нами был предложен метод определения времени задержки τi,
использующий статистический анализ временных интервалов между экстремумами
хаотического временного ряда системы с запаздыванием. Сначала определяем для
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различных значений τ число Ni ситуаций, при которых точки временного ряда, раз-
деленные интервалом времени τ, одновременно являются экстремальными. Затем,
построив зависимость Ni(τ), легко найти время задержки τi как значение, при кото-
ром наблюдается абсолютный минимум этой зависимости [21].

Рассмотрим, как скажется на эффективности метода наличие связи между си-
стемами с запаздыванием. Воздействие на систему со стороны соседних элементов
ансамбля возмущает траекторию ее движения, приводя к исчезновению одних экс-
тремумов временного ряда и появлению других. Особенно заметно этот эффект про-
является при линейной связи систем с запаздыванием, рассмотренной нами в [28].
Чем больше величина линейной связи, тем большее возмущение испытывает эле-
мент цепочки со стороны соседних элементов и тем менее выражена его собствен-
ная динамика. В результате абсолютный минимум зависимости Ni(τ), наблюдаю-
щийся при истинном времени задержки τi, становится менее выраженным и, начи-
ная с некоторых значений коэффициентов линейной связи, перестает наблюдаться
при τ = τi. Таким образом, в случае линейной связи метод позволяет восстановить
время задержки при условии, что связь между элементами ансамбля не слишком ве-
лика. Критические значения коэффициентов связи зависят от конкретной системы.
Исследования показывают, что в случае линейной связи метод, как правило, пере-
стает работать при амплитуде воздействия, составляющей более 20% от амплитуды
собственных колебаний изолированной системы с запаздыванием.

В случае диффузионной связи систем с запаздыванием, описываемой уравне-
ниями (1) и (2), метод, основанный на статистическом анализе экстремумов хаоти-
ческого временного ряда системы, тоже можно использовать для восстановления
времени задержки, причем метод остается эффективным при существенно более
высоких значениях коэффициентов связи. Поясним это на примере уравнения (2),
продифференцировав его по t,

εiẍi(t) = −ẋi(t) +
dfi (xi(t− τi))

dxi(t− τi) ẋi(t− τi) + ki [ẋi+1(t)− 2ẋi(t) + ẋi−1(t)] . (3)

Если при ẋi(t) = 0 в типичном случае квадратичных экстремумов ẍi(t) 6= 0, то при
εi 6= 0 должно выполняться условие

dfi (xi(t− τi))
dxi(t− τi) ẋi(t− τi) + ki [ẋi+1(t) + ẋi−1(t)] 6= 0. (4)

Для выполнения условия (4) необходимо, чтобы ẋi(t− τi) 6= 0 или/и

ki [ẋi+1(t) + ẋi−1(t)] 6= 0. (5)

Условие (5) никогда не выполняется в случае отсутствия связи (ki = 0) и в слу-
чае сильной связи, обеспечивающей синхронизацию элементов, так как при этом
ẋi+1(t) = ẋi−1(t) = ẋi(t), а ẋi(t) = 0 при выводе условия (4). Следовательно, в этих
пограничных случаях первое слагаемое в (4) отлично от нуля, а значит, производные
ẋi(t) и ẋi(t − τi) одновременно в нуль не обращаются, то есть на удалении τi от
квадратичного экстремума во временном ряде xi(t) не должно быть другого экстре-
мума. В промежуточных ситуациях слабой и умеренной связи существует вероят-
ность обнаружения пары экстремумов на расстоянии τi друг от друга. Однако, как
показывают исследования, в общем случае эта вероятность меньше, чем вероятность
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встретить пару экстремумов на расстоянии τ 6= τi. В результате число экстремумов,
разделенных интервалом времени τi, будет меньше, чем число экстремумов, разде-
ленных другими значениями времени τ, и, следовательно, график Ni(τ) будет иметь
минимум при τ = τi. То есть качественные особенности зависимости Ni(τ) сохра-
няются для систем (1) и (2) в широком диапазоне значений коэффициентов связи.
Отметим, что такой метод определения времени запаздывания обладает высоким
быстродействием, поскольку использует только операции сравнения и сложения, не
требуя вычисления каких-либо мер сложности движения [13–15] или ошибки ап-
проксимации данных [9–11].

Однако, если система с запаздыванием совершает периодические колебания,
такой подход оказывается неработоспособным, так как экстремумы во временном
ряде расположены регулярным образом. Для изолированных систем с запаздывани-
ем, находящихся в режиме периодических автоколебаний, нами недавно был предло-
жен метод восстановления времени задержки, основанный на возмущении системы
внешним воздействием и анализе отклика [29]. Если на переменную xi(t) изолиро-
ванной системы с запаздыванием подействовать внешним сигналом yi(t), представ-
ляющим собой прямоугольные импульсы, и построить взаимную корреляционную
функцию

Ci(s) =
〈|ÿi(t)| |ẍi(t + s)|〉√〈
|ÿi(t)|2

〉〈
|ẍi(t)|2

〉 , (6)

где угловые скобки обозначают усреднение по времени, то Ci(s) будет иметь чет-
ко выраженный максимум при s = τi. Недостатком такого подхода по сравнению
с рассмотренным выше методом является необходимость активного воздействия на
систему. Однако метод позволяет использовать импульсы малой амплитуды, что поз-
воляет свести воздействие на систему к минимуму [29].

Исследуем возможность применения такого метода для определения времен
задержки в ансамбле связанных систем с запаздыванием первого порядка. Вид мо-
дельного уравнения системы определяется способом внесения в нее возмущения.
Рассмотрим такой способ возбуждения элементов цепочки внешними сигналами
yi(t), при котором модельные уравнения для однонаправлено и взаимно диффузи-
онно связанных систем с запаздыванием имеют, соответственно, следующий вид:

εiẋi(t) = −xi(t) + fi (xi(t− τi) + yi(t− τi)) + ki [xi+1(t)− xi(t)] , (7)

εiẋi(t) = −xi(t) + fi (xi(t− τi) + yi(t− τi)) + ki [xi+1(t)− 2xi(t) + xi−1(t)] . (8)

Воздействия yi(t) представляют собой прямоугольные импульсы с амплитудой Ai,
периодом Ti и длительностью Mi. Для восстановления времени задержки τi толь-
ко одного i-го элемента цепочки достаточно подействовать возмущающим сигналом
только на этот i-й элемент. Как уже было отмечено выше, наличие взаимодействия
между системами с запаздыванием приводит к возмущению траекторий их движе-
ния. Эти возмущения могут препятствовать выявлению отклика системы на прямо-
угольное импульсное воздействие yi(t) и снижать чувствительность взаимной корре-
ляционной функции (6) как характеристики для определения времени запаздывания.
Например, чем сильнее линейная связь между элементами ансамбля, тем большая
амплитуда внешнего воздействия в виде прямоугольных импульсов yi(t) требуется
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для восстановления τi. Если в отсутствие связи для восстановления времени запаз-
дывания τi изолированной системы достаточно взять импульсное воздействие yi(t) с
амплитудой Ai на два порядка меньшей амплитуды собственных колебаний системы
xi(t) [29], то при сильной линейной связи, такой что воздействие со стороны сосед-
них элементов сравнимо по амплитуде с собственными колебаниями изолированной
системы, для восстановления τi требуется на порядок увеличить амплитуду воздей-
ствия Ai. Зато, метод определения времени запаздывания, основанный на анализе
отклика системы на воздействие прямоугольными импульсами, можно использовать
при любых значениях коэффициентов связи ki, в том числе при сильной линейной
связи, когда предыдущий метод не работает. Кроме того, метод может быть приме-
нен не только к системам, находящимся в режиме периодических колебаний, но и к
системам, совершающим хаотические колебания. Еще одним достоинством метода
является то, что он остается эффективным при высоких уровнях шума.

Определив тем или иным способом время задержки i-го элемента ансамбля
связанных систем с запаздыванием, мы можем восстановить его параметр εi, коэф-
фициент связи ki и нелинейную функцию fi по временным рядам колебаний i-го
и связанных с ним элементов. Для этого будем использовать следующий подход.
Запишем уравнения (1) и (2) в виде

εiẋi(t) + xi(t)− ki [xi+1(t)− xi(t)] = fi (xi(t− τi)) , (9)

εiẋi(t) + xi(t)− ki [xi+1(t)− 2xi(t) + xi−1(t)] = fi (xi(t− τi)) , (10)

соответственно. Из уравнения (9) следует, что если построить на плоскости
множество точек с координатами (xi(t− τi), εiẋi(t) + xi(t)− ki [xi+1(t)− xi(t)]),
то оно воспроизведет функцию fi. Поскольку заранее величины εi и ki неиз-
вестны, будем строить зависимости εẋi(t) + xi(t) − k [xi+1(t)− xi(t)] от xi(t − τi)
для различных значений ε и k, добиваясь однозначного соответствия на плоскости
(xi(t − τi), εẋi(t) + xi(t) − k [xi +1(t) − xi(t)]), которая возможна лишь
при ε = εi, k = ki. А из уравнения (10) следует, что функцию fi можно
восстановить, построив на плоскости множество точек с координатами
(xi(t− τi), εiẋi(t) + xi(t)− ki [xi+1(t)− 2xi(t) + xi−1(t)]). Так как значения εi и ki

неизвестны, будем перебирать их из некоторого интервала, добиваясь однознач-
ности на выбранной плоскости, которое возможно лишь при правильном выборе
параметров.

В качестве количественного критерия однозначности при таком поиске εi и ki

будем использовать минимальную длину Li(ε, k) линии, последовательно соединя-
ющей точки на перебираемых плоскостях вложения, упорядоченные по величине
абсциссы. Минимум зависимости Li(ε, k) будет наблюдаться при правильном вы-
боре параметров, а построенное при этом значении множество точек на плоскости
воспроизведет нелинейную функцию, которую при необходимости можно аппрок-
симировать. При ошибочном выборе значений εi и ki получаем на плоскости набор
точек, не связанных между собой функционально. Чем менее точно определены па-
раметры, тем более беспорядочно расположены точки, а соединяющая их ломаная
линия имеет большую длину, чем в случае, когда множество точек ложится на одно-
мерную кривую. Похожий подход использовался нами в [28] при реконструкции двух
линейно связанных систем с запаздыванием. Для уменьшения времени счета началь-
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ный шаг изменения параметров ε и k можно выбрать большим, а затем уменьшить
его в окрестности минимума Li(ε, k).

В случае синхронизации диффузионно связанных систем с запаздыванием (1)
и (2) предложенный подход позволяет восстановить параметры локальных элемен-
тов, но коэффициенты связи определить не удается.

2. Применение методов

2.1. Восстановление цепочки однонаправлено связанных уравнений
Икеды. Рассмотрим в качестве примера цепочку однонаправлено связанных урав-
нений Икеды, описываемую уравнением

ẋi(t) = −xi(t) + µi sin (xi(t− τi)− x0i) + ki [xi+1(t)− xi(t)] , (11)

где i = 1, ..., J , J = 10. Уравнение Икеды описывает сдвиг x фазы электрическо-
го поля в нелинейной поглощающей среде кольцевого резонатора. Параметр µ ха-
рактеризует интенсивность лазерного излучения, подаваемого на вход резонатора;
τ – время запаздывания; x0 – постоянный фазовый сдвиг. Использовано кольцевое
граничное условие x1 = xJ+1. Параметры всех уравнений Икеды выбраны одина-
ковыми: µi = 20, τi = 2, x0i = π/3, а начальные условия различными. При этих
параметрах элементы системы демонстрируют движение на хаотическом аттракторе
высокой размерности [32]. Для уравнения (11) εi = 1. Коэффициенты связи между
элементами цепочки различны. Они выбраны произвольным образом и принимали
значения от 0.5 до 2.0. Во все связанные системы добавлен динамический гауссов
белый шум с нулевым средним значением и среднеквадратичным отклонением, со-
ставляющим 20% от среднеквадратичного отклонения временного ряда без шума
(отношение сигнал/шум около 14 дБ).

На рис. 1, а приведен фрагмент временного ряда колебаний в пятом элементе
цепочки при k5 = 1.5. Масштабы таковы, что 200 точек ряда занимали временной
интервал, равный времени задержки. Весь ряд состоял из 20000 точек и содержал
около 800 экстремумов.

Подсчитав число N5 одновременных обращений в нуль ẋ5(t) и ẋ5(t − τ) для
различных значений τ, перебираемых с шагом, равным шагу интегрирования
h = 0.01, построим зависимость N5(τ), введя нормировку N5 на общее число экстре-
мумов в ряде (рис. 1, б). Для оценки производной по временному ряду мы исполь-
зовали локальную параболическую аппроксимацию. Отметим, что для сглаживания
временного ряда и уменьшения числа обусловленных шумом экстремумов при оцен-
ке производной использовалось 7 соседних точек в процедуре локальной аппрокси-
мации. Несмотря на высокий уровень шума, зависимость N5(τ) демонстрирует четко
выраженный минимум при τ = τ5 = 2.00, что в точности соответствует времени за-
паздывания.

При построении зависимости L5(ε, k) шаг изменения ε и k также выбирался
равным 0.01. Длина L5(ε, k) линии, соединяющей упорядоченные по величине абс-
циссы точки на плоскости (x5(t− τ5), εẋ5(t) + x5(t)− k [x6(t)− x5(t)]), минималь-
на при ε = 0.99 и k = 1.45 (рис. 1, в), что достаточно близко к истинным значениям
ε5 = 1 и k5 = 1.5.
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Рис. 1. Восстановление элемента цепочки однонаправлено связанных уравнений Икеды (11) в при-
сутствии 20% гауссова белого шума: а – временной ряд переменной x5(t); б – число N5 пар экс-
тремумов временного ряда переменной x5(t) на удалении τ друг от друга, нормированное на общее
число экстремумов в ряде, N5 min(τ) = N5(2.00); в – зависимость L5(ε, k), нормированная на мак-
симальную длину L5 max(ε, k) = L5(0.90, 1.60) в исследуемом интервале параметров, L5 min(ε, k) =
L5(0.99, 1.45); г – восстановленная нелинейная функция f5 при τ′5 = 2.00, ε′5 = 0.99, k′5 = 1.45.
Q5 = ε′5ẋ5(t) + x5(t)− k′5(x6(t)− x5(t))

На рис. 1, г приведена восстановленная нелинейная функция f5, построенная
при найденных значениях параметров. Она хорошо совпадет с истинной функцией
уравнения Икеды. Амплитуда синусоиды (см. рис. 1, г) позволяет определить пара-
метр µ5, а значение функции при x5(t−τ5) = 0 – найти параметр x05. Аппроксимация
восстановленной нелинейной функции полиномом 12-й степени позволила нам по-
лучить следующую оценку параметров: µ′5 = 19.68 и x′05 = 1.01, то есть близко к
x05 = π/3 ≈ 1.05.

При µi = 5, τi = 0.5, x0i = π/3, ki = 1 элементы цепочки (11) демонстрируют
периодические колебания. На рис. 2, а приведен фрагмент временного ряда колеба-
ний в пятом элементе цепочки. В этом случае метод, основанный на статистическом
анализе временных интервалов между экстремумами временного ряда, не позво-
ляет восстановить время задержки. Для определения времени запаздывания τ5 по-
действуем на переменную x5(t) слабым внешним сигналом y5(t), представляющим
собой прямоугольные импульсы, таким образом, что динамика возбуждаемого эле-
мента описывается уравнением (7). На рис. 2, б построена взаимная корреляционная
функция (6) для случая, когда возмущающий импульсный сигнал имеет амплитуду
A5 = 0.1, период T5 = 2.3 и длительность M5 = T5/2. При шаге изменения s, рав-
ном 0.01, C5(s) имеет высокий максимум при s = 0.50, то есть время запаздывания
восстанавливается точно. Так же как и рис. 1, б, график построен по 20000 точек,
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Рис. 2. а – временной ряд переменной x5(t) системы (11); б – взаимная корреляционная функция (6)
для случая, когда элементы цепочки (11) совершают периодические в отсутствие внешнего воздействия
колебания, C5 max(s) = C5(0.50)

однако метод позволяет использовать более короткие ряды. Аналогичным образом
можно восстановить времена запаздывания τi остальных элементов, подействовав
на них внешними сигналами yi(t). Определив времена запаздывания τi, можно вос-
становить параметры εi и ki и нелинейные функции fi описанным выше способом.

2.2. Восстановление цепочки взаимно связанных систем Маккея–Гласса.
Рассмотрим теперь цепочку диффузионно связанных систем с запаздыванием, мо-
делируемую уравнением (2), элементы которой описываются уравнениями Маккея–
Гласса [2]. В этом случае функции fi в уравнении (2) имеют вид

fi (xi(t− τi)) =
aixi(t− τi)

bi(1 + xci
i (t− τi)) , (12)

а параметры инерционности εi = 1/bi.
Как и в предыдущем примере, рассмотрим цепочку, состоящую из 10 элемен-

тов с периодическими граничными условиями x1 = xJ+1, J = 10. Однако в от-
личие от рассмотренного выше случая, элементы цепочки выберем неидентичными.
Пусть времена запаздывания τi принимают случайные целые значения от 300 до 400,
а ai – случайные значения от 0.20 до 0.30. Остальные параметры одинаковы для всех
элементов: bi = 0.1 (εi = 10), ci = 10, ki = 0.1. При выбранных значениях парамет-
ров элементы цепочки демонстрируют хаотические колебания высокой размерности.
К временным рядам всех 10 систем Маккея–Гласса добавлен 10% гауссов белый шум
(отношение сигнал/шум равно 20 дБ).

На рис. 3, а приведен фрагмент временного ряда колебаний в пятом элементе
цепочки при τ5 = 330, a5 = 0.25. Масштабы таковы, что 330 точек ряда занимали
временной интервал, равный времени задержки. Весь ряд состоял из 10000 точек и
содержал 660 экстремумов. На рис. 3, б приведена зависимость N5(τ), построенная
по временному ряду переменной x5(t) при шаге изменения τ, равном 1. Несмот-
ря на присутствие шума, отчетливый минимум зависимости N5(τ) наблюдается при
τ = τ5 = 330. Зависимость L5(ε, k), построенная при шаге изменения ε, равном 0.1,
и шаге изменения k, равном 0.01, демонстрирует минимум при ε = 10.2 и k = 0.10
(рис. 3, в). На рис. 3, г приведена восстановленная при найденных значениях па-
раметров нелинейная функция f5. Заметим, что для построения L5(ε, k) и восста-
новления нелинейной функции мы использовали лишь по 2000 точек временных
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Рис. 3. Восстановление элемента цепочки взаимно связанных уравнений Маккея–Гласса в присут-
ствии 10% аддитивного гауссова белого шума: а – временной ряд переменной x5(t); б – число
N5 пар экстремумов временного ряда переменной x5(t) на удалении τ друг от друга, нормирован-
ное на общее число экстремумов в ряде, N5 min(τ) = N5(330); в – зависимость L5(ε, k), нормиро-
ванная на максимальную длину L5 max(ε, k) = L5(9.0, 0.20) в исследуемом интервале параметров,
L5 min(ε, k) = L5(10.2, 0.10); г – восстановленная нелинейная функция f5 при τ′5 = 330, ε′5 = 10.2,
k′5 = 0.10. S5 = ε′5ẋ5(t) + x5(t)− k′5 (x6(t)− 2x5(t) + x4(t))

реализаций x4(t), x5(t) и x6(t). Аналогичным образом удается получить высокое
качество восстановления остальных элементов цепочки.

Использованный нами метод восстановления времени запаздывания, основан-
ный на статистическом анализе экстремумов временного ряда системы, хорошо ра-
ботает, если уровень измерительного и динамического шума не слишком высок.
С увеличением уровня шума растет количество экстремумов во временном ряде.
Эти экстремумы не связаны с собственной динамикой системы и временные интер-
валы между ними носят случайный характер. В результате, абсолютный минимум
зависимости Ni(τ) при τ = τi становится менее выраженным с увеличением шума
и начиная с некоторого уровня шума исчезает совсем. Например, в рассмотренном
примере взаимно связанных систем Маккея–Гласса метод не позволяет точно восста-
новить τi, если вместо 10% шума добавить к временным рядам элементов цепочки
30% гауссов белый шум (отношение сигнал/шум около 10 дБ).

В этом случае для восстановления τi можно использовать метод, основанный
на возмущении системы внешним воздействием и анализе ее отклика. Подействуем
на переменную x5(t) внешним сигналом y5(t), представляющим собой прямоуголь-
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Рис. 4. Взаимная корреляционная функция (6) для
случая, когда взаимно связанные системы Маккея–
Гласса (2) совершают хаотические колебания при
высоком уровне шума, C5 max(s) = C5(330)

ные импульсы, таким образом, что ди-
намика возбуждаемого элемента описы-
вается уравнением (8). На рис. 4 постро-
ена взаимная корреляционная функ-
ция (6) для случая, когда возмущаю-
щий импульсный сигнал имеет ампли-
туду A5 = 0.2, период T5 = 700 и дли-
тельность M5 = T5/2. При шаге изме-
нения s, равном 1, график C5(s) име-
ет максимум при s = 330, то есть вре-
мя запаздывания восстанавливается точ-
но. Метод остается эффективным и при
более интенсивном шуме, но с увеличе-
нием уровня шума требуется увеличить
амплитуду импульсного воздействия.

3. Реконструкция цепочки связанных экспериментальных
радиотехнических генераторов с запаздывающей обратной связью

Мы применили метод к экспериментальным временным рядам цепочки связан-
ных радиотехнических генераторов с запаздывающей обратной связью. Блок-схема
экспериментальной установки приведена на рис. 5. Она состоит из трех связан-
ных между собой кольцевых генераторов, каждый из которых состоит из линии
задержки, нелинейного элемента и низкочастотного RC-фильтра первого порядка.
Нелинейные элементы и линии задержки выполнены на цифровых элементах, а
фильтры на аналоговых. Аналоговые и цифровые элементы схемы сопрягались с
помощью аналого-цифровых и цифро-аналоговых преобразователей. Связь генера-
торов осуществляется с помощью резисторов Rc. Модельное уравнение для второго

Рис. 5. Блок-схема экспериментальной установки.
Линии задержки генераторов обозначены как τ1, τ2
и τ3, а нелинейные элементы как f1, f2 и f3. АЦП –
аналого-цифровые преобразователи, ЦАП – цифро-
аналоговые преобразователи

элемента цепочки имеет следующий
вид:

R2C2V̇2(t) = −V2(t) + f2 (V2(t− τ2))+

+
R2

Rc
[V3(t)− 2V2(t) + V1(t)] ,

(13)
где V2(t) и V2(t − τ2) – напряжения со-
ответственно на входе и выходе линии
задержки второго элемента, R2 и C2 –
сопротивление и емкость элементов его
фильтра. Уравнение (13) имеет вид (2) с
ε2 = R2C2 и k2 = R2/Rc.

Все три нелинейных элемен-
та имели квадратичную передаточную
характеристику fi. При следующих зна-
чениях параметров τ1 = 13.6 мс,
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Рис. 6. Восстановление элемента цепочки связанных экспериментальных радиотехнических генера-
торов с запаздывающей обратной связью: а – экспериментальная временная реализация V2(t) второго
генератора; б – зависимость N2(τ), нормированная на общее число экстремумов в ряде, N2 min(τ) = N2

(16.2 мс); в – зависимость L2(ε, k), нормированная на максимальную длину в исследуемом интерва-
ле параметров, L2 min(ε, k) = L2(3.03 мс, 0.10); г – восстановленная нелинейная функция f2 при
τ′2 = 16.2 мс, ε′2 = 3.03 мс, k′2 = 0.10. S2 = ε′2V̇2(t) + V2(t)− k′2 (V3(t)− 2V2(t) + V1(t))

τ2 = 16.4 мс, τ3 = 20.4 мс, ε1 = 2.88 мс, ε2 = 2.91 мс, ε3 = 2.94 мс, k2 = 0.1 запи-
сывались хаотические сигналы Vi(t) с помощью трехканального аналого-цифрового
преобразователя с частотой выборки fs = 10 кГц. Фрагмент временной реализации
сигнала V2(t) приведен на рис. 6, а.

При шаге изменения τ, равном периоду выборки точек Ts = 0.1 мс, абсолют-
ный минимум N2(τ) наблюдается для второго генератора при τ = 16.2 мс (рис. 6, б).
Зависимость L2(ε, k), построенная при восстановленном времени запаздывания и
параметрах ε и k, перебираемых с шагом, равном 0.01, демонстрирует минимум при
ε = 3.03 мс и k = 0.10 (рис. 6, в), то есть позволяет получить близкую оценку
ε2 и k2. Нелинейная функция, восстановленная по экспериментальному временному
ряду, приведена на рис. 6, г. Она достаточно хорошо совпадает с истинной переда-
точной характеристикой f2 нелинейного элемента второго генератора.

Проиллюстрируем возможность восстановления времени запаздывания по экс-
периментальным данным с помощью метода, основанного на анализе отклика систе-
мы на слабое внешнее воздействие в виде прямоугольных импульсов. Будем возму-
щать второй элемент цепочки генераторов внешним сигналом Vвн, вводя его между
фильтром и линией задержки этого элемента через суммирующий усилитель. При
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Рис. 7. Взаимная корреляционная функция (6) для
связанных экспериментальных радиотехнических
генераторов с запаздывающей обратной связью в
хаотическом режиме, C2 max(s) = C2 (16.3 мc)

таком воздействии динамика второго
элемента цепочки описывается уравне-
нием (8). Параметры связанных гене-
раторов оставим прежними. На рис. 7
построена взаимная корреляционная
функция (6) для случая, когда возмуща-
ющий импульсный сигнал имеет ампли-
туду A2 = 0.1 В, период T2 = 40 мс и
длительность M2 = T2/2. При шаге из-
менения s, равном 0.1 мс, график C2(s)
имеет максимум при s = 16.3 мс, то
есть, время запаздывания восстанавли-
вается с высокой точностью.

Заключение

Предложены методы реконструкции модельных дифференциальных уравне-
ний с запаздывающим аргументом для ансамблей связанных систем с задержкой по
их временным рядам. Методы восстановления времени запаздывания опираются на
закономерности расположения экстремумов во временных реализациях наблюдае-
мых колебаний, либо основаны на анализе отклика системы на слабое внешнее воз-
действие в виде прямоугольных импульсов. Достоинством первого метода является
его простота и высокое быстродействие, а недостатком – невозможность его при-
менения к системам с задержкой в периодических режимах и при высоких уровнях
шума. Достоинством второго метода является его эффективность для систем, находя-
щихся как в периодических, так и в хаотических режимах колебаний, и возможность
использования при сильной связи элементов и высоких уровнях шума. Недостатком
является необходимость активного воздействия на исследуемую систему, что сужает
возможности применения этого метода на практике. Например, такой метод нельзя
использовать для реконструкции динамических систем по временным рядам, полу-
ченным в результате пассивных наблюдений. Для применения метода мы должны
иметь доступ к динамической переменной исследуемой системы и иметь возмож-
ность ее возмущения внешним сигналом. При этом внешнее воздействие не должно
приводить к срыву автоколебаний. С другой стороны, метод допускает использова-
ние импульсов малой амплитуды, что сводит воздействие на систему к минимуму и
позволяет избежать качественных изменений ее динамики.

Для восстановления параметров инерционности, коэффициентов связи и нели-
нейных функций ансамбля связанных систем с задержкой использован метод, ос-
нованный на проецировании бесконечномерного фазового пространства системы с
запаздыванием в специальным образом выбранные подпространства малой размер-
ности.

Эффективность методов продемонстрирована на примере хаотических и пери-
одических временных рядов цепочек диффузионно связанных модельных систем с
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запаздыванием для случаев однонаправленной и взаимной связи элементов, в том
числе с добавленным шумом, а также на примере экспериментальных временных
рядов цепочки связанных радиотехнических генераторов с запаздывающей обратной
связью.

Описанный подход не имеет ограничений на число элементов в цепочке. Кро-
ме того, метод может быть распространен на связанные системы с запаздыванием
высокого порядка и с несколькими временами задержки. Однако вычислительные за-
траты при этом существенно возрастают, так как требуется восстанавливать больше
параметров. В случае синхронизации элементов цепочки диффузионно связанных
систем с запаздыванием метод позволяет восстановить параметры локальных эле-
ментов, но коэффициенты связи определить не удается.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 10–02–00980, и аналити-
ческой ведомственной целевой программы «Развитие научного потенциала высшей
школы (2009–2010 годы)», проект № 2.1.1/1738.
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The methods for the reconstruction of model delay-differential equations for en-
sembles of coupled time-delay systems from their time series are proposed. The methods
efficiency is illustrated using chaotic and periodic time series from chains of diffusively
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