
Изв. вузов «ПНД», т. 18, № 5, 2010 УДК 517.9

СВЯЗАННЫЕ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ
РАЗНОЙ ПРИРОДЫ НА ПРИМЕРЕ СИСТЕМЫ

ВАН ДЕР ПОЛЯ И БРЮССЕЛЯТОРА

Ю.П. Емельянова, А.П. Кузнецов

На примере связанных осцилляторов ван дер Поля и брюсселятора рассматривает-
ся задача о взаимодействии автоколебательных элементов разной природы. Выявлена
картина смены доминирующего осциллятора при увеличении параметра связи. Указа-
ны области различных типов динамики в пространстве параметров. Обсуждается случай
существенно разных собственных частот.
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Введение

Задача о динамике двух диссипативно связанных автоколебательных осцил-
ляторов (автогенераторов) является фундаментальной в теории колебаний и нели-
нейной динамике (см. [1–11] и цитированную там литературу). Основные эффекты,
которые демонстрируют такие осцилляторы – это взаимный захват с различным со-
отношением частот, квазипериодические колебания и эффект гашения («гибели»)
колебаний, имеющий место при достаточно большой величине диссипативной свя-
зи. Этим режимам отвечают различные области на плоскости параметров частотная
расстройка осцилляторов – величина связи.

Значительная часть литературы посвящена различным аспектам задачи, отно-
сящимся к случаю осцилляторов, идентичных по параметру возбуждения1. Сравни-
тельно недавно выяснилось, что случай неидентичных осцилляторов важен и требу-
ет специального дополнительного анализа [11–17]. Такой анализ выявил еще один
своеобразный тип поведения, которому на плоскости параметров отвечает область,
разделяющая области гибели колебаний и квазипериодической динамики. Для него

1Параметру, отвечающему за отрицательное трение в осцилляторах.
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в [12–14] был предложен термин «режим широкополосной синхронизации». В этом
режиме один из осцилляторов в определенной мере доминирует. Различные аспек-
ты такого режима обсуждались в [12–14]: построены карты динамических режимов,
исследована эволюция чисел вращения с ростом частотной расстройки и т.д. Би-
фуркационный анализ неидентичных автоколебательных систем проведен в [15–16].
Он выявил, что языки синхронизации в таком случае бывают двух типов, причем
для одного из них характерны как области захвата, так и области подавления. Бла-
годаря этому внутри области широкополосной синхронизации возможен эволюци-
онный механизм изменения числа вращения при изменении частотной расстройки.
Для идентичных же систем с диссипативной связью характерны нетипичные вы-
рожденные бифуркации, которые появляются за счет того, что связь одновременно
подавляет колебания обоих осцилляторов [11, 15, 16]. В этом плане задача оказы-
вается существенно иной, чем в случае вынужденной синхронизации. В работе [17]
обращено внимание еще на один фактор, влияющий на картину синхронизации – это
неидентичность по параметрам нелинейной диссипации, отвечающим за насыщение
нелинейных колебаний. В такой системе возможно доминирование как одного, так и
второго осциллятора, а также ситуация постепенной смены доминирующего осцил-
лятора при увеличении связи. Эти физические особенности системы существенным
образом проявляются в устройстве плоскости частотная расстройка – величина связи
осцилляторов. Соответствующая картина наблюдалась в радиофизическом экспери-
менте [17].

В этой работе мы хотим обратить внимание на еще один важный аспект про-
блемы взаимодействия автоколебательных осцилляторов, а именно на ситуацию, ко-
гда взаимосвязаны осцилляторы разных типов. В картине взаимодействия таких си-
стем можно ожидать появления черт, описанных в [17] и характерных именно для
подсистем, неидентичных по обоим указанным параметрам. Действительно, хотя
каждая из подсистем по отдельности у порога возникновения автоколебаний может
быть приведена к нормальной форме бифуркации Андронова–Хопфа, но в типич-
ном случае соответствующие параметры окажутся разными. Для реализации случая
одинаковых параметров необходимо как-то специально настраивать разнотипные си-
стемы. Более того, если отойти от порога бифуркации, свойства автономной дина-
мики подсистем будут изменяться также по-разному. Описание взаимодействия раз-
ных автоколебательных систем важно как с позиции теории колебаний, так и для
приложений. Действительно, если говорить о хрестоматийном примере с «недобро-
совестными часовщиками» [18], то в случае разных часов, связанных через малые
колебания стены, приходим именно к этой ситуации. Аналогично многие связанные
биофизические процессы (классический пример о синхронизации взмахов крыла и
частоты дыхания летящей утки [1]) – это взаимодействие различных автоколеба-
тельных элементов. Введение связи между разнотипными автогенераторами может
представлять интерес и в радиофизике с точки зрения формирования сигнала с бо-
лее широким спектром свойств и возможностей управления. В настоящей работе
мы рассматриваем в указанном контексте задачу о взаимодействии осциллятора ван
дер Поля и брюсселятора, являющихся эталонными автоколебательными моделями
теории колебаний.
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1. Связанные автоколебательные осцилляторы –
ван дер Поля и брюсселятор. Характер связи

Пусть имеются две разнотипные автоколебательные системы – осциллятор ван
дер Поля и брюсселятор. Введем связь между ними через первую переменную брюс-
селятора

dx

dt
= a− (b + 1)x + x2y + µ

(
dz

dt
− x + a

)
,

dy

dt
= bx− x2y,

d2z

dt2
− (λ− z2)

dz

dt
+ (1 + ∆)z = µ

(
x− a− dz

dt

)
.

(1)

Здесь a, b – внутренние параметры брюсселятора [18], λ – управляющий параметр
осциллятора ван дер Поля, отвечающий за отрицательное трение, параметр ∆ харак-
теризует отстройку собственной частоты осциллятора ван дер Поля от единичной,
µ – параметр связи.

Введение связи между разнотипными моделями автоколебательных систем
представляется априорно нетривиальной задачей. Действительно, переменные раз-
ных осцилляторов имеют разный смысл. Поэтому, если связь вводить эмпирически,
то есть не подбирать некоторым специальным образом, то она, скорее всего, будет
иметь как диссипативную компоненту, так и реактивную, и, возможно, будет асим-
метричной. Продемонстрируем это на примере системы (1).

Чтобы выяснить характер связи в (1), воспользуемся линейным приближением,
описывающим динамику брюсселятора вблизи состояния равновесия. Автономный
брюсселятор имеет неподвижную точку2

x0 = a, y0 =
b

a
. (2)

Рассмотрим динамику малых возмущений вблизи этой точки, положив

x = a + ξ, y =
b

a
+ η. (3)

Подставим соотношения (3) в (1) и, пренебрегая членами второго порядка по возму-
щениям, после некоторых преобразований получим

dξ
dt

= (b− 1)ξ+ a2η+ µ
(

dz

dt
− ξ

)
,

dη
dt

= −bξ− a2η,

d2z

dt2
− (λ− z2)

dz

dt
+ (1 + ∆)z + µ

(
dz

dt
− ξ

)
= 0.

(4)

2Неподвижная точка брюсселятора не совпадает с началом координат. Поэтому связь в системе (1)
организована так, чтобы она реагировала на отклонение переменной брюсселятора от состояния рав-
новесия.
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Введем теперь новую переменную θ, так что ξ = dθ/dt. Тогда из первого уравне-
ния (4) получаем

d2θ
dt2

− (b− 1)
dθ
dt
− a2η+ µ

(
dθ
dt
− dz

dt

)
= 0. (5)

Проинтегрируем второе уравнение (4)

η = −bθ− a2

∫
ηdt. (6)

Аналогично, интегрируя (5), находим

dθ
dt

+ (1− b)θ− a2

∫
ηdt + µ(θ− z) = 0. (7)

Если из (6) и (7) исключить
∫
ηdt, то получим

η = −dθ
dt
− θ− µ(θ− z). (8)

Подставляем этот результат в (5). Тогда, совместно с третьим уравнением (4) имеем

d2θ
dt2

− (b− a2 − 1)
dθ
dt

+ a2θ+ µ
(

dθ
dt
− dz

dt

)
+ a2µ(θ− z) = 0,

d2z

dt2
− (λ− z2)

dz

dt
+ (1 + ∆)z + µ

(
dz

dt
− dθ

dt

)
= 0.

(9)

Таким образом, мы получили два связанных осциллятора. Первый из них – ли-
неаризованный брюсселятор. Как видно из (9), для него возможность бифуркации
Андронова–Хопфа определяется фактором

Λ = b− a2 − 1, (10)

а частота колебаний – параметром a. При этом связь имеет взаимную диссипатив-
ную компоненту, регулируемую параметром µ. Имеется также и реактивная одно-
сторонняя компонента связи, отвечающая воздействию осциллятора ван дер Поля на
брюсселятор3.

2. Устройство плоскости параметров
частотная расстройка – величина связи

Обратимся теперь к устройству плоскости параметров частотная расстройка–
величина связи (∆, µ) системы (1). Для ее исследования используем метод карт ди-
намических режимов [19]. В рамках этого метода в каждой точке плоскости пара-
метров численно определяется период режима в сечении Пуанкаре, а затем эта точка
окрашивается в определенный цвет, свой для каждого периода цикла в сечении Пу-
анкаре. При этом непериодические режимы (квазипериодическая динамика и хаос)
обозначаются белым цветом. Система (1) является четырехмерной, так что сечением
Пуанкаре для нее является некоторая гиперповерхность, в качестве которой удобно

3Эти оценки справедливы, однако, только вблизи порога бифуркации Андронова–Хопфа.
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выбирать условие равенства нулю скорости одного из осцилляторов [12–14]. В на-
шем случае будем выполнять сечение по осциллятору ван дер Поля, так что ż = 0.

Карта динамических режимов системы (1) на плоскости параметров (∆, µ) для
b = 4, a = 1, λ = 1.5 показана на рис. 1, а. Прежде всего отметим, что в систе-
ме наблюдается эффект гибели колебаний, что обусловлено диссипативной компо-
нентой связи. При выбранных значениях параметров b = 4, a = 1 в соответствии
с (10) Λ = 2. Таким образом, Λ > λ, и брюсселятор является более возбужденным,
нежели осциллятор ван дер Поля. В рамках этой оценки нижняя граница области
гибели колебаний должна отвечать величине диссипативной составляющей связи,
равной управляющему параметру наиболее возбужденного осциллятора. В этом слу-
чае µ ≈ Λ = 2, что согласуется с рис. 1, а.

В области малой связи на рис. 1, а наблюдаются квазипериодические режимы
с системой языков Арнольда, из которых самый широкий имеет период 2 в сече-
нии Пуанкаре. На фазовом портрете брюсселятора хорошо проявляются возмуще-
ния, определяющие характер режима: периода 2 на рис. 1, б и квазипериодического
на рис. 1, в. В последнем случае возмущение очень сильное, оно разрушает полно-
стью исходный предельный цикл брюсселятора. При этом осциллятор ван дер Поля
возмущен слабо, и его фазовый портрет на рис. 1, б, в выглядит невозмущенным.
Однако, если рассмотреть его с существенным увеличением, как показано на фраг-
ментах рис. 1, б, в, то можно зафиксировать структуру, характерную для режима
периода 2 и квазипериодического режима.

Рис. 1. Карта динамических режимов системы (1) связанных осциллятора ван дер Поля и брюсселятора
(а); характерные фазовые портреты (б–е) брюсселятора (слева) и осциллятора ван дер Поля (справа).
Значения параметров b = 4, a = 1, λ = 1.5
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Таким образом, в области малых значений связи доминирует осциллятор ван
дер Поля, хотя брюсселятор и является более возбужденным. Поэтому наблюдае-
мую картину нельзя объяснить только на основе различий управляющих параметров
λ и Λ. В этом случае определенную роль играют различия в размерах предельных
циклов «разнотипных» осцилляторов. (Сравните характерные масштабы на фазовых
портретах брюсселятора и осциллятора ван дер Поля на рис. 1, в). Так же проявля-
ется наличие односторонней компоненты реактивной связи, отвечающей действию
осциллятора ван дер Поля на брюсселятор (см. пункт 1).

Если теперь увеличить связь, то попадаем в область периода 1. На рис. 1, а
она имеет вид языка с характерным, очень широким по связи «отростком». Внутри
этой области по-прежнему доминирует осциллятор ван дер Поля, однако его пре-
дельный цикл с ростом величины связи на рис. 1, г немного искажается по форме по
сравнению с рис. 1, б, в, что отвечает более существенному влиянию брюсселятора.

Верхняя граница области периода 1 отвечает условию равенства величины свя-
зи управляющему параметру осциллятора ван дер Поля, µ ≈ λ, так что выше нее этот
осциллятор становится сильно диссипативным, и его колебания оказываются по-
давленными. Возникает режим широкополосной синхронизации с доминированием
брюсселятора. При этом для значений µ > λ наблюдается еще одна система областей
более высоких периодов. Несколько отвечающих ей фазовых портретов показаны на
рис. 1, д, е. Теперь слабо возмущенным выглядит фазовый портрет брюсселятора.
Фазовый портрет осциллятора ван дер Поля, наоборот, становится сильно возму-
щенным и представляет собой двухоборотный предельный цикл на рис. 1, д. При
этом размер предельного цикла осциллятора ван дер Поля резко падает (примерно
в 30 раз при переходе от рис. 1, в к рис. 1, д). Если увеличить теперь частоту осцил-
лятора ван дер Поля (то есть параметр ∆), то можно наблюдать увеличение числа
петель на фазовом портрете осциллятора ван дер Поля на рис. 1, е, что характерно
для динамики ведомого осциллятора. Это подтверждает тот факт, что в этой области
доминирует брюсселятор. Таким образом, в данной системе возможна смена доми-
нирующего осциллятора: в области малых значений связи доминирует осциллятор
ван дер Поля, а больших – брюсселятор.

Описанная картина на качественном уровне в определенной мере укладывает-
ся в ту, которая характерна для неидентичных по управляющим параметрам и пара-
метрам нелинейной диссипации осцилляторов ван дер Поля [17]. Это не удивитель-
но: если системы разнотипны, то, как мы уже отмечали, добиться ситуации с иден-
тичными параметрами можно только каким-то их специальным выбором. Поэтому
режимы широкополосной синхронизации с характерными особенностями устрой-
ства плоскости параметров будут типичными для связанных автоколебательных эле-
ментов разной природы.

Увеличим теперь параметр брюсселятора до значения b = 5, и обратимся к
карте на рис. 2, а. В этом случае брюсселятор еще более возбужден и, соответствен-
но, в поле зрения на карте область гибели колебаний отсутствует. При этом устрой-
ство системы областей, лежащих выше полосы периода 1, существенно усложняется.
Кроме отмеченных при обсуждении рис. 1 циклов периода 2 и 3 появляются циклы
более высоких периодов, примеры которых для осциллятора ван дер Поля даны на
рис. 2, б–г. При этом могут реализоваться как достаточно долгопериодические режи-
мы (например, период 10), так и непериодические режимы. Их появление обусловле-
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Рис. 2. Карта динамических режимов системы (1) для b = 5, λ = 1.5, a = 1.0 (а); фазовые портреты
осциллятора ван дер Поля вдоль маршрута, отмеченного стрелкой на карте (б–д)

но примерным «равноправием» осцилляторов, что приводит к достаточно сложному
устройству и того, и другого аттрактора – оба они заметно возмущают друг друга.
При этом, однако, никакого типичного сценария (удвоения периода, система языков
Арнольда) не наблюдается.

3. Связанные автоколебательные осцилляторы
с разными временными масштабами

Выше был рассмотрен случай, когда второй параметр брюсселятора a = 1.0,
что в соответствии с п. 1 отвечает примерному равенству его собственной частоты
и частоты осциллятора ван дер Поля при ∆ = 0. Если уменьшить этот параметр до
значения a = 0.4, то собственные частоты подсистем будут сильно разнесены. Ча-
стота брюсселятора теперь заметно уменьшилась, так что осциллятор ван дер Поля
относительно него «вращается» быстрее. Этот факт сказывается заметным образом
как на карте режимов, так и на фазовых портретах, показанных на рис. 3. Теперь об-
ласть «гибели колебаний» окружена достаточно широкой полосой режимов, которые
на карте фиксируются как непериодические.

В этой области реализуются весьма характерные фазовые портреты. Изобра-
жающая точка на фазовом портрете осциллятора ван дер Поля быстро вращается
вокруг начала координат и очень медленно приближается к нему (рис. 3, б). Эта
стадия эволюции напоминает режим гибели колебаний. Однако, когда, совершив
большое число оборотов, точка подходит к началу координат, она резко выбрасы-
вается, и затем процесс повторяется. Возникает своего рода режим «пульсирующей
генерации», который иллюстрирует показанная на рис. 4 зависимость от времени
переменной осциллятора ван дер Поля.

Портрет соответствующего режима для брюсселятора представлен слева на
рис. 3, б. Медленное движение брюсселятора происходит в окрестности неподвиж-
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ной точки x0 = a = 0.4 с малой амплитудой |x| ≤ 0.5. Это значит, что брюсселятор
слабо возмущает осциллятор ван дер Поля, который при данной величине параметра
µ оказывается слабо диссипативным (λ < µ). Поэтому он и совершает колебания с
медленно убывающей амплитудой. Когда эта фаза колебаний брюсселятора закан-
чивается, его изображающая точка уходит от x = x0, и начинается быстрая стадия,
которая существенно возмущает осциллятор ван дер Поля.

На рис. 5 показаны трехмерные фазовые портреты осцилляторов, на которых
пара фазовых переменных каждого автономного осциллятора дополнена перемен-
ной другого. Из соответствующего портрета осциллятора ван дер Поля (рис. 5, б)
можно видеть, что режим пульсирующей генерации отвечает (по крайней мере, на
качественном уровне) ситуации разрушения гомоклинической петли [19].

Для более корректной характеристики наблюдаемых режимов на рис. 6 пока-
заны графики зависимости старшего показателя Ляпунова от частотной расстройки
осцилляторов для двух значений связи µ = 1.3 и µ = 1.7. При µ = 1.3 на рис. 6, а
для значений расстройки ∆, отвечающих областям периода 2 и 1, показатель Ляпу-

Рис. 3. Карта динамических режимов системы (1) (а) и характерные фазовые портреты (б–в) брюссе-
лятора (слева) и осциллятора ван дер Поля (справа); b = 3, λ = 1.16, a = 0.4

Рис. 4. Реализации осциллятора ван дер Поля в ре-
жиме «пульсирующей генерации». Параметры от-
вечают рис. 3, б

Рис. 5. Трехмерные фазовые портреты брюсселятора (а) и осциллятора ван дер Поля (б). Значения
параметров отвечают рис. 3, б
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нова отрицателен. При переходе в область непериодического режима показатель Ля-
пунова становится положительным. Таким образом, наблюдаемые непериодические
режимы являются хаотическими. При увеличении связи и приближении к области
гибели колебаний характер зависимости в определенной мере меняется (рис. 6, б).
Теперь на графике имеются выраженные окна хаотических режимов (на рис. 6, б
четко видны три таких окна). Между ними показатель осциллирует, при этом его
средний уровень очень мал, например, в области между первым и вторым хаотиче-
скими «всплесками» составляет примерно 0.003. Таким образом, при приближении
к области гибели колебаний хаос становится слабым.

На рис. 3, а область непериодических режимов и область гибели колебаний на
самом деле разделены узкими полосами режимов разных периодов, что можно ви-
деть на увеличенном фрагменте карты на рис. 7, а. Характер фазовых портретов го-

Рис. 6. Зависимость старшего показателя Ляпунова от частотной расстройки осцилляторов ∆ при
µ = 1.3 (а), µ = 1.7 (б)

Рис. 7. Фрагмент карты динамических режимов рис. 3 (а); характерные фазовые портреты брюссе-
лятора (слева) и осциллятора ван дер Поля (справа) вдоль маршрута, указанного стрелкой на карте
(б–д)
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ворит о доминировании брюсселятора – размер аттрактора осциллятора ван дер Поля
очень мал. При этом он сильно возмущен и сильно трансформируется даже при ма-
лом изменении расстройки. Возникающий при движении по указанному маршруту
хаотический режим отвечает очень слабо выраженной поперечной структуре обо-
их аттракторов, что хорошо видно на нижних фазовых портретах. Таким образом,
это режимы «слабого хаоса», для которых, как мы отмечали, ляпуновский показа-
тель очень мал. Интересно, что переход к хаосу в определенной мере стабилизирует
фазовый портрет осциллятора ван дер Поля, что видно из сравнения рис. 7, г, д и
рис. 7, в – большое количество петель, охватывающих начало координат, исчезает.

Вернемся к карте на рис. 3, а. При малой частотной расстройке ∆ на этой карте
реализуется режим периода 2, фазовый портрет которого приведен на рис. 3, в. Это
и понятно: в этом случае частота брюсселятора примерно в 2 раза меньше частоты
осциллятора ван дер Поля. При уменьшении связи из этого режима возникает режим
периода 4. Увеличенный фрагмент карты в этой области представлен на рис. 8, а.
Фазовые портреты брюсселятора на рис. 8, б–г иллюстрируют удвоения периода с
переходом к хаосу по Фейгенбауму.

Еще ниже на карте рис. 8, а можно видеть систему языков синхронизации
разных периодов. Фазовые портреты брюсселятора и осциллятора ван дер Поля для
режима синхронизации периода 3 показаны на рис. 8, д. В этом случае доминиру-
ет осциллятор ван дер Поля – его фазовый портрет выглядит невозмущенным, но
увеличенный фрагмент орбиты демонстрирует структуру, отвечающую периоду 3.

Рассмотренный в этом разделе случай дает интересный пример взаимодей-
ствия автоколебательных осцилляторов с существенно разными временными мас-
штабами. (Собственная частота осциллятора ван дер Поля примерно в 12 раз больше
собственной частоты брюсселятора, если ∆ ≈ 25, a = 0.4). Отметим, что задачи о
взаимодействии автоколебательных осцилляторов с разными временными масшта-
бами интересны как с «общеколебательной» точки зрения, так важны и для прило-
жений, в частности, в биофизике [20].

Рис. 8. Фрагмент карты динамических режимов рис. 3 (а); характерные фазовые портреты (б–д) брюс-
селятора (левая колонка), в правой колонке показан фазовый портрет осциллятора ван дер Поля для
точки д и его увеличенный фрагмент)
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Заключение

На примере связанных осциллятора ван дер Поля и брюсселятора показано,
что при взаимодействии автоколебательных систем разной природы динамика будет
иметь черты, характерные для связанных систем с неидентичными управляющи-
ми параметрами и параметрами, ответственными за нелинейную диссипацию. При
этом на плоскости параметров частотная расстройка – величина связи основной язык
синхронизации имеет «отросток» в виде сколь угодно широкой полосы по частоте
и конечной ширины по величине связи. Выше этой полосы происходит смена доми-
нирующего осциллятора. При этом возникает система достаточно протяженных по
частоте областей, которые отвечают увеличению числа петель на фазовом портре-
те одного из осцилляторов и, соответственно, разным периодам в сечении Пуанкаре.
Выше этих областей подавленными оказываются колебания обоих осцилляторов. Ес-
ли собственные частоты связывающихся систем существенно различаются, то поло-
са режима основной синхронизации отделена от области гибели колебаний полосой
хаотических режимов. Динамика осциллятора ван дер Поля состоит в этом случае
из стадии медленного приближения к положению равновесия и стадии быстрого
выброса изображающей точки из его окрестности и носит характер «пульсирующей
генерации». Вид аттрактора при этом качественно отвечает ситуации разрушения го-
моклинической петли. С ростом уровня связи наблюдаются режимы «слабого хаоса»
с малыми значениями показателя Ляпунова.

Работа поддержана грантом РФФИ 09-02-00707-а и программой «Развитие
научного потенциала высшей школы» № 2.1.1/1738.
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COUPLED SELF-SUSTAINED OSCILLATORS OF DIFFERENT NATURE
BY EXAMPLE OF VAN DER POL SYSTEM AND BRUSSELATOR

Yu.P. Emelianova, A.P. Kuznetzov

Problem of interaction between self-sustained oscillating systems of different nature
is discussed by an example of coupled brusselator and van der Pol oscillator. Picture of
leading oscillator changing with the growth of coupling parameter is shown. Areas of
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different types of dynamics are indicated in the parameter space. The case of essentially
different eigenfrequencies is discussed.

Keywords: Self-oscillations, coupled oscillators, synchronization, quasiperiodic dynamics.
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