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ОСОБЕННОСТИ СИНХРОНИЗАЦИИ В СИСТЕМЕ
НЕИДЕНТИЧНЫХ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ
ВАН ДЕР ПОЛЯ И ВАН ДЕР ПОЛЯ – ДУФФИНГА.

ШИРОКОПОЛОСНАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ

А.П. Кузнецов, В.И. Паксютов, Ю.П. Роман

Обсуждаются особенности динамики диссипативно связанных осцилляторов ван дер
Поля, неидентичных по параметру, ответственному за бифуркацию Андронова – Хопфа.
Указана возможность режима синхронизации в такой системе, которому отвечает бес-
конечно длинная полоса, разделяющая области гибели колебаний и квазипериодических
режимов. Обсуждаются особенности бифуркационной картины для различных значений
управляющих параметров и для дополнительной нелинейности, введенной по типу ос-
циллятора Дуффинга. Обсуждение сопоставляется с анализом укороченных уравнений.

Введение

Система связанных осцилляторов ван дер Поля является базовой моделью тео-
рии колебаний и привлекает внимание исследователей как с точки зрения развития
теории синхронизации, так и с точки зрения возможных приложений (см., напри-
мер, монографию [1], работы [2–12] и цитированную там литературу). Большинство
работ на эту тему, однако, ограничиваются случаем идентичных параметров осцил-
ляторов, управляющих бифуркацией Андронова – Хопфа. Определенное исключение
составляет недавняя работа [12]. Однако в ней авторы ограничились предположени-
ем о малости параметра, отвечающего за неидентичность осцилляторов, и квазигар-
моническим приближением. Также не была учтена неизохронность осцилляторов,
но именно неизохронность приводит к нормальной форме бифуркации Андронова –
Хопфа, и ее учет представляется важным с точки зрения обобщения результатов [1].
В тоже время компьютерные эксперименты с исходной дифференциальной систе-
мой в случае, когда управляющие параметры могут заметно отличаться, выявляют
интересные особенности динамики [11]. В настоящей работе исследуется устройство
плоскости параметров (частотная расстройка – величина связи) для неидентичных по
управляющему параметру связанных осцилляторов ван дер Поля и ван дер Поля –
Дуффинга.
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Исходная дифференциальная система, описывающая взаимодействие осцилля-
торов указанного типа, имеет вид

d2x

dt2
− (λ1 − x2)

dx

dt
+ x + βx3 + µ(

dx

dt
− dy

dt
) = 0,

d2y

dt2
− (λ2 − y2)

dy

dt
+ (1 + δ)y + βy3 + µ(

dy

dt
− dx

dt
) = 0.

(1)

Здесь λ1 и λ2 – параметры, характеризующие степень превышения над порогом би-
фуркации Андронова – Хопфа в автономных осцилляторах; δ – частотная расстрой-
ка автономного второго осциллятора относительно первого; µ – коэффициент связи.
Параметр β отвечает введению в уравнение ван дер Поля нелинейности по типу ос-
циллятора Дуффинга. В рамках квазигармонического приближения он отвечает за
нелинейность в фазовом уравнении и, соответственно, за неизохронность [1, 13]. В
полной системе уравнений (1) неизохронность возможна и за счет не малых зна-
чений параметров λ1 и λ2. Однако для удобства будем и в этом случае называть
параметр β параметром фазовой нелинейности или неизохронности.

Будем исследовать осцилляторы с диссипативной связью. Одним из интерес-
ных эффектов в такой системе является так называемый эффект «гибели колеба-
ний», который состоит в том, что достаточно сильная связь приводит к ситуации,
когда устойчивым становится тривиальное состояние равновесия и колебания зату-
хают [1, 2]. Обсудим проявления этого эффекта в неидентичных по управляющим
параметрам осцилляторах.

Скажем несколько слов об использованной нормировке. В литературе более
принятым является вариант, когда автономная система ван дер Поля выглядит сле-
дующим образом:

d2x

dt2
− λ(1− x2)

dx

dt
+ x = 0. (2)

В этом случае, однако, в квазигармоническом приближении осциллятор движется
по орбите фиксированного, единичного радиуса. А в рамках нормировки, использо-
ванной в (1), – по орбите радиуса

√
λ. Таким образом, в системе (2), фактически,

исчезает бифуркация Андронова – Хопфа рождения предельного цикла, реализую-
щаяся с ростом λ. Кроме того, исчезает удобная интерпретация для неидентичных
систем, когда радиусы орбит естественным образом связаны с управляющими па-
раметрами по закону корня квадратного. Поэтому будем использовать нормировку,
примененную в системе (1).

1. Устройство плоскости параметров частотная расстройка –
величина связи для неидентичных подсистем.
Возможность широкополосной синхронизации

Представим, прежде всего, результаты компьютерного исследования систе-
мы (1). Эффективным инструментом такого исследования может служить метод
карт динамических режимов, подробно описанный в работах [13, 14]. В его рам-
ках на плоскости параметров (частотная расстройка δ – величина связи µ) чер-
ным и оттенками серого цвета будем обозначать период колебаний системы свя-
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занных осцилляторов. Белый цвет соответствует хаотическим либо квазипериоди-
ческим движениям. Периоды циклов вычислялись с использованием метода сече-
ний Пуанкаре. Для этого определялось количество точек пересечения аттрактора
с выбранной в качестве сечения Пуанкаре секущей поверхностью, которое прини-
малось за период колебательного процесса. При этом учитывались траектории, пе-
ресекающие эту секущую только в одном направлении. Исследуемая система ха-
рактеризуется четырехмерным фазовым пространством (x, ẋ, y, ẏ). Поэтому в ка-
честве сечений Пуанкаре будет выступать трехмерная гиперповерхность, заданная
некоторым дополнительным условием, например, равенством нулю скорости вто-
рого осциллятора ẏ = 0. В этом случае определялось число точек n пересечений
траектории и секущей. Поскольку мы имеем все же систему двух связанных осцил-
ляторов, для повышения информативности метода оказалось полезным построить
еще одно сечение, отвечающее гиперповерхности ẋ = 0, и определить число m
ее пересечений с траекторией. На картах цвет выбран в соответствии с периодом n.
(В альтернативном случае языки син-

Рис. 1. Карта динамических режимов системы (1)
λ1 = λ2 = 1, β = 0

хронизации в области δ > 0 оказались
бы окрашенными в один черный цвет.)
При этом внутри наиболее характерных
языков указано своего рода число вра-
щения m/n, показывающее периоды m
и n, вычисленные с помощью обоих спо-
собов выбора сечений.

На рис. 1 показана полученная та-
ким образом карта динамических режи-
мов на плоскости частотная расстройка
– величина связи для идентичных ос-
цилляторов ван дер Поля (1). На ней видны следующие характерные области:

• основной язык синхронизации, которому отвечает отношение частот осцил-
ляторов 1/1;

• область квазипериодических режимов со встроенной системой высших язы-
ков синхронизации, из которых наиболее характерен язык с числом вращения 1/3;

• область эффекта «гибели колебаний», которой отвечает устойчивость состо-
яния равновесия в начале координат.

Различие значений управляющих параметров λ1 и λ2 связанных осциллято-
ров ван дер Поля приводит к изменению устройства плоскости этих параметров. На
рис. 2 представлена карта динамических режимов для неидентичных подсистем, ко-
гда λ1 = 1.25, λ2 = 1. При этом неидентичность существенна, но не очень велика.
На рис. 2 показаны также фазовые портреты, построенные попарно на плоскостях
(x, ẋ) и (y, ẏ) для нескольких выделенных точек плоскости параметров.

Сравнивая карты режимов на рис. 1 и 2, можно видеть, что они в одном момен-
те существенно отличаются. Граница между областями гибели колебаний и квази-
периодических режимов на рис. 2 является не линией, а представляет собой полосу
конечной ширины по коэффициенту связи λ1 > µ > λ2, безгранично простирающую-
ся в область возрастающей частотной расстройки. Наличие синхронизации системы
при сколь угодно больших значениях расстройки собственных частот осцилляторов
можно назвать «широкополосной синхронизацией».
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Рис. 2. Карта динамических режимов системы (1) при λ1 = 1.25, λ2 = 1, β = 0 и фазовые портреты в
характерных областях плоскости параметров

Если двигаться внутри этой полосы, увеличивая собственную частоту второго
осциллятора, то можно наблюдать синхронные режимы, отличающиеся на фазовых
портретах числом «оборотов» фазовой траектории второго осциллятора, что демон-
стрируют приведенные на рис. 2 фазовые портреты. Соответствующие области на
карте выглядят как «размытые» вершины языков синхронизации (что лучше замет-
но, в первую очередь, для характерного языка синхронизации 1/3).

На рис. 3 приведены карты динамических режимов системы связанных осцил-
ляторов ван дер Поля – Дуффинга, когда управляющий параметр первой системы
возрастает (λ1 = 2, λ1 = 2.5), а второй – остается фиксированным (λ2 = 1, см. рис. 2).
В отличие от рис. 2, осцилляторы уже существенно неидентичны. Как видно из
рис. 3, при увеличении разницы в управляющих параметрах помимо расширения са-
мой «полосы» синхронизации по оси величины связи µ, происходит существенное
расширение областей кратной синхронизации внутри нее. При этом области кратной
синхронизации постепенно заполняют собой большую часть полосы широкополос-
ной синхронизации. Таким образом, замечательная особенность задачи – сохранение
фиксированного числа вращения в очень широком диапазоне частот, превышающем
в разы (и более) ширину соответствующих языков для идентичных подсистем.

В случае заметно отличающихся по параметрам λ1 и λ2 осцилляторов мож-
но дать простое объяснение появления широкополосной синхронизации. Оно суще-
ственно опирается на неидентичность осцилляторов. Действительно, если µ превы-
шает и λ1, и λ2, то оба осциллятора находятся за порогом эффекта «гибели колеба-
ний». В диапазоне же λ1 > µ > λ2 существенно диссипативным оказывается толь-
ко второй осциллятор. При этом можно считать, что первый осциллятор является
«ведущим» и, фактически, возбуждает второй. В этом плане весьма характерны раз-
ные масштабы по осям координат для первого и второго осцилляторов на фазовых
портретах рис. 2.
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Рис. 3. Карты динамических режимов системы (1), построенные для значений параметров λ2 = 1,
β = 0 при λ1 = 2 (а) и λ1 = 2.5 (б)

Для обсуждения вопроса взаимного влияния связанных осцилляторов ван
дер Поля в интересующей нас области параметров рассмотрим систему (1) с «вы-
ключенным» воздействием второго осциллятора на первый

d2x

dt2
− (λ1 − µ− x2)

dx

dt
+ x = 0,

d2y

dt2
− (λ2 − µ− y2)

dy

dt
+ (1 + δ)y = µ

dx

dt
.

(3)

На рис. 4 приводится карта динамических режимов системы (3) для λ1 = 2, λ2 = 1.
Сравнивая полученную карту с картой для случая взаимного воздействия осцилля-
торов (см. рис. 3, а), можно видеть, что образование полосы широкополосной син-
хронизации происходит за счет воздействия первого осциллятора, находящегося за
порогом бифуркации Андронова – Хопфа, на второй, колебания которого без этого
воздействия затухали бы. Размеры и устройство области широкополосной синхро-
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Рис. 4. Карта динамических режимов системы (3), отвечающая «выключенному» воздействию второго
осциллятора на первый при λ2 = 1, λ1 = 2

низации на рис. 3, а и рис. 4 аналогичны. Отличие состоит том, что без взаимного
воздействия осцилляторов гибель колебаний наблюдается в любой точке простран-
ства параметров, в которой λ1 < µ и λ2 < µ. Это имеет простое объяснение: в
отсутствие влияния второго осциллятора на первый, первый осциллятор оказывает-
ся до порога бифуркации Андронова – Хопфа, имеющей место при λ1 − µ = 0, и
его колебания угасают. Второй осциллятор также находится до порога бифуркации
Андронова – Хопфа, поскольку µ > λ1 > λ2, и в отсутствие возбуждения со стороны
первого осциллятора его колебания также угасают.

Проведенное обсуждение, однако, справедливо лишь при заметно отличаю-
щихся λ1 и λ2. Если же эти параметры близки, то оно в чистом виде не применимо.

2. Анализ широкополосной синхронизации с помощью
укороченных уравнений

Интересно выяснить, какие элементы описанной картины можно выявить ме-
тодом медленно меняющихся амплитуд. Для этого, как обычно [1, 13], положим

x =
1
2
(aeit + a∗e−it), y =

1
2
(beit + b∗e−it) (4)

при стандартном дополнительном условии

1
2
(ȧeit + ȧ∗e−it) = 0,

1
2
(ḃeit + ḃ∗e−it) = 0. (5)

После проведенного усреднения получаем уравнения для комплексных амплитуд

da

dt
=
λ1a
2
− |a|2a

8
+

3iβ|a|2a
8

− µ
2
(a− b),

db

dt
=
λ2b
2
− |b|2b

8
+

3iβ|b|2b
8

− µ
2
(b− a) +

iδb
2

.

(6)
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С заменой переменных: τ =
t

2
, z =

a

2
, ω =

b

2
, уравнения (6) приобретают вид

dz

dτ
= λ1z − |z|2z + 3iβ|z|2z + µ(ω− z),

dω
dτ

= λ2ω− |ω|2ω+ 3iβ|ω|2ω+ µ(z − ω) + iδω.

(7)

Полагая z(t) = R(t) exp(i31) и ω(t) = r(t) exp(i32), приходим к уравнениям для
амплитуд осцилляторов R, r и их фаз 31 и 32

dR

dτ
= R(λ1 − µ)−R3 + µr cos(32 − 31),

dr

dτ
= r(λ2 − µ)− r3 + µR cos(31 − 32),

d31

dτ
= 3βR2 +

r

R
µ sin(32 − 31),

d32

dτ
= 3βr2 +

R

r
µ sin(31 − 32)− δ.

(8)

В уравнения для амплитуд входит лишь разность фаз осцилляторов. Поэтому можно
вычесть из первого уравнения для фазы второе уравнение и получить следующие
укороченные уравнения, содержащие относительную фазу осцилляторов ψ=31−32:

dR

dτ
= R(λ1 − µ)−R3 + µr cosψ,

dr

dτ
= r(λ2 − µ)− r3 + µR cosψ,

dψ
dτ

= δ+ 3β(R2 − r2)− µ( r

R
+

R

r
) sinψ.

(9)

Мы получили систему уравнений, аналогичную [1, 2], но с учетом возможной неиден-
тичности системы по управляющим параметрам. Заметим, что при выводе укорочен-
ных уравнений была использована близость частоты колебаний к собственной, но
нигде явным образам не использована малость разницы параметров λ1 и λ2. Таким
образом, при обсуждении можем считать их существенно отличающимися.

Проведем теперь с помощью укороченных уравнений (9) аналитическую оцен-
ку нижней границы области широкополосной синхронизации. Обратимся к стацио-
нарной системе (9)

0 = R(λ1 − µ)−R3 + µr cosψ,

0 = r(λ2 − µ)− r3 + µR cosψ,

δ = 3β(R2 − r2)− µ( r

R
+

R

r
) sinψ.

(10)

Предположим, что на границе области синхронизации слагаемые µR cosψ и µr cosψ
малы. Тогда для установившихся амплитуд предельных циклов осцилляторов имеем
оценки

R ≈ √
λ1 − µ, r ≈ √

λ2 − µ. (11)
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Поскольку подкоренные выражения должны быть неотрицательными, необходимо
выполнение условий (λ1 ≥ µ) и (λ2 ≥ µ). Подставим оценки (11) в третье уравне-
ние (10). Тогда получим

δ = 3β((
√
λ1 − µ)2 − (

√
λ2 − µ)2)− µ(

√
λ2 − µ√
λ1 − µ

+
√
λ1 − µ√
λ2 − µ

) sinψ. (12)

Этому уравнению, как разновидности известного стационарного уравнения Адлера
[1, 13], отвечает граница области синхронизации при условии sinψ = 1. Но тогда
cosψ = 0, и наше предположение о малости отброшенных членов в первых двух
уравнениях (10) оправдано.

Рассмотрим случай отсутствия фазовой нелинейности. Тогда из (12) следует

δ = ±µ(
√
λ2 − µ√
λ1 − µ

+
√
λ1 − µ√
λ2 − µ

). (13)

Функция δ(µ), заданная соотношением (13), определяет границу области синхрони-
зации, которая, в соответствии с рис. 2 и 3, должна превращаться в нижнюю границу
бесконечной полосы синхронизации. Обозначим эту ветвь δ+(µ). Обсудим асимпто-
тические свойства δ+(µ). Пусть λ1 > λ2. Если параметр связи приближается по вели-
чине к значению управляющего параметра второго осциллятора, то (λ2−µ) → 0. Это
означает, что

√
(λ2 − µ)/(λ1 − µ) ¿

√
(λ1 − µ)/(λ2 − µ), а функция δ(µ) стремится

к бесконечности, то есть limµ→λ2 δ+(µ) = ∞. Если обратиться к графику обратной
функции µ = µ(δ), то для нее, таким образом, должно быть µ→ λ2 при δ→∞. Это
и означает, что на плоскости частотная расстройка – величина связи граница области
синхронизации простирается сколь угодно далеко в область больших расстроек.

Функция δ(µ), заданная соотношением (13), определяет нижнюю границу бес-
конечно длинной полосы синхронизации. Верхняя граница этой полосы является
границей области гибели колебаний, когда становится устойчивой тривиальная непо-
движная точка в начале координат. Для аналитической оценки этой границы вос-
пользуемся полученными ранее укороченными уравнениями для системы связанных
осцилляторов ван дер Поля – Дуффинга (7). Проведем линеаризацию системы (7) в
окрестности начала координат

dz

dτ
= λ1z + µ(ω− z),

dω
dτ

= λ2ω− µ(z − ω) + iδω.

(14)

Для исследования устойчивости нулевого положения равновесия полученной линей-
ной системы положим, что

z ∼ sin e(η+iε)t, ω ∼ sin e(η+iε)t, (15)

где η, ε – действительные числа. Для реализации режима гибели колебаний необхо-
димо выполнение условия η < 0. Соответственно на границе области гибели коле-
баний η = 0. Тогда

z ∼ sin eiεt, ω ∼ sin eiεt. (16)
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Подставляя (16) в систему (14), получим соотношение

(iε− λ1 + µ)(iε− λ2 + µ− iδ) = µ2 ⇔

⇔ ε2 + ε(−δ+ i(λ1 + λ2 − 2µ)) + (µ(λ1 + λ2)− λ1λ2 + iδ(µ− λ1)) = 0.
(17)

Обозначим
αx = −δ, αy = λ1 + λ2 − 2µ,

βx = µ(λ1 + λ2)− λ1λ2, βy = δ(µ− λ1).
(18)

Тогда
ε2 + ε(αx + iαy) + (βx + iβy) = 0, (19)

где αx, αy, βx, βy – действительные числа. Поэтому можно разделить уравнение (19)
на действительную и мнимую части: ε2+εαx +βx = 0 и αy +βy = 0. Откуда следует,
что

ε = −βy
αy

,
β2y
α2

y

− βyαx

αy
+ βx = 0. (20)

Подставляя (18) в (20), после некоторых преобразований получаем соотношение,
задающее границу области гибели колебаний и, соответственно, верхнюю границу
полосы синхронизации

δ2 =
(µ(λ1 + λ2)− λ1λ2)(λ1 + λ2 − 2µ)2

(λ1 − µ)(λ2 − µ) . (21)

В частном случае, если λ1 = λ2 = λ, соотношение (21) принимает вид

δ2 = 4λ(2µ− λ), (22)

и область гибели колебаний будет определяться известными [1, 2] неравенствами

λ < µ <
1
2
(λ+

δ2

4λ
). (23)

Исследуя поведение функции δ(µ), заданной соотношением (21), отметим ее асимп-
тотические свойства

limµ→λ1 δ(µ) = ∞, (24)

limµ→∞ δ(µ) = 2
√
µ(λ1 + λ2). (25)

Графики функций δ(µ), заданных соотношениями (13) и (21), представлены на рис. 5.
Внутри области, окрашенной в серый цвет, существует неподвижная точка уравне-
ния Адлера, и соответственно возможна синхронизация осцилляторов. Видим, что
имеется бесконечно длинная по оси расстройки собственных частот полоса в об-
ласти значений параметра связи λ2 < µ < λ1. Таким образом, проведенный анализ
также позволяет продемонстрировать наличие бесконечной по частотной расстройке
полосы синхронизации. Следует, однако, заметить, что он не позволяет диагности-
ровать режимы кратной синхронизации, и, следовательно, речь идет лишь о синхро-
низации типа 1/1. Как мы видели выше, для исходной дифференциальной системы
с ростом разности управляющих параметров бесконечная полоса синхронизации со-
храняется, но режимы типа 1/3, 1/5,... «вытесняют» режим типа 1/1.
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3. Широкополосная синхронизация в системе
с фазовой нелинейностью

Рассмотрим теперь случай, когда в системе присутствует фазовая нелиней-
ность. Интересен вопрос, каким образом фазовая нелинейность влияет на область
широкополосной синхронизации и общее устройство плоскости параметров (рас-
стройка собственных частот – сила связи). Нижнюю границу полосы синхронизации
можно определить из уравнения (12), используя тот факт, что оно является стацио-
нарным уравнением Адлера. Эта граница задается соотношением

δ = ±µ(
√
λ2 − µ√
λ1 − µ

+
√
λ1 − µ√
λ2 − µ

) + 3β((
√
λ1 − µ)2 − (

√
λ2 − µ)2). (26)

График функции δ(µ), заданной соот-

Рис. 5. Область синхронизации 1/1 (выделена се-
рым цветом), построенная аналитически для слу-
чая связанных осцилляторов ван дер Поля. Значе-
ния параметров λ1 = 2, λ2 = 1, β = 0. Пунктир –
граница области синхронизации при наличии фазо-
вой нелинейности β = 1

ношением (26), представлен на рис. 5
штриховой линией. При этом верхняя
граница полосы синхронизации, изоб-
раженная на рис. 5, по-прежнему опре-
деляется соотношением (21), поскольку
оно отвечает линеаризованной системе
и справедливо в независимости от при-
сутствия или отсутствия фазовой нели-
нейности. Можно видеть, что наличие
фазовой нелинейности приводит к сме-
щению языка синхронизации вдоль оси
расстройки собственных частот и не вли-
яет на область широкополосной синхро-
низации в случае больших расстроек.

На рис. 6 изображены получен-
ные в результате компьютерных экспе-
риментов карты динамических режимов
системы связанных осцилляторов ван

дер Поля – Дуффинга для различающихся значений λ1 и λ2 при наличии фазовой
нелинейности в системе. Видно, что язык синхронизации при увеличении параметра
такой нелинейности β сдвигается вправо вдоль оси расстройки собственных частот,
как и предсказывает анализ уравнения Адлера. Однако можно видеть, что фазовая
нелинейность сильно влияет на области кратной синхронизации. Внутри полосы
синхронизации они несколько уменьшаются в размерах, меняют форму, а их частот-
ный порог сильно сдвигается в область больших расстроек (вправо).

На рис. 6, б приведены фазовые портреты в различных точках плоскости па-
раметров. Фазовые портреты построены попарно на плоскостях (x, ẋ) слева и (y, ẏ)
справа для каждой точки плоскости параметров. Двигаясь вдоль полосы синхро-
низации (см. центральный рисунок), можно проследить, как режим синхронизации
типа 1/1 сменяется режимом 1/3. Это происходит за счет появления новых «петель»
у аттрактора. Приведенные фазовые портреты демонстрируют, что образование та-
ких петель на боковой левой и верхней границах области типа 1/3 происходит по-
разному.
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Рис. 6. Карты динамических режимов системы (1) для λ1 = 2, λ2 = 1 при β = 0.5 (а) и β = 1 (б),
а также фазовые портреты системы

Заключение

Таким образом, диссипативно связанные неидентичные по управляющим пара-
метрам осцилляторы ван дер Поля демонстрируют интересные особенности синхро-
низации. На плоскости параметров (частотная расстройка – величина связи) грани-
ца между областями гибели колебаний и квазипериодическими режимами из линии
превращается в полосу конечной ширины по константе связи, простирающуюся в
область очень больших расстроек. При небольшой неидентичности этой полосе от-
вечает, в основном, синхронизация с числом вращения 1/1. Представлены, однако, и
режимы типов 1/3, 1/5 и т.д., аттракторы которых содержат соответствующее число
«петель», а области реализации на плоскости параметров выглядят как «размытые»
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вершины соответствующих языков синхронизации. С ростом неидентичности отве-
чающие этим режимам области существенно расширяются, заполняя, фактически,
всю полосу. В этом случае реализуется режим колебаний, когда один осциллятор за-
метно доминирует над другим. При учете фазовой нелинейности, введенной по типу
осциллятора Дуффинга, области кратной синхронизации уменьшаются в размерах,
их частотный порог смещается в сторону больших расстроек.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 06-02-16773).
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PROPERTIES OF SYNCHRONIZATION IN THE SYSTEM
OF NONIDENTICAL COUPLED VAN DER POL
AND VAN DER POL – DUFFING OSCILLATORS.

BROADBAND SYNCHRONIZATION

A.P. Kuznetsov, V.I. Paksyutov, Yu.P. Roman

The particular properties of dynamics are discussed for the dissipatively coupled van
der Pol oscillators, nonidentical in values of parameters controlling the Hopf bifurcation.
The opportunity of a special synchronization regime in an infinitively long band between
oscillation death and quasiperiodicity areas is shown for such system. The features of
the bifurcation picture are observed for different values of the control parameters and for
the case of additional Duffing type nonlinearity. In discussion a comparison with closed
equation analysis is made.
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CПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ КОЛЕБАНИЙ В СИСТЕМЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ХАОТИЧЕСКИХ АВТОГЕНЕРАТОРОВ

Т.Е. Вадивасова, А.С. Захарова

В статье исследуются спектры колебаний двух взаимодействующих автогенераторов
хаоса и их связь с парциальными коэффициентами эффективной диффузии фазы. Про-
слеживается эволюция спектров и коэффициентов диффузии от несинхронного режима к
режиму синхронизации хаоса. Выявлена аналогия между спектральными характеристи-
ками взаимодействующих генераторов детерминированного хаоса и взаимодействующих
периодических генераторов с шумом.

Введение

Хаотическая автоколебательная система в режиме фазово-когерентного (спи-
рального) хаоса во многом подобна квазигармоническому генератору, содержащему
источники шума [1, 2]. Детальные численные и натурные эксперименты, осуществ-
ленные в последние годы, показали, что скорость расцепления корреляций и спек-
тральные характеристики хаотических колебаний в значительной степени опреде-
ляются коэффициентом эффективной диффузии мгновенной фазы колебаний [3–5].
Спектральная плотность мощности хаотических автоколебаний в режиме спираль-
ного аттрактора имеет характерный максимум на частоте Ω, равной средней частоте
автоколебаний [6]

Ω =< Φ̇(t) >= lim
T→∞

Φ(t0 + T )−Φ(t0)
T

, (1)

где Φ(t) – полная фаза хаотических автоколебаний. В окрестности максимума спектр
имеет форму лоренциана с шириной, равной 2Bэф:

S(ω) =
2CBэф

B2
эф + (ω−Ω)2

, (2)

где C – константа, определяемая дисперсией колебаний, связанной с флуктуациями
фазы.

Ширина основной спектральной линии хаоса является не менее важной ха-
рактеристикой «степени хаотичности», чем сумма положительных показателей Ля-
пунова (энтропия Колмогорова). Так, возможность частотно-фазовой синхронизации
хаотических автогенераторов ограничивается именно шириной спектра. С ростом
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ширины основной спектральной линии эффект синхронизации перестает наблюдать-
ся [6]. Следует отметить, что взаимосвязь показателей Ляпунова со спектрально-
корреляционными свойствами хаоса пока не установлена и, по-видимому, является
достаточно сложной и неоднозначной [4, 7–9].

Рассмотрим взаимодействие генераторов спирального хаоса с различными спек-
тральными характеристиками. В отсутствие связи ширина основной спектральной
линии первого и второго генератора определяется соответствующим коэффициен-
том эффективной диффузии фазы B0

эф1 и B0
эф2, а спектральные максимумы распо-

ложены на частотах Ω0
1 и Ω

0
2. Во взаимодействующих генераторах хаотические ко-

лебания в общем случае будут характеризоваться двумя мгновенными фазами. Со-
ответственно, будем рассматривать парциальные средние частоты Ω1 и Ω2, а также
попытаемся ввести парциальные коэффициенты эффективной диффузии фазы Bэф1

и Bэф2. При достаточно сильной связи наблюдается частотно-фазовая синхрониза-
ция, состоящая в захвате фаз и равенстве (в общем случае – кратности) средних ча-
стот [2,10]. Для основной области синхронизации (соответствующей равенству сред-
них частот) коэффициент диффузии разности фаз ∆Φ(t) = Φ1(t) − Φ2(t) становит-
ся равным нулю. Отсюда следует равенство парциальных коэффициентов диффузии
фазы Bэф1 = Bэф2. Таким образом, в системе связанных генераторов имеются два ка-
чественно различных хаотических режима: синхронный хаос и несинхронный хаос
(тор-хаос). Режим синхронного хаоса характеризуется одним коэффициентом эффек-
тивной диффузии фазы, а режим несинхронного хаоса предполагает существование
двух таких коэффициентов. Очевидно, спектры колебаний в случае синхронного и
несинхронного хаоса должны определенным образом отражать особенности дина-
мики фаз парциальных систем, в частности иметь связь с величинами Bэф1 и Bэф2.

В данной работе исследуются спектры мощности колебаний взаимодействую-
щих автогенераторов фазово-когерентного хаоса, которые не только могут быть рас-
строены по частоте, но также характеризуются различной шириной основной спек-
тральной линии. Цель проводимых численных экспериментов – установить, возмож-
но ли введение парциальных коэффициентов диффузии фазы взаимодействующих
хаотических генераторов (то есть имеет ли место линейный рост дисперсии фазы в
каждом из генераторов) и, если введение таких коэффициентов возможно, проанали-
зировать их связь со спектрами колебаний. Мы также хотим в деталях рассмотреть
особенности поведения спектров мощности колебаний для режима несинхронного
хаоса и на границе фазового захвата. В частности, нас будет интересовать форма и
ширина основных линий в спектрах парциальных генераторов. Кроме того, мы хотим
убедиться в существовании порогового значения параметра связи для синхронизации
хаотических генераторов, которое следует из теоретических представлений [2, 11].

1. Исследуемая модель

В качестве генераторов хаоса были выбраны осцилляторы Ресслера [12]. Ис-
следуемая математическая модель задается уравнениями

ẋ1 = −y1 − z1 + γ(x2 − x1),
ẏ1 = x1 + α1y1,

ż1 = β1 + z1(x1 − µ1), (3)

ẋ2 = −(1− ∆)y2 − z2 + γ(x1 − x2),
ẏ2 = (1− ∆)x2 + α2y2,

ż2 = β2 + z2(x2 − µ2).
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Были выбраны следующие значения параметров: α1 = α2 = β1 = β2 = 0.2,
µ1 = 6.5, µ2 = 4.5. Параметр ∆, управляющий расстройкой базовых частот пар-
циальных осцилляторов, и параметр связи γ менялись в ходе проведения численных
экспериментов.

Рассчитывались мгновенные фазы, коэффициенты эффективной диффузии
мгновенных фаз, средние частоты и спектральные плотности мощности хаотических
колебаний в каждом из генераторов. Мгновенные фазы колебаний парциальных ос-
цилляторов Φ1(t), Φ2(t) вводились как полные углы поворота радиуса-вектора изоб-
ражающей точки в соответствующих плоскостях x1, y1 и x2, y2. Для вычисления
коэффициента эффективной диффузии фазы Φ(t) численно строилась зависимость
дисперсии фазы σ2Φ от времени t и по методу наименьших квадратов находилась ее
линейная аппроксимация: σ2аппр = at+ b. Тогда коэффициент эффективной диффузии
фазы Φ(t) определяется как Bэф = a/2. При расчете спектров использовалось быст-
рое преобразование Фурье с последующим усреднением результатов по ансамблю
независимых массивов данных (обычно не менее 100 усреднений).

2. Анализ спектров в режимах несинхронного и синхронного хаоса

В обоих парциальных осцилляторах Ресслера в отсутствие связи наблюдает-
ся спиральный хаотический аттрактор. В силу расстройки параметров µ1, µ2 хаос в
первой системе более развит, что можно видеть по проекциям аттракторов (рис. 1, а)
и значениям показателей Ляпунова (старшие показатели для невзаимодействующих
осцилляторов имеют следующие значения: λ01 = 0.084 ± 10−3; λ02 = 0.062 ± 10−3).
Кроме того, для каждой из парциальных систем без связи характерен линейный
рост дисперсии фазы, а коэффициенты эффективной диффузии отличаются более
чем на порядок: B0

эф1 = 0.00018 ± 10−5; B0
эф2 = 0.00001 ± 0.5 · 10−5 (рис. 1, б).

Соответствующим образом ведут себя спектры колебаний двух систем (рис. 1, в,г).
Они характеризуются основными спектральными линиями различной ширины. Ос-
новная спектральная линия для каждого из автогенераторов имеет максимум на
средней частоте (соответственно Ω1 или Ω2) и по форме близка к лоренциану с
полушириной на уровне половинной мощности, равной коэффициенту эффективной
диффузии фазы.

Границу области синхронизации парциальных осцилляторов легко определить,
проследив за средними частотами Ω1, Ω2 или их отношением θ = Ω1 : Ω2 (числом
вращения). В основной области синхронизации Ω1 = Ω2 и, соответственно, θ = 1.
Зафиксируем ∆ = 0.02. В этом случае в отсутствие связи (γ = 0) имеется неболь-
шая частотная расстройка парциальных осцилляторов. Средняя частота Ω2 немного
меньше средней частоты Ω1. Введем связь между осцилляторами и будем ее увели-
чивать. Расчеты показывают, что граница фазового захвата соответствует параметру
связи γкр ≈ 0.0095± 10−4. При γ > γкр средние частоты парциальных систем равны
(с точностью 10−8).

Рассмотрим, каким будет характер роста дисперсий фазы в области несин-
хронного хаоса (тор-хаоса). Результаты, полученные при ∆ = 0.02, γ = 0.008, пред-
ставлены на рис. 2. На фоне линейного роста дисперсии фазы в обоих генераторах
возникают медленные затухающие осцилляции (рис. 2, а). Их частота соответствует
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Рис. 1. Характеристики колебаний в случае двух
невзаимодействующих генераторов: а – (x, y)-
проекции аттракторов первого (слева) и второго
(справа) генераторов; б – зависимости от време-
ни дисперсии мгновенной фазы колебаний для
первого (кривая 1) и второго (кривая 2) гене-
раторов и их линейные аппроксимации (штри-
ховые линии); в, г – фрагменты нормирован-
ных спектров мощности колебаний x1(t) и x2(t)
и соответствующие аппроксимации основной
спектральной линии по формуле (2) (штриховые
линии)

разностной частоте δΩ = Ω1 − Ω2. Однако в целом линейный рост сохраняется и
можно ввести коэффициенты Bэф1 и Bэф2: Bэф1 = 0.00014, Bэф2 = 0.00022. Можно
заметить также, что соотношение между коэффициентами диффузии заметно ме-
няется. Спектр автоколебаний каждого из генераторов имеет основную спектраль-
ную линию в форме лоренциана, полуширина которого по-прежнему определяется
парциальным коэффициентом диффузии фазы данного генератора, а максимум со-
ответствует средней частоте колебаний. Кроме того, в спектре присутствует другая
спектральная линия с максимумом на средней частоте второго генератора. Шири-
на этой линии определяется вторым коэффициентом диффузии фазы (рис. 2, б,в).
Имеются также спектральные линии на комбинационных частотах. Таким образом,
режим несинхронного хаоса подобен режиму биений в двух взаимодействующих за-
шумленных квазигармонических генераторах, и название «тор-хаос» в этом смысле
вполне оправданно.
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Рис. 2. Характеристики колебаний x1(t) и x2(t)
в системе (3) при ∆ = 0.02, γ = 0.008 (ре-
жим несинхронного хаоса): а – зависимости от
времени дисперсии мгновенной фазы колебаний
для первого (кривая 1) и второго (кривая 2) ге-
нераторов и их линейные аппроксимации (штри-
ховые линии); б, в – фрагменты нормированных
спектров мощности соответственно для перво-
го и второго автогенераторов и аппроксимации
спектральных линий на средних частотах гене-
раторов по формуле (2) (штриховые линии)

Рис. 3. Характеристики колебаний на границе
области синхронизации при ∆=0.02, γ=0.009:
а – зависимости дисперсии мгновенной фазы ко-
лебаний хаотических колебаний первого (кри-
вая 1) и второго (кривая 2) осцилляторов от вре-
мени и их линейные аппроксимации (штрихо-
вые линии); б, в – фрагменты нормированных
спектров мощности колебаний x1(t) и x2(t), со-
ответственно, и аппроксимация основной спек-
тральной линии по формуле (2) (штриховые
линии)

Исследуем характер роста дисперсии фазы и вид спектров колебаний на гра-
нице области синхронизации (γ = 0.009), где значения коэффициентов Bэф1 и Bэф2

значительно возрастают. Для каждого генератора дисперсия мгновенной фазы рас-
тет во времени почти линейно, а парциальные коэффициенты диффузии фазы су-
щественно различны: Bэф1 = 0.00032, Bэф2 = 0.00118 (рис. 3, a). Различие Bэф1
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и Bэф2 означает, что фазовый захват еще не произошел. Однако в спектрах обоих
генераторов главный максимум расположен на одной и той же частоте, которая с
точностью до численной ошибки совпадает со средней частотой первого генерато-
ра Ω1 = 1.0582 ± 10−4 (рис.3, б,в). То есть в первом генераторе средняя частота
совпадает с частотой основного максимума, а во втором – не совпадает. Таким об-
разом, совпадение частот главных максимумов в спектрах парциальных колебаний
еще не означает синхронизации, и в этом смысле расчет средних частот дает пра-
вильный результат. Кроме главного максимума в спектрах обоих генераторов при-
сутствует еще один максимум. Он соответствует средней частоте второго генератора
Ω2 = 1.0565±10−4 (рис. 3, б,в). То, что этот максимум в спектре второго генератора
не является главным, легко объяснить. Хотя связь симметричная, но интенсивность
колебаний в первом генераторе больше, следовательно, воздействие первого гене-
ратора на второй более существенно, чем второго на первый. Спектральная линия
с максимумом на частоте Ω2 является широкой и образует пьедестал для основной
линии. Поскольку ее форма отлична от лоренцевой (она несимметрична относитель-
но Ω2 и различается для двух генераторов), то связать ее ширину с коэффициентом
Bэф2 не удается. Однако, по-видимому, именно образованный этой линией широкий
пьедестал связан с более сильной диффузией фазы во втором генераторе. В целом
же спектры колебаний для данного режима шире, чем для синхронных или несин-
хронных режимов при удалении от границы.

В области фазового захвата диффузия разности фаз ∆Φ(t) = Φ1(t) − Φ2(t)
должна быть равна нулю. Это очевидный факт, поскольку захват «строгий» (на сколь
угодно больших временах). Отсюда следует равенство Bэф1 = Bэф2 (см. рис 4, а, где
Bэф1 = Bэф2 = 0.000026). Фрагменты спектров колебаний x1(t) и x2(t) приведены на
рис. 4, б,в. Основной максимум в спектрах колебаний обоих генераторов расположен
на одной и той же частоте Ω = Ω1 = Ω2, а спектральные линии имеют одну и ту же
лоренцеву форму с шириной 2Bэф.

Рис. 4. Характеристики колебаний в области
синхронизации при ∆ = 0.02, γ = 0.012:
а – зависимости дисперсии мгновенной фазы ха-
отических колебаний первого (серые точки 1)
и второго (светло-серые точки 2) осциллято-
ров от времени и их линейные аппроксимации
(штриховые линии); б, в – фрагменты нормиро-
ванных спектров мощности колебаний x1(t) и
x2(t), соответственно, и аппроксимация основ-
ной спектральной линии по формуле (2) (штри-
ховые линии)
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3. Зависимость парциальных коэффициентов диффузии фазы и
коэффициента диффузии разности фаз от параметра связи

Рассмотрим, как зависят парциальные коэффициенты диффузии фазы Bэф1,
Bэф2 и коэффициент диффузии разности фаз Bэф12 от параметра связи γ при фикси-
рованном значении расстройки ∆ = 0.02 (рис. 5, а). В области несинхронного хаоса
значения коэффициентов Bэф1 и Bэф2 не просто сближаются при усилении связи,
но, начиная с некоторого значения γ, выстраиваются в другом порядке: коэффициент
Bэф2 становится больше, чем Bэф1. Впрочем, какой из двух коэффициентов будет
больше вблизи границы синхронизации, зависит от расстройки. На самой границе
синхронизации имеет место резкий скачек коэффициентов диффузии фазы в обе-
их парциальных системах, но особенно во второй. Причина роста коэффициентов
диффузии фазы на границе фазового захвата нам пока не совсем понятна. Можно
отметить, что данный эффект типичен и для других задач взаимной и вынужденной
синхронизации, например для синхронизации зашумленных автоколебаний. Значе-
ние Bэф12 в области несинхронного хаоса меняется слабо и немонотонно. Вблизи
границы синхронизации имеет место заметный рост Bэф12. При переходе в область
фазового захвата численно полученные значения Bэф12 резко (на несколько поряд-
ков) уменьшаются, а значения парциальных коэффициентов диффузии фазы, как уже
отмечалось, становятся равными: Bэф1 = Bэф2 = Bэф. Таким образом, по поведению
коэффициентов Bэф1, Bэф2 и Bэф12 легко определить границу фазового захвата. Как
показывают проведенные вычисления, она совпадает с границей γкр ≈ 0.0095±10−4,
определенной по числу вращения (пунктирная линия на рис. 5, а) В области синхро-
низации коэффициент эффективной диффузии фазы Bэф синхронных автоколебаний
убывает с удалением от границы и становится ближе к наименьшему из двух коэф-
фициентов B0

эф1 и B0
эф2, соответствующих невзаимодействующим генераторам. Для

сравнения на рис. 5, а штрихпунктирной линией показано среднее арифметическое
значение для B0

эф1 и B0
эф2. Однако при изменении параметра связи в широких пре-

делах характер синхронного хаоса может существенно меняться, что приводит к
сильным колебаниям значений Bэф.

Теперь выберем значение расстройки ∆ таким образом, чтобы базовые
(и, соответственно, средние) частоты невзаимодействующих генераторов, несмот-

Рис. 5. Зависимости парциальных коэффициентов эффективной диффузии фаз Bэф1, Bэф2 (кривые 1
и 2) и коэффициента эффективной диффузии разности фаз Bэф12 (кривая 3) от параметра связи γ:
а – при ∆ = 0.02 (средние частоты невзаимодействующих генераторов различны); б – при ∆ = 0.095
(средние частоты невзаимодействующих генераторов одинаковы). Горизонтальная штрихпунктирная
линия соответствует среднему арифметическому (B0

эф1 + B0
эф2)/2. Вертикальной пунктирной линией

на рис. (а) отмечена граница фазового захвата, установленная по числу вращения
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ря на различную степень их хаотичности, были бы равны. Такое равенство (с точ-
ностью до 10−4) имеет место при ∆ = 0.0095. В соответствии с теорией [2, 11]
захват фаз хаотических автогенераторов даже в случае одинаковых средних частот
происходит при конечном значении коэффициента связи, то есть существует неко-
торый порог γmin. При γ < γmin синхронизация невозможна и коэффициент Bэф12

отличен от нуля. На рис. 5, б приведены полученные для этого случая зависимо-
сти Bэф1, Bэф2 и Bэф12 от параметра γ. Для большей наглядности значения γ, как
и значения коэффициентов диффузии фаз, даны в логарифмическом масштабе. По
приведенным зависимостям действительно можно сделать вывод о существовании
порога синхронизации. Для исследуемого случая γmin ≈ 0.001. В целом полученные
графики подобны представленным на рис. 5, а, хотя некоторые детали поведения ко-
эффициентов Bэф1, Bэф2 и Bэф12 в области несинхронного хаоса различаются. Так,
коэффициент Bэф1 всюду в области несинхронного хаоса больше, чем Bэф2, а Bэф12

монотонно убывает. Величина коэффициента диффузии фазы синхронных автоколе-
баний Bэф для различных значений параметра связи сильно изменяется, но всюду,
где были проведены вычисления, остается на порядок меньше, чемB0

эф1. Как следует
из теории [2] и проведенных численных расчетов, порог синхронизации существует
и при взаимодействии совершенно идентичных хаотических генераторов. Так, при
µ1 = µ2 = 6.5, ∆ = 0 нами было получено пороговое значение γmin ≈ 0.002, что
даже больше, чем в рассмотренном выше случае, когда хаос во втором генераторе
является менее развитым (µ2 = 4.5). Можно предположить, что высота порога свя-
зана с коэффициентами эффективной диффузии фазы хаотических генераторов B0

эф1

и B0
эф2. Однако пока данный вопрос нами не рассматривался. Ответ на него требует

проведения специальных исследований.

Заключение

Полученные результаты показывают, что при взаимодействии двух автогене-
раторов спирального хаоса, так же как и в отдельно взятом генераторе, коэффициент
эффективной диффузии фазы определяет ширину основной спектральной линии в
каждой из двух парциальных систем. Режим несинхронного хаоса (за исключением
близкой окрестности границы синхронизации) подобен квазипериодическим колеба-
ниям взаимодействующих периодических генераторов с источниками шума. В спек-
трах имеются две независимые линии конечной ширины, причем ширина линий
определяется парциальными коэффициентами диффузии. На границе синхронизации
из-за сильного взаимного влияния парциальных систем наблюдается более сложная
связь коэффициетов диффузии фазы со спектрами колебаний. Хотя дисперсия фазы
в каждом из генераторов растет во времени почти линейно, форма основной спек-
тральной линии отличается от лоренциана. Оба парциальных коэффициента диффу-
зии фазы при приближении к границе синхронизации существенно возрастают.

Синхронный хаос является фазово-когерентным, так же как хаос в невзаимо-
действующих генераторах. Парциальные колебания имеют один и тот же коэффи-
циент диффузии фазы, что является следствием фазового захвата. С точки зрения
эволюции спектров синхронизация хаоса проявляется не только в захвате средних
частот, но и в установлении одной и той же ширины спектральных линий обоих ав-
тогенераторов. Подобно эффективной синхронизации шумящих генераторов [13–15],
синхронизация хаотических генераторов имеет порог по параметру связи, который
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зависит от коэффициентов диффузии фазы взаимодействующих генераторов. Однако
при синхронизации детерминированного хаоса диффузия разности фаз подавляется
полностью, что невозможно в стохастических системах.

Для рассмотренного типа связи синхронный хаотический режим вблизи гра-
ницы своего возникновения характеризуется небольшим значением коэффициента
диффузии фазы. В наших расчетах он был на порядок меньше, чем наибольший
из двух коэффициентов диффузии невзаимодействующих генераторов. То есть вза-
имная синхронизация двух хаотических генераторов приводит к упорядочиванию
фазовой динамики и более медленному перемешиванию.

Данная работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки
РФ в рамках программы «Развитие научного потенциала высшей школы» (НОЦ
СГУ) и гранта Президента РФ (НШ-4319.2006.2).
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SPECTRAL ANALYSIS OF OSCILLATIONS IN THE SYSTEM
OF COUPLED CHAOTIC SELF-SUSTAINED OSCILLATORS

T.E. Vadivasova, A.S. Zakharova

Spectra of oscillations in the system of two coupled self-sustained chaotic oscillators
are investigated in present work. The relation between spectra and partial effective phase
diffusion coefficients is determined. We follow the evolution of spectra and diffusion
coefficients from the asynchronous regime to the regime of synchronous chaos. The
analogy between spectral characteristics of coupled chaotic oscillators and noisy coupled
periodic oscillators is drawn.
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ВЫДЕЛЕНИЕ НЕУСТОЙЧИВЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЙ

ДИНАМИКИ ПРОСТРАНСТВЕННО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ
ХАОТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

А.А. Короновский, А.Е. Храмов

В работе предложен метод выделения неустойчивых периодических пространственно-
временных состояний хаотической динамики пространственно распределенных систем,
аналогичных неустойчивым орбитам хаотических аттракторов систем с малым числом
степеней свободы. Предложенный метод применен к анализу пространственно-временного
хаоса в пучково-плазменной системе со сложным поведением – гидродинамической мо-
дели диода Пирса.

При исследовании сложной динамики хаотических систем с малым числом
степеней свободы одной из важных характеристик оказываются наборы неустойчи-
вых периодических орбит, встроенных в хаотический аттрактор. Неустойчивые пе-
риодические орбиты (НПО) представляют собой седловые периодические решения
уравнений, описывающих исследуемую динамическую систему. Интерес к НПО хао-
тических аттракторов определяется, во-первых, тем, что набор НПО является важной
характеристикой динамической системы, позволяя сделать выводы о сложности хао-
тического режима [1–3]. Во-вторых, особенности динамики связанных хаотических
систем в терминах неустойчивых периодических орбит часто используются для объ-
яснения особенностей различных типов хаотической синхронизации, в частности,
полной [4], фазовой синхронизации [5], синхронизации временных масштабов [23].
В-третьих, знание НПО имеет большое прикладное значение в задачах управления
хаосом, под которым понимаются методы стабилизации НПО малыми воздействия-
ми на систему с помощью различных типов обратной связи. В частности, в методе
непрерывной обратной связи [7], наиболее часто используемом на практике, для
такой стабилизации необходимо знать траекторию в фазовом пространстве, соответ-
ствующую НПО. Для нахождения НПО используется либо метод построения распре-
деления времен возврата [8], либо метод, предложенный P. Schmelcher и F. Diakonos
(SD-метод) [9, 10].

В пространственно распределенных хаотических системах аналогом НПО яв-
ляются неустойчивые периодические пространственно-временные состояния
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(НППВС) [11–14], которые также могут быть использованы для управления хаоти-
ческой динамикой распределенных систем. Так, в работах [12, 14, 15] исследовалось
управление сложной хаотической динамикой распределенных пучково-плазменных
систем путем стабилизации НППВС. В [12, 14, 16] для нахождения НППВС моде-
ли хаотической пучково-плазменной системы (диод Пирса в режиме с образованием
виртуального катода и полного прохождения электронов) был использован метод по-
строения распределений времен возврата, аналогичный соответствующему методу
для систем с малым числом степеней свободы [8], однако такой подход недоста-
точно точен и требует больших численных затрат для построения соответствующих
распределений.

В данной работе мы предлагаем использовать для выделения НППВС SD-
метод [9, 10], адаптированный для анализа распределенной системы. В качестве ис-
следуемой модели рассмотрим гидродинамическую модель диода Пирса, которая
является одной из эталонных моделей с хаотической динамикой [17–21].

Динамика электронного потока в диоде Пирса в рамках гидродинамического
приближения описывается самосогласованной системой уравнений движения, непре-
рывности и уравнения Пуассона относительно безразмерных переменных [17]

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= −∂3

∂x
,

∂ρ
∂t

+ v
∂ρ
∂x

+ ρ
∂v

∂x
= 0,

∂23
∂x2

= α2(ρ− 1) (1)

с граничными условиями: v(0, t) = 1, ρ(0, t) = 1, 3(0, t) = 3(1, t) = 0. В уравнениях
(1) гидродинамической теории диода Пирса использованы безразмерные перемен-
ные: потенциал поля пространственного заряда 3, плотность ρ, скорость электрон-
ного потока v, координата x и время t, которые связаны с размерными переменными
соотношениями 3′ = (v2

0/η)3, ρ
′ = ρ0ρ, v′ = v0v, x′ = Lx, t′ = (L/v0)t, где штрихом

обозначены размерные величины, η – удельный заряд электрона; α – параметр Пир-
са, имеющий смысл относительного угла пролета электронов по плазменной частоте
ωp (подробнее см. [17]).

Рассмотрим процедуру выделения НППВС с помощью SD-метода примени-
тельно к распределенной системе.

На первом этапе исследования восстанавливается вектор состояния R систе-
мы в фазовом пространстве. Известно [17–20], что размерность N фазового про-
странства хаотических колебаний в диоде Пирса может быть приближенно оценена
как N = 3, что косвенно подтверждается расчетом размерности аттракторов [19] и
построением конечномерной модели методом Галеркина [21]. В качестве вектора со-
стояния в данном случае использовался вектор, составленный из значений плотности
пространственного заряда, снимаемых из различных точек пространства взаимодей-
ствия: R(t) = {ρ(x = 0.25, t), ρ(x = 0.5, t), ρ(x = 0.75, t)}Т.

Важным моментом здесь является однозначное соответствие между восстанов-
ленным вектором R(t0) в конечномерном фазовом пространстве и пространствен-
ным состоянием распределенной системы U(t0) = 〈ρ(x, t0), v(x, t0), 3(x, t0)〉Т в
произвольный момент времени t = t0. Для анализа такого соответствия в работе
использовался метод ближайших соседей [22], с помощью которого было показа-
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но, что расстояние d(R1,R2) = ||R1 −R2|| между двумя векторами R1 = R(t1) и
R2 = R(t2) в моменты времени t1 и t2 близко к нулю только тогда, когда расстояние
между двумя пространственными состояниями

S(U(t1),U(t2)) =




1∫

0

‖U(x, t1)−U(x, t2)‖2 dx




1/2

(2)

также близко к нулю. Здесь || · || суть Евклидова норма в пространстве Rn. Согласно
методу ближайших соседей это означает однозначное соответствие между состоя-
нием исходной распределенной системы U(x, t) и восстановленным вектором R(t),
поэтому мы можем использовать восстановленный аттрактор в конечномерном фа-
зовом пространстве для нахождения НППВС с помощью SD-метода.

Далее для нахождения неустойчивой орбиты и соответствующего ей неустой-
чивого периодического пространственно-временного состояния в восстановленном
фазовом пространстве выбирается некоторая произвольная плоскость (в данном слу-
чае ρ(x = 0.25, t) = 1.0), которая рассматривается как плоскость сечения Пуанкаре.
Обозначим состояние системы, соответствующее моменту n-го пересечения фазовой
траекторией выбранного сечения Пуанкаре, как Rn (отметим, что данное пересече-
ние происходит в некоторый момент времени tn). Тогда описание поведения системы
можно свести к дискретному отображению вида

Rn+1 = G(Rn), (3)

где G(·) – оператор эволюции. Очевидно, что аналитическое выражение для опера-
тора G найти невозможно, однако, численно интегрируя исходную систему гидро-
динамических уравнений (1), возможно найти последовательность значений {R}n,
получающуюся из отображения (3).

SD-метод для нахождения неустойчивых периодических орбит предполагает
исследование модифицированной модели распределенной системы, которая описы-
валась бы следующим отображением [10]:

Rn+1 = Rn + λC [G(Rn)−Rn] . (4)

В работах [9, 10] строго показано, что подобная модифицированная система в слу-
чае анализа дискретных систем и систем с малым числом степеней свободы поз-
воляет эффективно стабилизировать неустойчивые периодические орбиты исходной
системы, которые в случае модифицированной системы (4) из седловых становятся
устойчивыми по всем направлениям. Применение SD-метода к анализу распределен-
ной системы также оказывается эффективным для выделения НППВС.

В уравнении (4) λ = 0.1 – константа метода и C – матрица, которая была
выбрана, следуя работе [10]

C =
(

1 0
0 1

)
. (5)
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Модифицированное отображение (4) позволяет определить только неустойчи-
вое периодическое состояние наинизшего периода T1, которому соответствует един-
ственное прохождение системой за период T1 выбранного сечения Пуанкаре. Для
нахождения неустойчивых периодических состояний с периодом Tp более высоко-
го порядка, которые характеризуются прохождением фазовой траекторией сечения
Пуанкаре p раз за период Tp, необходимо рассматривать модифицированное отобра-
жение вида

Rn+1 = Rn + λC [Gp(Rn)−Rn] , (6)

где Gp(·) – p раз проитерированное отображение G(·) (то есть при численном ре-
шении исходной системы гидродинамических уравнений и восстановлении отобра-
жения (6) следует рассматривать только каждое p-е пересечение фазовой траектории
плоскости сечения Пуанкаре, где p – очевидно, целое.

Таким образом, численно итерируя отображение (6) при различных значениях
p, удается найти неустойчивые периодические пространственно-временные состоя-
ния, которые в модифицированной системе, описываемой отображением (6), оказы-
ваются устойчивыми. Поэтому результатом интегрирования модифицированной си-
стемы (которая представляет собой систему гидродинамических уравнений с учетом
отображения (6)) оказывается периодическое решение, соответствующее неустойчи-
вому периодическому состоянию в исходной системе.

При численном интегрировании модифицированной системы возникает един-
ственная сложность, определяемая тем, что при нахождении состояния Rn+1 в мо-
мент времени tn+1 в соответствии с формулой (6) известны только координаты этого
состояния в сечении Пуанкаре, но не определены соответствующие ему простран-
ственные распределения плотности пространственного заряда ρ(x, tn+1), скорости
v(x, tn+1) электронного потока и потенциала 3(x, tn+1). Для нахождения данных
пространственных распределений была использована следующая процедура. Систе-
ма гидродинамических уравнений, описывающая диод Пирса, интегрировалась до
тех пор, пока некоторое состояние Rs системы не совпадало с искомым состоянием
Rn+1 с некоторой заданной точностью: ||Rn+1 −Rs|| < δ = 10−3. При выполнении
данного условия пространственные распределения, соответствующие состояниюRs,
принимались за пространственные распределения состояния Rn+1 и далее делалась
очередная итерация в соответствии с формулой (6).

Обратимся к результатам выделения неустойчивых пространственно-времен-
ных состояний хаотической динамики диода Пирса SD-методом. На рис. 1, a показа-
на пространственно-временная динамика плотности пространственного заряда пучка
в диоде Пирса в режиме развитых хаотических колебаний при α = 2.858π. Как по-
казало исследование неустойчивых пространственно-временных состояний, модифи-
цированная процедура SD-метода применительно к распределенной системе оказы-
вается сходящейся и позволяет находить искомые периодические пространственно-
временные состояния. Сходимость процедуры иллюстрирует рис. 1, б, на котором
показана зависимость значений плотности пространственного заряда ρn(x = 0.75)
в момент прохождения изображающей точкой в фазовом пространстве сечения Пу-
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Рис. 1. а – Пространственно-временное распределение плотности пространственного заряда ρ(x, t) в
исследуемом режиме колебаний при α = 2.858π, когда в диоде Пирса наблюдается пространственно-
временной хаос. б – Зависимость значений плотности пространственного заряда ρ в момент прохожде-
ния изображающей точкой в псевдофазовом пространстве сечения Пуанкаре от номера итерации SD-
метода при выделении орбиты первого порядка (p = 1, период T = 4.2). Параметр Пирса α = 2.858π

анкаре от номера n итерации SD-метода при выделении неустойчивого состояния
первого порядка (p = 1). Хорошо видно, что итерационный процесс SD-метода схо-
дится к определенному значению, соответствующему неустойчивому периодическо-
му во времени пространственно-временному состоянию системы.

На рис. 2 показаны пространственно-временные распределения плотности про-
странственного заряда ρT (t), соответствующие НППВС с различными порядками p

(и, соответственно, периодами T ), выделенные SD-методом. Отметим, что получен-
ные пространственно-временные распределения находятся в очень хорошем соот-
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Рис. 2. Пространственно-временные распределения плотности пространственного заряда ρ(x, t)
электронного пучка, соответствующие различным неустойчивым периодическим пространственно-
временны́м состояниям при α = 2.858π, выделенным SD-методом: а – T = 4.2 (p = 1), б – T = 16.9
(p = 3), в – T = 18.9 (p = 4)

ветствии с распределениями неустойчивых состояний, найденными в работах [11]
из анализа распределений времен возврата.

Работа поддержана Российским Фондом Фундаментальных Исследований
(проекты 05–02–16273 и 06–02–81013), Президентской программой поддержки
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DETECTION OF UNSTABLE PERIODICAL
SPATIO-TEMPORAL STATES OF SPATIAL

EXTENDED CHAOTIC SYSTEMS DYNAMICS

A.A. Koronovskii, A.E. Hramov

The method of detection of the unstable periodic spatio-temporal states of spatial
extended chaotic systems dynamics is proposed. The application of this method is illustrated
by the consideration of the fluid model of Pierce diode which is one of the base system of
plasma physics and of microwave electronics.
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ПРИМЕНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОГО ВЕЙВЛЕТ–ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ДЛЯ АНАЛИЗА ПЕРЕМЕЖАЮЩЕГОСЯ ПОВЕДЕНИЯ

А.А. Короновский, И.М. Минюхин, А.А. Тыщенко, А.Е. Храмов,
И.С. Мидзяновcкая, Е.Ю. Ситникова, G. van Luijtelaar, C.M. van Rijn

В данной работе предлагается эффективный метод анализа сигналов при помощи
непрерывного вейвлет-преобразования. Рассматривается применение данного метода для
определения длительности ламинарных и турбулентных фаз движения для перемежаю-
щегося поведения различных типов, включая анализ временных рядов, порожденных
живыми системами. Показано, что предложенный метод обладает высокой устойчиво-
стью к шумам и флуктуациям, искажающим исходную временную реализацию.

Введение. Обсуждение проблемы

Многие процессы в природе и физике носят перемежающийся характер. В част-
ности, в гидродинамике в ряде случаев при больших числах Рейнольдса можно
наблюдать перемежающуюся структуру течения [1]. Перемежаемость является од-
ним из классических сценариев перехода от периодических колебаний к хаотиче-
ским [1, 2]. При этом сигнал представляет собой последовательность чередующихся
регулярных (ламинарных) фаз и нерегулярных всплесков (турбулентные фазы). Чис-
ло нерегулярных всплесков нарастает при увеличении управляющего параметра до
тех пор, пока движение в системе полностью не хаотизируется. Перемежающееся
поведение наблюдается вблизи границы возникновения режимов хаотической син-
хронизации связанных осцилляторов [3–5]; чередование судорожной активности и
«нормального» функционирования мозга у животных, генетически предрасположен-
ных к абсанс эпилепсии, также представляет собой перемежаемость [6]. Существует
определенная классификация перемежающегося поведения, в частности, выделяют
перемежаемость типа I-III [7, 8], on–off перемежаемость [9], перемежаемость типа
«игольное ушко» [10].

При исследовании перемежаемости важной проблемой является задача о вы-
делении в сигналах временных интервалов, соответствующих различным типам ди-
намики систем, демонстрирующих перемежающееся поведение (задача о диагности-
ке ламинарных и турбулентных фаз). Как правило, участки временной реализации,
на которых наблюдается поведение, близкое к регулярному (так называемые лами-
нарные фазы), выделяются легче, нежели участки с нерегулярным (турбулентным)
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поведением. Классическими методами выделения регулярных фаз движения явля-
ются методы, основанные на анализе «текущего» периода колебаний или амплитуды
системы. Первый метод может работать лишь тогда, когда ламинарная фаза пред-
ставляет сигнал, очень близкий к строго регулярному, что имеет место далеко не
всегда. Второй метод может быть применен только в том случае, когда турбулентная
фаза характеризуется существенно большей амплитудой колебаний по сравнению
с ламинарной фазой. В этом случае обычно поступают следующим образом: для
наблюдаемой величины задается определенное пороговое значение ∆ и пока состо-
яние системы характеризуется значением, по абсолютной величине превышающим
этот порог, считается, что в системе реализуется турбулентная фаза, а когда значе-
ние, описывающее состояние системы, оказывается ниже порогового – ламинарная.
Подобный подход применялся, например, при анализе перемежающегося поведения
на границе синхронизации с запаздыванием (см., например, [11]). В этом случае
анализируемый сигнал u(t) представлял собой разность состояний двух взаимодей-
ствующих систем, сдвинутых друг относительно друга на время запаздывания τ:
u(t) = x1(t) − x2(t − τ). В те моменты времени, когда поведение систем было син-
хронизовано, величина u(t) была близка к нулю (ламинарная фаза), а когда синхро-
низация разрушалась (турбулентная фаза), величина u(t) изменялась в достаточно
широких пределах. Однако в данном случае недостаток метода заключается в том,
что в течение турбулентной фазы движения величина u(t) может пересекать нулевое
значение, то есть оказываться как выше, так и ниже порога ∆. В свою очередь, это
приводит к погрешности выделения турбулентных фаз, так как каждая турбулентная
фаза оказывается разделенной на несколько частей и, плюс ко всему, появляются
ошибочно диагностированные короткие ламинарные фазы. Таким образом, получа-
ется погрешность при анализе статистических свойств перемежающегося поведения
(определение средней длительности, законов распределения ламинарных и турбу-
лентных фаз).

В работе [12] для исследования перемежающегося поведения предлагалось
использовать непрерывное вейвлет-преобразование, которое является эффективным
средством анализа временных реализаций, характеристики которых изменяются с
течением времени [13–15]. Метод, предложенный в [12], хорошо работает только
если поведение системы в ламинарной фазе является регулярным и имеет одну и
ту же структуру в любой момент времени ламинарной фазы системы. Суть метода
заключается в следующем: определяется число максимумов вейвлет-поверхности в
каждый момент времени t, и интервалы времени, в течение которых число макси-
мумов на вейвлет-поверхности не изменяется, считаются ламинарными фазами, а
другие, соответственно, – турбулентными. Однако данный метод оказывается непри-
менимым для систем, у которых амплитуда сигнала изменяется в широком диапа-
зоне, а ламинарная фаза непериодична (в этом случае число максимумов в течение
ламинарной фазы для любого момента времени различно). В частности, такой режим
наблюдается при анализе перехода к синхронному поведению хаотических осцилля-
торов [11]. Для данного класса связанных хаотических систем также был предложен
метод анализа [16], однако и он имел жесткие ограничения – для его применения
было необходимо, чтобы во время турбулентной фазы (асинхронная динамика свя-
занных осцилляторов) основная энергия вейвлет-спектра E(s, t) колебаний прихо-
дилась на два основных характерных временных масштаба s1,2, что также оказалось
неприменимым для широкого круга систем.
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В настоящей работе предложен новый универсальный метод выделения лами-
нарных и турбулентных фаз, основанный на непрерывном вейвлет-преобразовании и
позволяющий проводить эффективный анализ временных реализаций систем, демон-
стрирующих явление перемежаемости. Следует отметить, что данный метод может
быть с успехом применен для анализа различных типов перемежающегося поведе-
ния в разных системах (как с непрерывным, так и с дискретным временем), включая
живые системы.

Структура настоящей работы следующая: в разделе 1 описывается предлага-
емый метод. Применение этого метода для анализа перемежающегося поведения
различных систем рассматривается в разделе 2: перемежаемость I типа в динамиче-
ской системе с непрерывным временем (система Лоренца) рассматривается в под-
разделе 2.1, а тот же самый тип перемежаемости в системе с дискретным временем
(логистическое отображение) – в подразделе 2.2. Явление on–off перемежаемости,
наблюдаемое вблизи границы возникновения режима синхронизации с запаздывани-
ем, проанализировано с помощью предложенного метода в подразделе 2.3. В разде-
ле 3 рассматривается устойчивость предложенного метода по отношению к шумам
и флуктуациям, существующим в анализируемых сигналах. Наконец, использова-
ние предлагаемого метода для анализа перемежающегося поведения в спонтанной
неконвульсивной судорожной активности у крыс изложено в разделе 4. Обобщаю-
щие замечания и выводы приведены в Заключении.

1. Метод выделения ламинарных и турбулентных фаз

Предлагаемый в работе метод выделения различных фаз в поведении системы,
демонстрирующей перемежающееся поведение, основан на непрерывном вейвлет-
преобразовании анализируемого временного сигнала x(t) [13]

W (t, s) =
1√
s

+∞∫

−∞
x(t′)ψ∗

(
t− t′

s

)
dt′, (1)

где ψ(η) – базисный вейвлет (звездочка обозначает комплексное сопряжение),
s – временной масштаб. В качестве базисного использовался вейвлет Морле

ψ(η) = π−1/4ejω0ηe−η
2/2. (2)

Параметр вейвлет-функции ω0 был выбран равным 2π, что, с одной стороны, обес-
печивает хорошее соотношение между локализациями вейвлет-функции во време-
ни и фурье-пространстве [13], а с другой стороны, позволяет легко сопоставлять
временные масштабы s вейвлет-преобразования (1) с частотами f спектрального
представления сигнала, поскольку для данного значения параметра ω0 выполняется
соотношение s ≈ 1/f [13, 17].

По аналогии со спектром мощности фурье-преобразования можно ввести в
рассмотрение мгновенное

E(s, t) = |W (s, t)|2 (3)
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и интегральное

〈E(s)〉 =
1
T

T∫

0

|W (s, t)|2dt (4)

распределение энергии по временным масштабам [13].
Поскольку поведение системы во время турбулентных и ламинарных фаз раз-

личается1, то и структура вейвлет-поверхности W (t, s) в области ламинарных и тур-
булентных фаз движения также будет существенно различна [12, 13]. Иными сло-
вами, энергия вейвлет-спектра E(s, t) будет распределена по характерным времен-
ным масштабам s, которые для разных фаз временной реализации x(t) будут раз-
ными, причем доля энергии, приходящейся на эти характерные временные масшта-
бы, также будет различаться. Таким образом, можно перейти от анализа структуры
вейвлет-поверхности W (s, t) к анализу распределения энергии вейвлет-спектра по
характерным временным масштабам. Для выделения ламинарных и турбулентных
фаз в каждый момент времени t определяется суммарное значение энергии вейвлет-
спектра w(t), приходящейся на выбранный диапазон характерных временных мас-
штабов s ∈ S = (s1; s2)

w(t) =
∫

S

E(t, s) ds. (5)

Диапазон характерных временных масштабов s, по которым будет находиться ве-
личина w(t), определяется рассматриваемой системой, и в каждом конкретном слу-
чае должен выбираться на основании мгновенных распределений энергии вейвлет-
спектра для различных фаз перемежающегося поведения. В ряде случаев может сло-
житься ситуация, когда необходимо рассматривать несколько диапазонов времен-
ных масштабов Si, которые однозначно позволяли бы охарактеризовать поведение
системы. В этом случае интегрирование (5) должно проводиться по объединению
S =

⋃
i

Si соответствующих диапазонов временных масштабов.

2. Выделение ламинарных и турбулентных фаз
в поведении нелинейных систем

Рассмотрим теперь применение предложенного метода для анализа различных
типов перемежающегося поведения в эталонных нелинейных системах, таких как
система Лоренца, логистическое отображение и связанные системы Ресслера.

2.1. Перемежаемость I типа в системе Лоренца. Начнем рассмотрение
использования вышеописанного метода применительно к системе Лоренца [12]

ẋ = σ(y − x),

ẏ = rx− xz − y,

ż = xy − bz.

(6)

1Следует обратить внимание, что для различных типов перемежающегося поведения под «ламинар-
ными» и «турбулентными» фазами будут пониматься разные типы поведения.
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Известно, что при значениях управляющих параметров σ = 10, b = 8/3 и при
r < r∗ ∼= 166.07 временная реализация x(t) представляет собой устойчивое перио-
дическое движение. При превышении порога r∗ регулярные колебания x(t) (лами-
нарная фаза) прерываются хаотическими всплесками, которые с ростом r становятся
все более и более длительными, пока движение полностью не хаотизируется. Пере-
межаемость в данной системе классифицируется как перемежаемость I типа [18].

На рис. 1 показаны временная реализация x(t) системы Лоренца (6) при значе-
нии бифуркационного параметра r = 166.14, соответствующая ей проекция вейвлет-
поверхности |W (t, s)| на плоскость (s, t) и энергия вейвлет-спектра w(t), прихо-
дящаяся на диапазон характерных временных масштабов s ∈ (s1; s2) (s1 = 0.15,
s2 = 2.4). Наиболее темные участки проекции |W (t, s)| на плоскость (s, t) (рис. 1, б)
соответствуют максимумам вейвлет-поверхности, кривая на рисунке ограничивает
область влияния краевых эффектов. На проекции вейвлет-поверхности четко вы-
деляются структуры, соответствующие ламинарной и турбулентной фазам переме-
жающегося поведения во временной реализации. Структура вейвлет-поверхности,
соответствующая регулярной фазе движения, имеет профиль W (t, s)|t=const с двумя
глобальными максимумами, соответствующими характерным временным масшта-
бам sa ≈ 0.4 и sb ≈ 1.1 (см. рис. 2, a, на котором показано мгновенное распреде-
ление энергии вейвлет-спектра по временным масштабам E(s)). Этим максимумам
вейвлет-поверхности соответствуют две темные области на проекции поверхности

Рис. 1. a – Временная реализация x(t) системы Лоренца (6) при r = 166.14. б – Проекция вейвлет-
поверхности |W (t, s)| на плоскость (t, s) для временной реализации x(t). Интенсивность градаций
серого цвета пропорциональна абсолютной величине вейвлет-поверхности |W (s, t)|. Сплошная линия
ограничивает область влияния краевых эффектов, достоверные данные располагаются ниже этой ли-
нии [13, 15]. в – Энергия вейвлет-спектра w(t), приходящаяся на диапазон характерных временных
масштабов s ∈ (0.15, 2.4)
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|W (t, s)|, расположенные параллельно оси времени (см. рис. 1, б). Профиль поверх-
ности |W (t, s)| не изменяется с течением времени t в пределах ламинарной фазы. Со
входом системы в турбулентную фазу вид поверхности |W (t, s)| сильно изменяется.
Можно сказать, что в режиме хаотической динамики наблюдается «всплеск» разно-
масштабных колебательных явлений. Это хорошо видно на рис. 2, б: распределение
энергии вейвлет-спектра по временным масштабам E(s) существенным образом от-
личается от распределения, соответствующего ламинарной фазе (ср. с рис. 2, a). Из
рис. 1, б видно, что области вейвлет-поверхности, соответствующие турбулентным
фазам, четко локализованы во времени [12]. Также видно, что в пределах ламинар-
ной фазы функция w(t) имеет структуру, близкую к периодической, и совершает
колебания малой амплитуды. В течение турбулентной фазы w(t) испытывает рез-
кий провал (см. рис. 1, в), что позволяет точно диагностировать различные фазы
движения. Моменты времени, в которые величина w(t) оказывается больше порого-
вого значения ∆ = 250, считаются ламинарными фазами, а интервалы времени, для
которых выполняется условие w(t) < ∆ – турбулентными.

На рис. 3 представлена зависимость средней длительности ламинарной tL и
турбулентной tT фаз от параметра надкритичности (r − r∗). Благодаря логарифми-

Рис. 2. Профили вейвлет-поверхности |W (s, t)|, соответствующие ламинарной (a) и турбулентной (б)
фазам временной реализации x(t) системы Лоренца. На профиле вейвлет-поверхности ламинарной
фазы отчетливо видны два максимума, соответствующие характерным временным масштабам sa ≈ 0.4
и sb ≈ 1.1

Рис. 3. a – Зависимость средней длительности tL ламинарных фаз от параметра надкритичности вблизи
порога перемежаемости для системы Лоренца (6); пунктирной линией показана степенная зависимость
с показателем степени α = −1/2. б – Средние длительности tL ламинарной (•) и tT турбулентной (¤)
фаз колебаний x(t) в системе Лоренца вблизи порога перемежаемости в зависимости от параметра
надкритичности
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ческому масштабу (рис. 3, a) видно, что средняя длительность ламинарной фазы
зависит от параметра надкритичности как tL ∼ (r − r∗)−1/2. На рис. 3, б показаны
зависимости средней длительности ламинарной (•) и турбулентной (¤) фаз. Видно,
что средняя длительность хаотической фазы практически не меняется с увеличе-
нием значения параметра надкритичности. Это объясняется тем, что турбулентная
фаза движения есть не что иное, как стадия реламинаризации, то есть возвращение
к регулярному (ламинарному) движению. Понятно, что длительность реламинариза-
ции определяется системой и практически не зависит от параметра надкритичности.
Следует отметить, что полученные результаты по зависимости средней длительно-
сти ламинарной фазы от параметра надкритичности хорошо согласуются с теорией
перемежаемости I типа [18]. Следует также отметить, что соответствующая зави-
симость средней длительности турбулентных фаз от параметра надкритичности, как
правило, не анализируется, что связано как со сложностью получения аналитических
результатов, так и с трудностями выделения турбулентных фаз из анализируемой
временной реализации.

2.2. Перемежаемость I типа в логистическом отображении. Рассмотрим
теперь применение предложенного метода для выделения ламинарных и турбулент-
ных фаз перемежающегося поведения I типа в системе с дискретным временем. Для
этого рассмотрим логистическое отображение вида

xn+1 = εxn(1− xn). (7)

При значении управляющего параметра ε∗ = 1 +
√

8 в системе происходит каса-
тельная бифуркация цикла периода 3, а ниже по параметру ламинарные фазы (ко-
лебания, близкие к периодическим с периодом три) прерываются турбулентными
(хаотическими) всплесками.

На рис. 4 показана временная реализация xn логистического отображения для
значения параметра надкритичности (ε∗− ε) = 0.001, соответствующая ей проекция
вейвлет-поверхности |W (n, s)| и функция

wn =
∫

S

|W (s, n)|2 ds, (8)

построенная для диапазона временных масштабов s ∈ (s1; s2) (s1 = 2, s2 = 4). Из
рисунка видно, что в данном случае структура вейвлет-поверхности в течение ла-
минарных и турбулентных фаз движения, так же как и для системы Лоренца (6),
существенно различается, и функция wn позволяет достаточно точно диагностиро-
вать ламинарные и турбулентные фазы, точно так же, как и для системы с потоковым
временем (см. подраздел 2.1.).

Понятно, что все закономерности, характерные для перемежаемости I типа,
будут проявляться и для системы с дискретным временем. На рис. 5 представлена
зависимость средней длительности ламинарной фазы от параметра надкритичности
(ε−ε∗), полученная для логистического отображения. Зависимость средней длитель-
ности ламинарной фазы от параметра надкритичности также подчиняется степенно-
му закону с показателем степени α = −1/2, что полностью соответствует теории
перемежаемости I типа [18]. Средняя длительность турбулентной фазы практически
не меняется с ростом параметра надкритичности (рис. 5, б).
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Рис. 4. а – Временная реализация xn логистического отображения (7) при значении параметра над-
критичности (ε∗ − ε) = 0.001 и б – проекция вейвлет-поверхности |W (n, s)| на плоскость (n, s) для
временной реализации xn. Интенсивность градаций серого цвета пропорциональна абсолютной вели-
чине вейвлет-поверхности |W (s, t)|. Сплошная линия ограничивает область влияния краевых эффек-
тов, достоверные данные располагаются ниже этой линии. в – Мгновенная энергия вейвлет-спектра wn,
приходящаяся на диапазон характерных временных масштабов s ∈ (2.0, 4.0) в моменты дискретного
времени n, пороговое значение было выбрано ∆ = 0.4

Рис. 5. a – Зависимость средней длительности ламинарных фаз от параметра надкритичности вблизи
порога перемежаемости для логистического отображения (7). Пунктирная линия соответствует степен-
ной функции с показателем α = −1/2. б – Средние длительности tL ламинарной (•) и tT турбулентной
(¤) фаз колебаний xn для логистического отображения вблизи порога перемежаемости в зависимости
от параметра надкритичности (ε− ε∗)
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2.3. Перемежающаяся синхронизация с запаздыванием в системе связан-
ных осцилляторов Ресслера. До этого момента рассматривались системы (как с
непрерывным, так и дискретным временем), в которых наблюдался режим перемежа-
емости I типа. Покажем теперь применимость данного метода для систем, в которых
реализуется перемежающееся поведение принципиально другого класса. Рассмот-
рим систему осцилляторов Ресслера, связанных двунаправленной связью [3]

ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 − z1,2 + ε(x2,1 − x1,2),

ẏ1,2 = ω1,2x1,2 + ay1,2,

ż1,2 = f + z1,2(x1,2 − c),

(9)

где ω1 = 0.99, ω2 = 0.95, a = 0.165, f = 0.2, c = 10. При увеличении параметра
связи ε в системе поочередно реализуются режимы фазовой синхронизации, синхро-
низации с запаздыванием, и при дальнейшем увеличении параметра связи ε системы
стремятся к режиму полной синхронизации [19, 20].

Режим полной синхронизации характеризуется выполнением для векторов со-
стояния взаимодействующих систем соотношения |x1(t)− x2(t)| ≈ 0. Режим син-
хронизации с запаздыванием [4] характеризуется тем, что колебания в одной системе
отстают от колебаний в другой на некоторый временной сдвиг τ: x2(t + τ) ≈ x1(t).
С увеличением параметра связи между хаотическими системами временной сдвиг
τ уменьшается и стремится к нулю, а системы стремятся к режиму полной син-
хронизации. Переход к режиму синхронизации с запаздыванием сопровождается
режимом перемежающейся синхронизации с запаздыванием. Для рассматриваемых
систем (9) с указанным набором значений управляющих параметров перемежаю-
щееся поведение наблюдается при параметре связи 0.1 < ε < 0.15 [4, 11]. В этом
случае имеет смысл рассматривать в качестве исследуемого сигнала разность состоя-
ний u(t) = x2(t + τ)x1(t), абсолютная величина которой в случае lag-синхронизации
стремится к нулю (|u(t)| → 0). В режиме перемежающейся синхронизации с за-
паздыванием данный сигнал представляет собой последовательность чередующихся
участков с малой амплитудой (ламинарных фаз), соответствующих интервалам вре-
мени синхронной динамики связанных систем, и нерегулярных всплесков (турбу-
лентных фаз), которые отвечают моментам времени, когда системы демонстрируют
асинхронное поведение. Число нерегулярных всплесков уменьшается с увеличени-
ем параметра связи. Перемежаемость в данном случае классифицируется как on–off
перемежаемость [9, 21].

Для определения времени запаздывания τ обычно используют функцию подо-
бия (см. например [3, 4, 11]). Это не совсем удобно, поскольку для различных значе-
ний параметра связи ε величины запаздывания τ будут различаться, и, соответствен-
но, процедуру нахождения τ с помощью функции подобия необходимо выполнять
для каждого значения параметра связи. В работах [22,23] было показано, что величи-
на τ для данной системы пропорциональна сдвигу между основными спектральны-
ми компонентами спектра Фурье и в зависимости от параметра связи ε подчиняется
степенному закону с показателем α = −1. Для системы Ресслера (9) c выбранными
значениями управляющих параметров было получено τ = 0.0418ε−1 [16].

На рис. 6 показаны временная реализация u(t) = x2(t + τ)− x1(t) при значе-
нии параметра связи ε = 0.1, соответствующая ей проекция вейвлет-поверхности
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Рис. 6. a – Временная реализация u(t) = x2(t + τ)− x1(t) системы двух связанных осцилляторов Рес-
слера (9) при значении параметра связи ε = 0.1 и б – проекция вейвлет-поверхности |W (t, s)| на
плоскость (t, s) для временной реализации u(t). По оси абсцисс отложено время t, по оси ординат –
временные масштабы s. Интенсивность градаций серого цвета пропорциональна абсолютной величине
вейвлет-поверхности |W (s, t)|. Сплошная линия ограничивает область влияния краевых эффектов, до-
стоверные данные располагаются ниже этой линии. в – Энергия вейвлет-спектра w(t), приходящаяся
на диапазон характерных временных масштабов s ∈ (5, 15)

|W (t, s)| и функция w(t), характеризующая значение мгновенной энергии вейвлет-
спектра, приходящейся на диапазон характерных временных масштабов s ∈ (s1; s2),
s1 = 5, s2 = 15. Вводя в рассмотрение некоторое пороговое значение ∆, можно
легко выделить ламинарные и турбулентные фазы в перемежающемся поведении
системы (9), которые соответствуют синхронной и асинхронной динамике связан-
ных систем Ресслера в режиме перемежающейся синхронизации с запаздыванием.
При анализе функции w(t) были получены зависимости средней длительности лами-
нарных и турбулентных фаз от параметра надкритичности (ε∗ − ε), где ε∗ ≈ 0.15 –
порог установления режима синхронизации с запаздыванием. При увеличении па-
раметра надкритичности в диапазоне 0.1 < ε < 0.15 число турбулентных (а соответ-
ственно, и ламинарных) фаз резко уменьшается, ламинарные фазы становятся более
длительными, а турбулентные – более короткими. На рис. 7, a в двойном логариф-
мическом масштабе показана зависимость средней длительности tL ламинарных фаз
от величины параметра надкритичности (ε∗ − ε). Видно, что средняя длительность
ламинарных фаз подчиняется степенному закону tL ∼ (ε∗−ε)−1, что характерно для
режима on–off перемежаемости. На рис. 7, б приведена аналогичная зависимость
средней длительности tT турбулентных фаз от параметра надкритичности (ε∗ − ε)
(по оси ординат – масштаб логарифмический). Из рисунка следует, что средняя дли-
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Рис. 7. a – Зависимость средней длительности tL ламинарных фаз от параметра надкритичности вблизи
порога возникновения режима синхронизации с запаздыванием для системы (9). Пунктирная линия –
степенная функция с показателем α = −1. Зависимость приведена в двойном логарифмическом мас-
штабе. б – Зависимость средней длительности tT турбулентной фазы от параметра надкритичности.
Пунктирная линия – экспоненциальная функция с показателем, зависящим от параметра надкритично-
сти (ε∗ − ε). Масштаб по оси абсцисс – логарифмический, по оси ординат – линейный

тельность tT турбулентных фаз зависит от параметра надкритичности (ε∗ − ε) по
экспоненциальному закону. Следует отметить, что данные результаты хорошо согла-
суются с полученными ранее [16].

3. Влияние флуктуаций и шумов

Как видно из раздела 2, предложенный метод позволяет очень хорошо вы-
делять ламинарные и турбулентные фазы при различных типах перемежающегося
поведения эталонных систем. В то же самое время, почти все временные ряды, по-
лученные в ходе экспериментальных измерений, искажаются за счет влияния раз-
личных факторов. Поэтому чрезвычайно важной проблемой, тесно связанной с вы-
делением фаз различной динамики в перемежающемся поведении систем, является
учет влияния шумов. Очевидно, что воздействие шумов может приводить к ошибкам
в выделении ламинарных и турбулентных фаз, причем число таких ошибок долж-
но расти с увеличением интенсивности шума. В связи с этим возникает вопрос об
устойчивости предложенного метода выделения различных фаз перемежающегося
поведения к влиянию шумов и флуктуаций. Рассмотрим данный вопрос более по-
дробно.

В качестве исследуемой модели будем рассматривать систему Лоренца (6) со
значениями управляющих параметров, указанных в подразделе 2.1. К временной
реализации системы Лоренца x(t) будем добавлять случайную величину ξ(t) с нуле-
вым средним, равномерно распределенную на интервале (−0.5; 0.5). Численное мо-
делирование случайной величины ξ(t) осуществлялось так, как это описано в [24].
Интенсивность шума будем характеризовать величиной D

xD(t) = x(t) + Dξ(t). (10)

Случай D = 0 соответствует поведению системы без шума, выделение лами-
нарных и турбулентных фаз для которого было подробно рассмотрено в подразде-
ле 2.1. Очевидно, что увеличениеD будет приводить к искажениям исходной времен-
ной реализации, и, соответственно, ламинарные и турбулентные фазы, определенные
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по такому зашумленному временному ряду xD(t), будут отличаться от фаз, выделен-
ных по временной реализации x(t) исходной системы (6) без шума. Соответствен-
но, исходная временная реализация x(t) может рассматриваться как «эталонная», и,
сопоставляя ламинарные и турбулентные фазы, выделенные по временным реали-
зациям x(t) и xD(t), можно сделать вывод о том, к каким ошибкам в выделении
турбулентных и ламинарных фаз приводит добавление шума.

Отметим, что искажения могут быть двух видов. Во-первых, в зашумленной
временной реализации xD(t) может быть обнаружена турбулентная фаза, которой
не существует во временной реализации без шума, или наоборот, не найдена турбу-
лентная фаза, присутствующая в исходной временной реализации x(t). Во-вторых,
турбулентная фаза по зашумленному временному ряду xD(t) может быть выделена,
но ее длительность, моменты времени возникновения и окончания будут отличаться
от истинных, определенных по временной реализации системы без шума x(t).

На рис. 8 показаны временные реализации x(t) и xD(t) системы Лоренца (6)
без добавления шума (рис. 8, a) и при наличии шума с интенсивностью D = 48
(рис. 8, б), соответственно. Из рисунка видно, что добавление шума серьезным об-

Рис. 8. Временные реализации системы Лоренца (6) для значения управляющего параметра r = 166.14:
a – x(t) без шума (D = 0); б – xD(t) с добавлением шума (10), интенсивность которого D = 48 соот-
ветствует примерно половине амплитуды исходного временного ряда. Турбулентные фазы, выделенные
по данным временным реализациям методом, описанным в разделе 1, показаны квадратными скобка-
ми: пунктирные скобки соответствуют турбулентным фазам, выделенным по временной реализации
без шума x(t), сплошные – по временной реализации xD(t) с шумом интенсивности D = 48
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разом искажает временной ряд, так что визуально выделить ламинарные и турбу-
лентные фазы не представляется возможным. В то же самое время, используя ме-
тод, предложенный в разделе 1, удается легко выделить ламинарные и турбулент-
ные фазы как в исходной, так и в зашумленной временной реализации. На рис. 8
выделенные турбулентные фазы показаны скобками. Из рисунка видно, что, несмот-
ря на значительную интенсивность добавленного шума Dξ(t), предложенный метод
позволяет весьма эффективно выделить ламинарные и турбулентные фазы, причем
влияние шума приводит, прежде всего, к незначительному изменению диагности-
рования моментов начала и конца ламинарной фазы. Следует также отметить, что
при выделении ламинарных и турбулентных фаз по временной реализации с шумом
xD(t) при больших интенсивностях шума D возникают ошибочно определенные
турбулентные фазы с очень короткой длительностью. Эти ошибочно найденные фа-
зы легко могут быть исключены из рассмотрения с помощью анализа длительности
турбулентных фаз2.

Для того чтобы объективно охарактеризовать ошибки, возникающие при на-
личии шума, введем в рассмотрение вспомогательную временную реализацию s(t),
построенную по анализируемому временному ряду x(t):

s(t) =

{
1, для турбулентной фазы,

0, для ламинарной фазы.
(11)

Очевидно, что произведение s(t)sD(t) будет равно единице только в те моменты
времени t, когда турбулентная фаза выделена как во временной реализации xD(t) с
шумом, так и в исходной временной реализации x(t) без шума. Вводя в рассмотрение
оператор L[·]

L[s(t)] =

+∞∫

−∞
s(t) dt, (12)

можно получить суммарную длину интервалов времени, на которых анализируемая
функция s(t) равна единице. Иными словами, L[s(t)] дает суммарную длину всех
турбулентных фаз во временной реализации x(t). Очевидно, что L[s(t)sD(t)] даст
суммарную длину всех интервалов времени, для которых турбулентная фаза была
выделена как по исходной x(t), так и по зашумленной xD(t) временным реализа-
циям. Все возникающие ошибки в выделении турбулентных фаз будут приводить к
уменьшению величины L[s(t)sD(t)]. Тогда величина

ΩТ =
L[s(t)sD(t)]

L[s(t)]
(13)

будет характеризовать нормированную ошибку в выделении турбулентных фаз. По-
нятно, что при нулевом уровне шума D = 0 величина ΩТ будет равна единице и по
мере возрастания интенсивности шума D эта величина будет уменьшаться.

2В подразделе 2.1 было показано, что средняя длительность турбулентной фазы практически не
зависит от величины параметра надкритичности, что определяется механизмами реламинаризации.
Очевидно, что существует некоторое характерное время реламинаризации, и турбулентные фазы с
очень короткой длительностью будут явным образом отличаться от всех остальных турбулентных фаз.
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Аналогично, для того чтобы охарактеризовать ошибку в выделении ламинар-
ных фаз, можно рассмотреть величину

ΩL =
L[sD(t)(1− s(t))]

L[1− s(t)]
. (14)

Эта величина представляет собой суммарную длительность интервалов времени, на
которых ламинарная фаза по временной реализации xD(t) в присутствии шума бы-
ла ошибочно определена как турбулентная, нормированная на суммарную длитель-
ность ламинарных фаз, выделенных по исходной реализации x(t) без шума. При
отсутствии ошибок в выделении ламинарных фаз величина ΩL будет равна нулю
(например, при D = 0) и по мере увеличения интенсивности шума и возрастания
ошибок в определении ламинарных фаз она будет увеличиваться.

Зависимости нормированных оши-

Рис. 9. Зависимость нормированных ошибок в
определении ламинарных (пунктирная линия) и
турбулентных (сплошная линия) фаз ΩL и ΩT от
интенсивности шума D. Величина D = 84 при-
мерно соответствует случаю, когда амплитуда шу-
ма равна амплитуде исходного сигнала x(t)

бок выделения ламинарных и турбулент-
ных фаз ΩL и ΩT приведены на рис. 9.
Отчетливо видно, что с увеличением ин-
тенсивности шума D количество ошибок
в определении ламинарных и турбулент-
ных фаз увеличивается, однако заметные
искажения появляются при достаточно
больших интенсивностях шума, когда ам-
плитуда случайного сигнала Dξ(t) ста-
новится сопоставимой с амплитудой ис-
ходного временного ряда x(t).

Таким образом, предложенный ме-
тод обладает хорошей устойчивостью по
отношению к шумам и флуктуациям и
позволяет хорошо выделять ламинарные
и турбулентные фазы во временной реа-
лизации системы, демонстрирующей перемежающееся поведение даже при доста-
точно больших интенсивностях шума. При этом основные ошибки связаны с неточ-
ным определением моментов времени начала и конца турбулентной фазы.

4. Характер перемежающегося поведения в спонтанной
неконвульсивной судорожной активности у крыс

Перейдем теперь от рассмотрения модельных систем к изучению поведения
сложных реальных систем, демонстрирующих перемежающееся поведение. В каче-
стве такого примера в данной работе приведены результаты анализа временной ре-
ализации записей электрической активности головного мозга крыс линии WAG/Rij.
Все крысы этой линии имеют генетическую предрасположенность к абсанс эпи-
лепсии. Судорожная активность представлена пик-волновыми разрядами, которые
возникают спонтанно, и не сопровождается конвульсиями [25].

В нашем эксперименте запись электрической активности мозга проводили с
поверхности коры больших полушарий (электрокортикограмма, ЭКоГ) у интактных
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свободно-подвижных крыс посредством хронически вживленных электродов. Ча-
стотный диапазон ЭКоГ составил 1–500 Гц, амплитуда сигнала варьировала от 25
до 800 мкВ. Более подробное описание метода приводится в работе [26].

Длительность ЭКоГ записей составляла от 6 часов до 4 суток. В работе были
использованы как самцы (n = 5), так и самки (n = 6) вышеупомянутой линии крыс.
Типичная ЭКоГ, регистрируемая в ходе наблюдений, представляла собой чередова-
ние низкоамплитудных (от 25 до 100 мкВ) полиритмических участков ЭКоГ, соот-
ветствующих «нормальному» функционированию головного мозга (будем называть

Рис. 10. a – Фрагмент электроэнцефалограммы, представляющий собой ламинарные фазы (нормальное
поведение), перемежающиеся турбулентными всплесками (эпилептическая активность показана серы-
ми прямоугольниками). б – Проекция вейвлет-поверхности |W (s, t)|, соответствующая электроэнцефа-
лограмме. По оси абсцисс отложено время t, по оси ординат – временные масштабы s. Интенсивность
градаций серого цвета пропорциональна абсолютной величине вейвлет-поверхности |W (s, t)|. Сплош-
ная линия ограничивает область влияния краевых эффектов, достоверные данные располагаются ниже
этой линии. в – Зависимость энергии w(t), приходящейся на диапазон характерных временных мас-
штабов (s1, s2). Величина порога ∆ = 0.5 показана пунктирной линией
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такие участки ламинарными), и участков высокоамплитудной (от 100 до 800 мкВ)
генерализованной активности с относительно стабильной несущей частотой от 8 до
12 Гц, соответствующих эпилептическим припадкам (условимся называть эти участ-
ки турбулентными фазами).

На рис. 10, a приведен фрагмент типичной ЭКоГ, состоящей из фоновой актив-
ности (ламинарных фаз), перемежающейся турбулентными всплесками, соответству-
ющими эпилептическим пик-волновым разрядам (серые прямоугольники на
рис. 10, а, в). Пик-волновые разряды были выделены экспертом по всей длине ЭКоГ
на основании критериев, описанных в [25]. Проекция вейвлет-поверхности |W (s, t)|
показана на рис. 10, б. Отчетливо видно, что фрагменты вейвлет-поверхности, соот-
ветствующие ламинарным и турбулентным участкам, оказываются принципиально
различными. Зависимость от времени энергии вейвлет-спектра, приходящейся на
диапазон временных масштабов s ∈ (s1, s2) (s1 = 70 мс, s2 = 110 мс) показана
на рис. 10, в. При наступлении турбулентной фазы величина w(t) превышает порог
∆ = 0.5, что позволяет легко выделять различные типы поведения во временной
реализации. Выбор диапазона временных масштабов (s1, s2) обусловлен структу-
рой вейвлет-поверхности W (s, t) в моменты времени, соответствующие ламинар-
ным и турбулентным участкам. Мгновенные распределения энергии вейвлет-спектра
E(s, t) |t=t0

для разных участков ЭКоГ показаны на рис. 11.
В результате проведенных исследований было установлено, что чередование

судорожной и неэпилептической («нормального» функционирования мозга) активно-
сти может быть хорошо описано в рамках динамики on–off перемежаемости [5,9,21].
Такое заключение сделано на основании анализа распределений длительностей фаз
«нормального» функционирования мозга (длительностей ламинарных фаз), выделен-
ных из ЭКоГ с помощью вышеописанной методики (см. также [6]).

На рис. 12 показаны распределения N(tL) длительностей ламинарных фаз для
одной из крыс с учетом статистики по всем четырем дням, в течение которых прово-
дились измерения. Распределения построены в двойном логарифмическом масшта-
бе, точками нанесены экспериментальные данные по длительности ламинарных фаз,

Рис. 11. Типичные распределения энергии вейвлет-спектра по временным масштабам E(s, t0) для ла-
минарных (a) и турбулентных (б) фаз в различные моменты времени t0. Обратите внимание, что диа-
пазоны значений величины E(s) различаются на рис. (a) и (б) в десять раз
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Рис. 12. Распределения N длительностей tL ламинарных фаз для одной из крыс (в двойном логариф-
мическом масштабе), точками (•) нанесены данные, полученные в ходе наблюдений. Прямые линии
аппроксимируют экспериментально полученные распределения и соответствуют степенной зависимо-
сти с показателем степени α = −3/2: a – ночное время; б – дневное время

полученные в ходе наблюдений. Поскольку появление судорожной активности зави-
сит от времени суток (наблюдается циркадная периодичность в частоте появления
судорог [27]), анализ данных проводился отдельно для светлой и темной фазы све-
тового режима. Рис. 12, a соответствует данным, полученным в ночное время, когда
судорожная активность резко возрастает, поэтому статистика получается существен-
но более богатая). На рис. 12, б показано аналогичное распределение, построенное
для судорожной активности, зарегистрированной в дневное время, когда число раз-
рядов существенно меньше.

Из рис. 12 видно, что распределения длительностей ламинарных фаз, которые
были получены в эксперименте (точки на рисунке), в двойном логарифмическом
масштабе близки к прямой линии, характеризующей степенной закон распределения
с показателем степени α = −3/2. Прямые сплошные линии на рис. 12, а, б аппрок-
симируют экспериментально полученные распределения и соответствуют степенной
зависимости с показателем степени α = −3/2. Соответствующие параметры аппрок-
симации определялись численно путем минимизации среднеквадратичного отклоне-
ния теоретического распределения от экспериментальных данных.

Важно отметить, что перемежающееся поведение было диагностировано как
для светлого, так и тeмного периодов, которые сильно различались по интенсив-
ности возникновения судорог. При этом у данных животных в темную фазу число
судорог оказывалось большим по сравнению со светлой фазой. Это привело, соот-
ветственно, к уменьшению средней длительности ламинарных фаз. В то же самое
время, уменьшение среднего значения длительности ламинарных фаз подчинялось
тому же степенному закону с показателем степени α = −3/2, следовательно, ха-
рактер распределения длительностей ламинарных фаз не зависел от интенсивности
турбулентных фаз.

Аналогичные результаты были получены при анализе судорожной активности
данного типа на ЭКоГ всех экспериментальных животных (11 крыс). Таким образом,
можно сделать вывод, что чередование судорожной и «нормальной» активности го-
ловного мозга крыс WAG/Rij является перемежаемостью on–off типа и подчиняется
универсальной закономерности, свойственной для данного типа перемежающегося
поведения.
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Заключение

В настоящей работе описан метод выделения ламинарных и турбулентных фаз
во временных реализациях нелинейных систем, демонстрирующих перемежающе-
еся поведение. Данный метод основан на непрерывном вейвлет-преобразовании и,
как следует из данной работы, может быть с успехом применен для изучения различ-
ных типов перемежаемости в системах различной природы, включая живые систе-
мы (нейронные ансамбли, головной мозг [6, 28], кардиоваскулярная система челове-
ка [29,30]). Предложенный метод является устойчивым к влиянию шумов и флуктуа-
ций, искажающих исходную временную реализацию. Высокая эффективность пред-
ложенного метода обусловлена различающимися характерными временными мас-
штабами, на которые приходится наибольшая доля энергии вейвлет-спектра, во вре-
мя ламинарных и турбулентных фаз.

Работа выполнена при поддержке Российского Фонда Фундаментальных Ис-
следований (проекты 05-02-16273 и 07-02-00044), Программы поддержки ведущих
научных школ РФ (НШ-4167.2006.2) и Программы Президиума РАН «Фундамен-
тальные науки – медицине». Авторы благодарят также за финансовую поддержку
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СИНХРОНИЗАЦИИ
ГАРМОНИЧЕСКИМ И ИМПУЛЬСНЫМ СИГНАЛОМ

НА ПРИМЕРЕ СИСТЕМЫ ЛОРЕНЦА

Ю.С. Айдарова, А.П. Кузнецов, Л.В. Тюрюкина

Численно и аналитически исследована синхронизация внешним периодическим воз-
действием в системе Лоренца. Детально исследовано изменение картины синхронизации
при изменении параметра, отвечающего за возникновение в автономной системе хаоти-
ческого аттрактора.

Введение

Явление синхронизации является объектом пристального интереса исследо-
вателей в различных областях естествознания [1–8]. К настоящему времени доста-
точно хорошо изучено явление «классической» синхронизации, которая состоит в
том, что на автоколебательную систему с устойчивым предельным циклом воздей-
ствуют внешним периодическим (обычно гармоническим) сигналом [1, 3, 6, 9–11].
Для этого случая известны фазовые соотношения, зависимость области синхрониза-
ции от частоты воздействия и т.д. В настоящее время, однако, наибольший интерес
представляет синхронизация систем, демонстрирующих сложную, в том числе хао-
тическую, динамику [12–14]. Оказалось, что концепция синхронизации также может
быть применима и к определенному классу хаотических систем, для которых ос-
новная частота легко может быть определена из спектра [6, 14–16]. Сложнее дело
обстоит с системами с плохо определенной фазой, на которые воздействует сила
большой амплитуды. Синхронизация в таких системах практически не поддается
аналитическому исследованию. Примером такой системы может служить система
Лоренца, являющаяся одной из «эталонных» моделей нелинейной динамики и одной
из первых диссипативных систем с аттракторами, описываемых с помощью диффе-
ренциальных уравнений, в которой были обнаружены режимы динамического хаоса
[1, 17–19]. Исследованию синхронизации в системе Лоренца посвящено довольно
значительное число работ (см., например, [15, 19–21]), однако в них, в основном,
рассматривалась синхронизация хаотического аттрактора внешним гармоническим
воздействием.

В данной работе проводится сравнительное исследование синхронизации в
системе Лоренца под внешним воздействием гармоническим сигналом и периоди-
ческой последовательностью коротких импульсов, моделируемых последовательно-
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стью δ-функций, а для гармонического воздействия проводится также сопоставле-
ние численных и аналитических результатов. Кроме этого, исследуется изменение
картины синхронизации при изменении управляющего параметра соответствующей
автономной системы, отвечающего за наличие бифуркаций и возникновение в ней
хаотического аттрактора. Расчеты проводились в существенно более широких диапа-
зонах по параметрам, что позволило выявить области синхронизации на плоскости
(частота внешнего воздействия – амплитуда внешнего воздействия), которые ранее
не рассматривались. Исследование режимов синхронизации осуществлялось через
анализ карт динамических режимов [17], который позволяет с помощью компьютер-
ного эксперимента получить существенную информацию об устройстве простран-
ства параметров.

1. Синхронизация в системе Лоренца, находящейся
под гармоническим воздействием

Начнем рассмотрение с наиболее традиционного случая – воздействия на си-
стему Лоренца внешним гармоническим сигналом, которое добавляется в уравнение
для динамической переменной z, чтобы не нарушить симметрию системы относи-
тельно замены переменных x → −y, y → −x. В этом случае неавтономная система
Лоренца выглядит следующим образом:

ẋ = σ(y − x),

ẏ = Rx− y − xz,

ż = −bz + xy + ε cos(ωt).

(1)

Здесь x, y, z – динамические переменные; σ, b – параметры системы; R – управляю-
щий параметр; ε – амплитуда внешнего воздействия и ω – его частота.

Исследуем картину синхронизации, возникающую в такой системе при из-
менении управляющего параметра. С этой целью для системы (1) построим карты
динамических режимов на плоскости параметров (ω – ε). Отметим, что при изме-
нении параметра R в автономной системе Лоренца происходят качественные изме-
нения фазового пространства, в результате которых возникает хаотический ат-
трактор. В неавтономной системе (1) зафиксируем параметры σ и b, а параметр R
будем увеличивать, чтобы проследить изменение картины синхронизации. На рис. 1
представлены карты рассчитанных динамических режимов и их увеличенные фраг-
менты для нескольких значений параметра R, отвечающих качественно различным
режимам в соответствующей автономной системе Лоренца. На этих и всех последу-
ющих картах оттенками серого цвета обозначены области существования режимов
различных периодов – чем темнее цвет, тем больше период режима. Белым цветом
обозначены хаотические и квазипериодические режимы, а также режимы больших
периодов – более 16. При определении периода режима использовалось стробоско-
пическое сечение, которое выбиралось через период внешнего воздействия.

Рассмотрим динамику неавтономной системы Лоренца подробнее. Так, при
малых значениях управляющего параметра R = 0.7, когда в фазовом пространстве
автономной системы есть единственная устойчивая неподвижная точка, в неавто-
номной системе наблюдается обширная область «синхронизации», отвечающая ре-
жиму периода 1, а также достаточно большая область режима периода 2 (рис. 1, а).
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Рис. 1. Карты динамических режимов (а, б, в, д, е) и их увеличенные фрагменты (г, ж, з) для системы
Лоренца под внешним гармоническим воздействием для σ = 10, b = 8/3 и различных значений
параметра R: а – 0.7; б – 15; в, г – 28; д, ж – 222; е, з – 345. Цифрами на картах обозначены периоды
режимов
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Рис. 2. Карта динамических режимов и аттракторы неавтономной системы Лоренца (1), R = 28,
σ = 10, b = 8/3

Рис. 3. Карта динамических режимов и бифуркационные деревья для системы Лоренца под гармони-
ческим воздействием при R = 28, b = 8/3, σ = 10. Деревья построены вдоль линий ε = const: а – 30;
б – 60; в – 100; г – 160
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При увеличении управляющего параметра R = 15, карта динамических режимов су-
щественно меняется (рис. 1, б): область режима периода 1 стала меньше, а области
остальных режимов – значительно больше, их внутреннее устройство стало сложнее.
Теперь картина синхронизации обладает ярко выраженной периодической структу-
рой. Так, области режимов периодов 1, 2 и т.д. образуют почти вертикальные поло-
сы, которые неоднократно повторяются, становясь все более узкими при движении
по карте в область малых значений частоты внешнего воздействия. При дальнейшем
увеличении R в автономной системе Лоренца возникает странный хаотический ат-
трактор. Как следствие, в неавтономной системе происходит существенное изме-
нение карты динамических режимов (рис. 1, в): вместо области режима периода 1,
являвшейся «фоном» на предыдущих картах, появилась область квазипериодики (бе-
лый фон); исчезла область синхронизации периода 2 в окрестности частоты ω ≈ 14,
а все остальные языки опять сместились вправо. Однако периодичность языков син-
хронизации на карте динамических режимов и в данном случае сохраняется. При
очень больших значениях управляющего параметра R = 345 и 222 в автономной
системе Лоренца реализуются устойчивые предельные циклы периода 1 и 2, соот-
ветственно. Картина синхронизации в неавтономной системе в этом случае имеет
более типичный вид (рис. 1, д, е): на картах хорошо видны языки синхронизации
различных периодов, касающиеся своими остриями оси ε = 0 (рис. 1, ж, з). От-
метим, что картина областей синхронизации на плоскости параметров продолжает
сохранять свою периодическую структуру.

Сравним картины синхронизации, имеющей место в неавтономной системе
Лоренца (1) при небольших и очень больших значениях параметра R. Так, при всех
значениях управляющего параметра (кроме R = 0.7) на картах динамических ре-
жимов отчетливо виден основной язык синхронизации. Структура языков синхро-
низации для разных значений параметра R сходна: имеется чередование областей
синхронизации с периодом внешней силы и с удвоенным периодом внешней силы.
На базе этих областей происходят бифуркации удвоения периода. Такое сходство
вида карт динамических режимов можно объяснить большой величиной амплиту-
ды внешнего воздействия, которая «подавляет» собственную динамику системы так,
что вид областей синхронизации почти от нее не зависит. Кроме того, полная син-
хронизация хаотической динамики имеет порог по амплитуде внешнего воздействия
(см. рис. 1, в). В работе [18] была высказана гипотеза, что величина амплитудного
порога синхронизации связана с метрической энтропией и может служить некоторой
мерой хаоса – чем более «развит хаос», тем выше порог.

Для более детальной иллюстрации динамики неавтономной системы были по-
строены аттракторы внутри различных областей синхронизации (рис. 2) и бифурка-
ционные деревья для разных значений амплитуды внешней силы ε (рис. 3).

2. Аналитическое исследование областей сложной динамики
системы Лоренца под гармоническим воздействием

Теперь проведем аналитическое исследование неавтономной системы Лоренца
(1). Для обнаружения области сложной динамики системы, в фазовом пространстве
которой может возникать гомоклиническая петля, можно использовать метод Мель-
никова [17]. Метод Мельникова основан на аналитическом вычислении по теории
возмущений расстояния ∆ между сепаратрисами исследуемой системы. Знакопере-
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менность ∆ означает, что движение в данной области является хаотическим.
Рассмотрим систему, невозмущенная динамика которой описывается гамиль-

тонианом H(p, x). Внешнее периодическое воздействие, диссипацию и т.д. будем
рассматривать как малое возмущение

ẋ = Hp + ε1f(x, p, t), ṗ = −Hx + ε1g(x, p, t), (2)

где ε1 – малый параметр, f и g периодические функции времени. Тогда расстояние
по Мельникову между устойчивой и неустойчивой возмущенными сепаратрисами
будет определяться интегралом

∆ =

∞∫

−∞
(Hx(X,P )f(X, P, t) + Hp(X, P )g(X,P, t))dt, (3)

где X(t), P (t) - решение невозмущенных уравнений, отвечающее движению по пет-
ле сепаратрисы из седла в седло. Сдвигом начала отсчета времени на произволь-
ную константу θ можно получить однопараметрическое семейство таких решений.
При подстановке этих решений вида X(t + θ), P (t + θ) в формулу (3) получаем
функцию ∆(θ).

Критерий Мельникова формулируется так: если функция ∆(θ) знакоперемен-
ная, то это свидетельствует о наличии трансверсального пересечения устойчивого
и неустойчивого многообразий неподвижной точки в возмущенной системе и слу-
жит признаком присутствия гомоклинической структуры, а также связанной с ней
сложной динамики (бесконечное счетное множество периодических орбит, контину-
ум непериодических траекторий) [19].

Метод Мельникова применим в основном для систем, близких к гамильтоно-
вым, при наличии диссипации и периодической внешней силы. Чтобы применить
метод Мельникова к неавтономной системе Лоренца, воспользуемся тем, что си-
стему Лоренца можно представить как нелинейный диссипативный осциллятор с
инерционным возбуждением. В работе [22] было показано, что в этом случае метод
Мельникова может быть эффективно применен к системе Лоренца. Таким образом,
используя замену переменных [17]

z =
u + x2

2σ
, (4)

получим систему Лоренца в виде неавтономного нелинейного диссипативного ос-
циллятора. Тогда для u имеем

u̇ = −bu + (2σ+ b)x2. (5)

Теперь добавим внешнее воздействие

u̇ = −bu + (2σ+ b)x2 + 2σε cos(ωt) (6)

и запишем неавтономную систему Лоренца в виде

ẍ + (σ+ 1)ẋ− σ(r − 1)x +
x3

2
+

xu

2
= 0. (7)
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Перепишем уравнение (6) в виде системы двух дифференциальных уравнений более
низкого порядка





ẋ = p,

ṗ = σ(r − 1)x− x3

2
− (σ+ 1)p− xu

2
,

(8)

тогда гамильтониан системы (7) примет вид

H(x, p) =
Ẋ2

2
− σ(r − 1)X2

2
+

X4

8
. (9)

Найдем решение невозмущенной системы, отвечающее движению по сепаратрисе.
Для этого выпишем интеграл энергии

Ẋ2

2
− σ(r − 1)X2

2
+

X4

8
= C. (10)

Константу C выберем равной 0, чтобы равенство (9) удовлетворялось в точке седла
Ẋ = 0, X = 0. Из (9) находим

X =
2
√
σ(r − 1)

ch(
√
σ(r − 1)(t + θ))

, P =
2(σ(r − 1)) sh(

√
σ(r − 1)(t + θ))

ch(
√
σ(r − 1)(t + θ))2

. (11)

Теперь запишем выражение для мельниковского расстояния с учетом уравнений (8)

∆(θ) = −(σ+ 1)

∞∫

−∞
P 2dt− 1

2

∞∫

−∞
PXUdt. (12)

После некоторых математических вычислений, можно получить критерий Мельни-
кова

ε >

−(ω2 + b2) sh
( πω

2
√
σ(r − 1)

)

4σπqω2
√
ω2 + b2

(
2(σ+ 1)

∞∫
−∞

P 2dt− b(2σ− b)
{

(σ(r − 1))3/2 −

−2
[
2σ cos

( πb

2
√
σ(r − 1)

)2
− 2σ(r − 1)− (13)

−b2Ψ
(
1,

b

2
√
σ(r − 1)

)(
cos

( πb

2
√
σ(r − 1)

)2
− 1

)]})
.

На рис. 4 изображены области сложной динамики для системы Лоренца (1)
для различных значений параметра R, совмещенные с картами динамических режи-
мов. Строгого соответствия между аналитическими и численными результатами не
наблюдается. Это объясняется, прежде всего, тем, что возмущение g(x, p, t) не было
малым, как это требуется при выводе критерия Мельникова. Однако, тем не менее,
численные и аналитические результаты находятся в достаточно хорошем соответ-
ствии, особенно для относительно малых значений параметра R.
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Рис. 4. Области существования гомоклиниче-
ской структуры для системы Лоренца под гар-
моническим внешним воздействием при различ-
ных значениях параметра R: а – 5; б – 20;
в – 28. Аналитически вычисленные границы об-
ластей сложной динамики изображены черной
линией

3. Синхронизация системы Лоренца, находящейся
под импульсным воздействием

В заключение рассмотрим систему Лоренца, находящуюся под воздействием
периодической последовательности коротких импульсов, которые можно предста-
вить в виде периодической последовательности δ-функций. В этом случае неавто-
номная система Лоренца описывается следующими уравнениями:

ẋ = σ(y − x),

ẏ = Rx− y − xz,

ż = −bz + xy + ε
∞∑

n=−∞
δ(t− nT ).

(14)

Здесь ε и T - амплитуда и период внешнего воздействия. Соответственно частота
такого воздействия будет ω = 2π/T . Отметим, что импульсное воздействие, также
как и гармоническое, добавляется в уравнение для динамической переменной z. Это
в дальнейшем позволит провести сопоставление карт динамических режимов для
моделей с гармоническим и импульсным воздействием. Как и в предыдущем случае
исследуем картину синхронизации, возникающую в рассматриваемой системе.

На рис. 5 представлены карты динамических режимов и их увеличенные фраг-
менты на плоскости (ω – ε) для системы (14).

В случае, когда в автономной системе Лоренца имеется один регулярный ат-
трактор (малые значения R), сложных режимов не наблюдается. После бифур-
кации вилки, которую претерпевает неподвижная точка в начале координат при
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Рис. 5. Карты динамических режимов (а, б, в, д, е) и их увеличенные фрагменты (г, ж, з) для системы
Лоренца под внешним воздействием в виде периодической последовательности δ-функций для σ = 10,
b = 8/3 и различных значений параметра R: а – 5; б – 15; в, г – 28; д, ж – 222; е, з – 345. Цифрами на
картах обозначены периоды режимов
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переходе параметра R через 1, в автономной системе возникают две устойчивые
неподвижные точки. В неавтономной системе Лоренца при небольших значениях
управляющего параметра R = 5 также нет сложных режимов (рис. 5, а). Большую
часть плоскости параметров занимает область режима периода 1, отвечающая тому,
что траектория в фазовом пространстве неавтономной системы во время автоном-
ной эволюции приходит в одну из неподвижных точек, а импульс выбрасывает ее
из неподвижной точки. И лишь в области малых значений частоты ω наблюдают-
ся небольшие структуры режимов удвоенного периода и хаоса. Причем эти области
чередуются вдоль оси амплитуды внешнего воздействия, в то время как при гармо-
ническом воздействии режимы чередуются вдоль частотной оси (см. рис. 1).

При увеличении значения управляющего параметра R = 15 в автономной си-
стеме происходят качественные изменения устройства фазового пространства,
а в неавтономной системе – области режимов удвоенного периода и хаоса увели-
чиваются в размере и сдвигаются в область больших частот ω (рис. 5, б). При этом
области хаотической динамики становятся более выраженными, а внутри них наблю-
дается структура типа crossroad area. Особенно это характерно для структур, возни-
кающих при небольших значениях амплитуды внешнего воздействия. Если и дальше
увеличивать параметр R (переходя к значениям, при которых в автономной системе
Лоренца существует хаотический аттрактор), то на карте динамических режимов
можно различить две большие области, характеризующиеся существенно разной ди-
намикой (рис. 5, в, г). Первая область располагается в правой верхней части карты,
где неавтономная система демонстрирует лишь режим периода 1. Вторая область – в
левой части карты, где наблюдаются разнообразные области синхронизации различ-
ных периодов и достаточно большая область квазипериодических режимов. Причем,
так же как и раньше, они характеризуются ярко выраженной периодичностью. За-
метим также, что при воздействии на хаотический аттрактор последовательностью
импульсов, как и при гармоническом воздействии, появляется порог синхронизации
по амплитуде воздействия (см. рис. 5, в)

Характерное для карты динамических режимов неавтономной системы Лорен-
ца (13) разбиение на две части, сохраняется и при больших значениях параметра R,
например, при R = 222 и 345 (рис. 5, д, е), когда в автономной системе имеют ме-
сто устойчивые предельные циклы периода 2 и 1, соответственно. В этом случае
при небольших значениях амплитуды внешнего воздействия ε наблюдаются квазипе-
риодические режимы (при больших значениях амплитуды – лишь режим периода 1)
и разнообразные языки синхронизации, которые выглядят так же, как и при гармо-
ническом воздействии (рис. 5, ж, з).

В отличие от случая гармонического воздействия при импульсном воздействии
на картах динамических режимов имеется обширная область синхронизации с пе-
риодом 1 (с периодом внешней силы), которая возникает при больших частотах и
больших амплитудах внешнего воздействия (см. рис. 5). Это может быть обуслов-
лено тем, что траектория попадает на двумерное устойчивое многообразие точки
О(0, 0, 0), по которому она очень медленно спускается к ней. Например, это может
происходить так: при запуске траектории в начальный момент времени из точки,
расположенной вблизи нуля (начальные условия всегда выбирались следующим об-
разом: x0 = 0.01, y0 = 0.01, z0 = 0), импульс выбрасывает ее вверх вдоль оси z так,
что она не сходит с устойчивого многообразия точки О. После действия импульса,
траектория начинает медленно спускаться по многообразию вниз, по направлению к
этой точке. В случае частых импульсов она не успевает значительно отклониться от
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Рис. 6. Карта динамических режимов и бифуркационные деревья для системы Лоренца под импульс-
ным воздействием при R = 28, b = 8/3, σ = 10. Деревья построены вдоль линий ε = const: а – 10;
б – 40; в – 52; г – 80

устойчивого многообразия до следующего импульса, который выбрасывает ее вновь
вверх, и т. д.

Для более детальной иллюстрации динамики неавтономной системы Лоренца
(14) были построены бифуркационные деревья вдоль линий ε = const для различ-
ных значений амплитуды ε (рис. 6). Хорошо видно, что независимо от величины
амплитуды импульсного воздействия ε на всех бифуркационных деревьях наблю-
даются области квазипериодических режимов, чередующиеся с областями режимов
различных периодов, внутри которых имеет место переход к хаосу через последова-
тельность удвоения периода.

Выводы

В настоящей работе проведено исследование синхронизации в неавтономной
системе Лоренца. В качестве внешнего воздействия были выбраны гармонический
сигнал и периодическая последовательность δ-функций. Для обоих типов внеш-
него воздействия построены карты динамических режимов на плоскости парамет-
ров (частота воздействия – амплитуда внешнего воздействия). Карты построены для
нескольких значений управляющего параметра системы Лоренца, отвечающих раз-
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личным типам устройства фазового пространства соответствующей автономной си-
стемы. Показано, что картина синхронизации в неавтономной системе Лоренца ха-
рактеризуется рядом закономерностей. С помощью метода Мельникова произведена
аналитическая оценка условия возникновения сложной динамики.

Работа поддержана грантами РФФИ № 06-02-16773 и CRDF BRHE REC-006
№ Y2-P-06-13.
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ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ
КВАНТОВЫХ ВОЛНОВЫХ ПАКЕТОВ В СИСТЕМЕ
С ТРЕНИЕМ, КВАДРАТИЧНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

И НЕПРОНИЦАЕМЫМИ СТЕНКАМИ

А.Л. Санин, А.А. Смирновский

В рамках уравнения Шредингера – Ланжевена – Костина исследована одномерная
диссипативная система с квадратичным потенциалом, распределенным между стенками
ямы, и подверженная импульсной накачке. Численное моделирование распространения
квантовых волновых пакетов, динамических средних, частотного отклика, отображения
Пуанкаре демонстрирует установившийся колебательный режим движения пакетов. Про-
водится сравнение с классическими аналогами.

Введение

Исследование квантовых динамических закономерностей имеет фундаменталь-
ное значение для развития физики, химии и нанотехнологий. Современные дости-
жения лазерной импульсной фемто- и аттосекундной техники позволяют проводить
экспериментальные исследования динамики микрочастицы на разных пространствен-
ных масштабах. Поэтому возрос интерес к теоретическим исследованиям процессов
локализации и фрагментации квантовых волновых пакетов, когерентных колебаний,
дифракции и туннелирования в простых модельных системах. В большинстве работ
эти системы рассматривались как изолированные от окружающей среды. Для опи-
сания изолированных систем используются различные формы уравнений движения,
например, нестационарное уравнение Шредингера, квантовое уравнение Гамильтона
– Якоби. Влияние окружающей среды на динамику микрочастицы может быть учте-
но различными способами. Один из них состоит в использовании метода матрицы
плотности. Однако, если не требуется полного описания системы, окружающей сре-
ды и взаимодействия между ними, то можно перейти к упрощенному, более краткому
описанию. Оно состоит в том, чтобы ввести в уравнение квантовой динамики для
рассматриваемой системы один или несколько параметров, характеризующих окру-
жающую среду. Так появилось уравнение Гейзенберга – Ланжевена для оператора
импульса [1], которое послужило основой для формулировки уравнения Шрединге-
ра – Ланжевена – Костина (ШЛК) [2]. Уравнение ШЛК содержит слагаемое, включа-
ющее коэффициент трения. Так как оно предназначалось для описания квантового
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броуновского движения, то содержит еще одно слагаемое – потенциал случайной си-
лы. Оба слагаемых входят в уравнение ШЛК аддитивно и не зависят друг от друга.
При определенных допущениях, а также в модельных задачах действие случайной
силы можно игнорировать, как это сделано в рассматриваемых ниже статьях. Урав-
нение ШЛК без случайной силы имеет в качестве классического аналога уравнение
движения с диссипативной силой, пропорциональной скорости. Уравнение ШЛК де-
тально обсуждалось в рамках лагранжевой полевой теории в обзоре [3]. Здесь так-
же сравнивалось гидродинамическое представление уравнения ШЛК с уравнениями
классической гидродинамики. Другие подходы к формулировке диссипативных сла-
гаемых, вводимых в уравнение Шредингера, рассматривались в статьях [4, 5]. При
определенных значениях параметров этих диссипативных слагаемых наблюдалось
структурное сходство с уравнением ШЛК. В статье [6] формулируется семейство
нелинейных уравнений Шредингера с диссипативными слагаемыми и показывается
их связь с уравнением ШЛК. Здесь отмечается фундаментальное значение уравнения
Шредингера с диссипативными слагаемыми для исследования необратимых процес-
сов. Гидродинамический метод квантования систем с диссипацией, предложенный в
статье [7], позволяет также воспроизвести уравнение ШЛК. Уравнение ШЛК, а так-
же соответствующие ему гидродинамические уравнения применялись для решения
конкретных задач, например, в статьях [8, 9].

Классическая теория колебаний динамических систем с диссипацией разра-
ботана в большей мере, чем квантовая. К настоящему времени существует множе-
ство статей и монографий по классической теории колебаний, например [10] – [16].
Вместе с тем, переход к наноразмерам и фемтосекундным импульсам в радиоэлек-
тронике побуждает к детальным исследованиям квантовых динамических систем с
диссипацией и к разработке теории колебаний в этой области.

Настоящая статья посвящена численному моделированию динамики микроча-
стицы, подверженной действию силовых полей и силы трения. Рассматривается од-
номерная система, ограниченная непроницаемыми стенками. В начальный момент
времени микрочастице сопоставляется узкий гауссов пакет с конечной скоростью.
Исследуемая динамическая модель может применяться для очень малых простран-
ственных масштабов, вплоть до атомных. В первом разделе излагаются основные
уравнения и допущения, во втором – рассматриваются собственные колебания кван-
тового осциллятора. Третий раздел посвящен вынужденным колебаниям при им-
пульсном силовом воздействии на квантовый волновой пакет. В последнем разделе
обсуждаются результаты численного моделирования.

1. Основное уравнение и расчетные формулы

Уравнение Шредингера – Ланжевена – Костина, записанное в безразмерном
виде, можно представить как

i
∂ψ̃
∂τ

= −1
2

∂2ψ̃
∂ζ2

+ ŨΣψ̃− ik

2

(
ln
ψ̃
ψ̃∗

− 〈ln ψ̃
ψ̃∗
〉
)
ψ̃, (1)
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где безразмерные величины определяются следующим образом:

ζ =
x

bδ
, τ =

t

tδ
, ŨΣ =

UΣ
Uδ

, ψ̃ =
ψ
ψδ

, k =
f

meωδ
,

∂

∂t
=

1
τδ

∂

∂τ
,

∂2

∂x2
=

1
b2
δ

∂2

∂ζ2
,

а единицы измерения равны

bδ =

√
h̄

meωδ
, tδ=ω−1

δ , Uδ =
h̄2

meb2
δ

, ψδ =
√

b−1
δ .

Здесь x, t – координата и время, соответственно; f – диссипативный коэффициент,
ψ – волновая функция; me, h̄ – масса частицы и постоянная Планка, соответствен-
но. Безразмерная комплексно-сопряженная волновая функция обозначена как ψ̃∗,
i – мнимая единица. Рассматриваемая квантовая система ограничена непроницаемы-
ми стенками в точках ζ = ±ζL, где ζL = L/bδ, L – полуширина системы. Величина
ŨΣ состоит из двух слагаемых

ŨΣ =
1
2
ζ2 + Ũext. (2)

Первое слагаемое в (2) определяет ограниченный квадратичный потенциал на отрез-
ке −ζL ≤ ζ ≤ ζL. Второе слагаемое в (2) характеризует импульсную накачку

Ũext(ζ, τ) =




−F̃0ζ, τ ∈ (nT, nT + ∆τ),

0, τ /∈ (nT, nT + ∆τ).
(3)

Здесь F̃0 = F0/Fδ, F0 - классическая сила, Fδ = Uδ/bδ, T – период повторения
импульса, n – целое число.

Слагаемое в (1), включающее множитель k, характеризует диссипативные свой-
ства системы. Величина ln(ψ̃/ψ̃∗) может быть представлена в виде

ln
ψ̃
ψ̃∗

= i
(
2 arg(ψ̃) + 2nπ

)
, (4)

где arg(ψ̃) = arctg
(
Imψ̃/Reψ̃

)
есть главное значение фазы. Необходимо отметить,

что физически корректные решения имеют место, когда фаза является непрерывной
функцией координаты ζ. Символ 〈〉 означает среднее значение, так что

〈ln ψ̃
ψ̃∗
〉 =

∫
ψ̃∗ ln

ψ̃
ψ̃∗
ψ̃dζ. (5)

Ниже использованы безразмерные величины для плотности вероятности N и поле-
вой скорости V

N = ψ̃∗ψ̃, V =
1

2iN

(
ψ̃∗

∂ψ̃
∂ζ

− ψ̃∂ψ̃∗

∂ζ

)
. (6)

Условие нормировки для волновой функции ψ̃ может быть записано в виде

∫ ζL

−ζL
Ndζ = 1. (7)

70



Расчетные формулы для средних значений динамических переменных и функций от
них имеют вид

〈ζ〉 =
∫ ζL
−ζL ψ̃

∗ζψ̃dζ, 〈V 〉 =
∫ ζL
−ζL ψ̃

∗
(
−i

∂

∂ζ

)
ψ̃dζ,

〈T̃ 〉 =
1
2

∫ ζL
−ζL

∣∣∣∣
∂ψ̃
∂ζ

∣∣∣∣
2

dζ, 〈ŨΣ〉 =
∫ ζL
−ζL ψ̃

∗ŨΣψ̃dζ.

(8)

Здесь 〈ζ〉, 〈V 〉 – средние значения координаты и скорости, соответственно; 〈T̃ 〉,
〈ŨΣ〉 – средние значения кинетической и потенциальной энергий, соответственно.
В отдельных случаях проводились вычисления средней полной энергии 〈Ẽ〉 как
суммы 〈T̃ 〉, 〈ŨΣ〉. Величины 〈ζ〉, 〈V 〉, 〈T̃ 〉, 〈ŨΣ〉 являются безразмерными. Для ана-
лиза соотношения неопределенностей проведены вычисления среднеквадратичных
отклонений координаты и скорости 〈(∆ζ)2〉, 〈(∆V )2〉, а также стандартных отклоне-
ний, определяемых как

σζ =
√
〈(∆ζ)2〉, σV =

√
〈(∆V )2〉. (9)

Произведение σζσV описывает соотношение неопределенностей как функцию вре-
мени. С использованием метода дискретного преобразования Фурье [17] проанали-
зированы квадраты модулей

FW (Ω) = |ΦW (Ω)|2 (10)

как функции Ω. Здесь W – некоторая переменная времени, ΦW (Ω) – фурье-преобра-
зование, Ω = ω/ωδ, ω – частота процесса. Были также вычислены квадраты модулей
фурье-компонент для W = 〈ζ〉 и W = N(0, τ). Граничные условия на стенках систе-
мы и начальное условие задавались в виде

ψ̃(±ζL, τ) = 0, ψ̃(ζ, τ = 0) = ψ̃0(ζ). (11)

Было проведено численное интегрирование уравнения ШЛК при заданных на-
чальном и граничных условиях. Поскольку уравнение является нелинейным, исполь-
зовался итерационный конечно-разностный метод установления по псевдовремени,
который является аналогом метода простых итераций. Производные по координате
аппроксимировались со вторым порядком точности, временные производные также
вычислялись со вторым порядком точности за исключением тех моментов времени,
где внешний потенциал Ũext меняется скачком (первый порядок аппроксимации).
В процессе вычислений контролировалось условие нормировки (7), которое сохра-
нялось с высокой степенью точности (менее 10−6). Реализованный численный метод
также тестировался на простейших задачах (например, для гармонического осцилля-
тора). Для получения приведенных ниже результатов в расчетах использовалась рав-
номерная пространственно-временная сетка с шагом по времени ∆τсетки = π/1024 и
с 400 узлами по координате.
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2. Собственные колебания пространственно
ограниченного квантового осциллятора

Специфика рассматриваемой квантовой системы, как отмечалось выше, состо-
ит в том, что квадратичный потенциал задан на конечном отрезке [−ζL; ζL] между
стенками системы. Как известно [18], энергетический спектр такой системы стано-
вится неэквидистантным. При малых номерах квантовых состояний он с высокой
степенью точности совпадает со спектром квантового гармонического осциллято-
ра. Однако с ростом номера состояния происходят изменения в структуре спектра.
При достаточно больших номерах можно ожидать переход к состояниям частицы в
потенциальной яме без квадратичного потенциала. Характер спектров и динамика
квантовых волновых пакетов при отсутствии диссипации изучалась нами ранее [19].
Обычный классический резонанс при периодическом импульсном воздействии на
такой пространственно ограниченный осциллятор был исследован в деталях в рабо-
те [20]. Прежде чем перейти к изложению динамики квантовых волновых пакетов
в диссипативной системе с импульсной накачкой, рассмотрим более простые режи-
мы движения, когда импульсная накачка (3) «выключена» и трение отсутствует, то
есть Ũext = 0, k = 0. В этих режимах характер динамических свойств зависит от
начальных условий: отклонения пакета от состояния равновесия, начальной скоро-
сти и, соответственно, степени приближения средней координаты 〈ζ〉 к ζL, то есть
к стенкам системы. Рассмотрим простейший вариант начальных условий в форме
гауссова пакета, размещенного в центре системы, но с малой начальной скоростью

ψ̃0(ζ) = A exp
(
−1

2
ζ2 + iV0ζ

)
, (12)

где A определяется из условия нормировки, а V0 ' 〈V 〉 характеризует скорость
центра гауссова пакета в начальный момент времени. При малых скоростях V0 мож-
но организовать режимы колебательного движения, соответствующие или близкие
к режиму квантового гармонического осциллятора на неограниченном интервале
(−∞;∞). В этих режимах колебания происходят на собственной частоте осцил-
лятора Ω = 1. Анализ реализаций и фурье-спектров динамических переменных и
их средних подтверждают возможность таких колебаний, если V0 достаточно мала.
Простейший пример таких колебаний, когда осциллятор возбуждается при помощи
одиночного импульса, рассмотрен для параметров системы: F̃0 = −0.5, ∆τ = π/16,
k = 0, начальный гауссов пакет соответствует основному состоянию, а начальная
скорость V0 = 0. Вычисления проведены для ζ ∈ [−4; 4], τ ∈ [0; 300]. Длитель-
ность одиночного импульса накачки, включаемого в момент τ = 0 и выключаемого
в момент τ = ∆τ, много меньше периода собственных колебаний, равного 2π. Реа-
лизации для средних значений координаты и скорости как функции времени даны
на рис. 1, а, а фурье-преобразование временной зависимости средней координаты
〈ζ〉 дано на рис. 1, б. В этом простом режиме отклонение 〈ζ〉 от равновесного зна-
чения, равного нулю, много меньше полуширины системы ζL. Влияние стенок не
сказывается на спектре колебаний, который имеет одну собственную частоту Ω = 1
(см. рис. 1, б), фурье-компонента для средней координаты F〈ζ〉(1) ' 2.5 · 10−3 явля-
ется единственной спектральной линией. Рассматриваемому движению на фазовой
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плоскости (〈ζ〉, 〈V 〉) соответствует замкнутая траектория. Варьируя начальные усло-
вия, можно получить континуум фазовых траекторий, вложенных одна в другую.

Однако при увеличении начальной скорости V0 или интенсивности импульса
накачки до значений, при которых среднее значение 〈ζ〉 становится сравнимым с ζL,
характер временных реализаций 〈ζ〉 и их фурье-спектров существенно изменяет-
ся. Например, для динамического режима, определяемого параметрами F̃0 = 0,
∆τ = π/16, k = 0, V0 = −10, временная реализация 〈ζ〉 имеет области интенсивных
колебаний, слабых колебаний, а также области, где они отсутствуют вовсе (рис. 2, а).
Фурье-спектр колебаний становится сложным; функциональная зависимость F〈ζ〉(Ω)
имеет широкополосный максимум и набор отдельных спектральных линий, огибаю-
щие которых также характеризуются максимумами (рис. 2, б). Проведенный анализ
энергетических уровней λn стационарных состояний и разностей между соседними
уровнями ∆λn показывает близость отдельных значений ∆λn к частотам спектра Ω
временной зависимости 〈ζ〉.

Рис. 1. Гармонические колебания пространственно ограниченного осциллятора при малой величине F̃0

одиночного импульса: а – временные реализации 〈ζ〉 (сплошная линия) и 〈V 〉 (штриховая линия) с ма-
лым отклонением от равновесия, 〈ζ〉 ¿ ζL; стенки не оказывают существенного влияния на динамику
колебаний; б – частотный отклик; точность расчета фурье-спектра достигает 10−8 (даже при такой
точности не обнаружено сильное уширение спектральной линии)

Рис. 2. Влияние стенок на спектр колебаний при высокой начальной скорости квантового пакета:
а – структура временных колебаний, 〈ζ〉 близко к ζL; отметим присутствие в колебаниях биений, обу-
словленных большим числом спектральных компонент; б – формирование многочастотного спектра;
частота осциллятора отсутствует
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Рис. 3. Пространственно ограниченный осциллятор с трением в режиме слабых колебаний: а – зату-
хание собственных колебаний средней координаты (сплошная линия) и средней скорости (штриховая
линия) происходит по экспоненциальному закону аналогично классическому случаю; б – уширение
спектральной линии

Имея эти результаты как исходные, можно перейти к изучению диссипатив-
ных динамических процессов. В качестве иллюстрации рассмотрим динамический
режим, характеризующийся параметрами ∆τ = π/16, k = 0.1, V0 = 0; осциллятор
возбуждается под действием одиночного импульса с F̃0 = −0.5. Временные реализа-
ции для 〈ζ〉, 〈V 〉 и фурье-преобразование представлены на рис. 3, а, б, соответствен-
но. Динамические средние 〈ζ〉, 〈V 〉 стремятся к нулю. Как и в классической механи-
ке, имеем осциллятор с затуханием, отдельную спектральную линию с уширением
на демпфированной частоте Ωd =

√
12 − (1/4)k2. Система переходит в основное

состояние, при этом произведение стандартных отклонений σζσV равно 0.5. Это со-
ответствует минимизированной величине для основного состояния гармонического
осциллятора. Аналогичные результаты были получены для осциллятора с трением на
неограниченном интервале (−∞;∞) в рамках уравнения Добнера – Голдина [21,22].
В этих работах были найдены точные аналитические решения и асимптотический
переход к стационарному состоянию – «аттрактору в гильбертовом пространстве».
В отличие от этих результатов мы развиваем теорию пространственно ограниченно-
го осциллятора на отрезке [−ζL; ζL] в рамках уравнения ШЛК. Следует отметить,
что переход в основное стационарное состояние при разных V0 изучался нами в ста-
тье [23] для ограниченного осциллятора с квадратичным потенциалом и в системе с
двумя полиномиальными ямами.

3. Вынужденные колебания квантового волнового пакета

Теперь можно перейти к основной задаче, когда на систему действует им-
пульсная накачка, представляемая формулой (3). Для сравнения с предыдущим ре-
зультатом, когда включается одиночный импульс, сохраним значения параметров за-
дачи F̃0 = −0.5, ∆τ = π/16, k = 0.1. Период повторения импульсного воздействия
T = 2π. Начальное условие осталось прежним, то есть в виде гауссова пакета с
начальной нулевой скоростью. Динамический режим с указанными значениями па-
раметров будем условно называть основным. По отношению к нему другие дина-
мические режимы могут отличаться величиной какого-либо одного параметра: V0,
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∆τ, T , или одновременно несколькими. Для анализа динамики квантового волнового
пакета проведены достаточно подробные исследования карты уровней плотности ве-
роятности на плоскости (ζ, τ), ее распределений по координате ζ в фиксированные
моменты времени τ, временной зависимости средних значений координаты и ско-
рости пакета, а также соотношения неопределенностей. Кроме того, исследована и
показана независимость установившихся колебаний пакета и динамических средних
от начальных условий, проведены расчеты фазовых траекторий, точечных отображе-
ний и устойчивости периодических колебаний.

Функция двух переменных N = N(ζ, τ) может рассматриваться в трехмерном
пространстве (ζ, τ, N) как уравнение поверхности, где N – высота, а ζ, τ - коорди-
наты точки в горизонтальной плоскости. Если построить сечения поверхности плос-
костями N = const и затем спроектировать полученные линии уровня на плоскость
(ζ, τ), то получим карту уровней плотности вероятности. Используя различные цве-
та, легко построить довольно подробную картину рельефа. Ниже проведены расчеты
для параметров основного режима. На рис. 4, а более светлые тона соответствуют
большим значениям N , а более темные – меньшим. Несмотря на упрощения, имеем
вполне приемлемую картину динамических процессов.

Как видно из рис. 4, а, карта уровней плотности вероятности на временном
интервале (0, 60), содержащем около десяти периодов, соответствует переходно-
му процессу. На этом интервале отклонения квантового волнового пакета от рав-
новесного положения постепенно увеличиваются, пока не достигнут определенных
значений, после чего картина колебаний сохраняется. В соответствии с эволюцией
N происходят колебания средних величин 〈ζ〉, 〈V 〉 во времени (рис. 4, б). Фурье-
преобразование F〈ζ〉(Ω), соответствующее временной реализации 〈ζ〉, имеет вид,
приведенный на рис. 4, в. На временном интервале (0, 150) колебания имеют ин-
крементный участок, а затем в системе устанавливается режим колебаний с посто-
янной амплитудой. Такое поведение является характерным для аналогичных коле-
бательных систем в классической механике. Фурье-преобразование F〈ζ〉(Ω) имеет
резко выраженную отдельную фурье-компоненту F〈ζ〉(1). Ее форма имеет вид пи-
ка, который уширяется относительно Ω = 1. Постоянная составляющая F〈ζ〉(0) '
' 10−2F〈ζ〉(1), высшие гармоники F〈ζ〉(2), F〈ζ〉(3) очень слабые. Следует отметить,
что фурье-спектр сигнала, задаваемого формулой (3) для τ ∈ [0; 300], T = 2π,
∆τ = π/16, имеет множество высших гармоник, амплитуда которых очень медленно
уменьшается с ростом номера гармоники. Однако, как видно из рис. 4, в, в частот-
ном отклике все высшие гармоники F〈ζ〉(n) при n > 4 исчезают полностью. Для
последующего анализа удобно ввести фазовое пространство (〈ζ〉, 〈V 〉, τ) и проек-
ции фазовых траекторий на плоскость (〈ζ〉, 〈V 〉). Ради упрощения вместо термина
«проекция фазовой траектории» будем использовать термин «фазовая траектория на
плоскости». Фазовая траектория на плоскости (〈ζ〉, 〈V 〉) для параметров рассматри-
ваемого основного динамического режима представлена на рис. 4, г, она исходит из
начальной точки 〈ζ〉 = 0, 〈V 〉 = 0 на фазовой плоскости, раскручивается изнутри по
спирали и навивается на предельную траекторию.

Для изучения свойств предельной траектории следует выполнить точечные
преобразования, а также проверить теорему Кенигса [10, 11, 15] и показать устой-
чивость решений. Вначале изучим множество дискретных точек Xn = (〈ζ〉n, 〈V 〉n)
на фазовой плоскости в моменты времени nT, n=0, 1, 2, . . . На рис. 4, д дан после-
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Рис. 4. Вынужденные колебания для параметров основного динамического режима: а – карта уровней
плотности вероятности; б – эволюция динамических средних; в – фурье-преобразование временной
зависимости 〈ζ〉; в фурье-спектре присутствуют не только частота внешнего воздействия, но и её выс-
шие гармоники; г – фазовые траектории на плоскости (〈ζ〉, 〈V 〉); под действием первого импульса
накачки фазовая точка смещается из исходного положения (начало координат), раскручивается по спи-
рали, получает очередной импульс и т.д.; каждая очередная спираль удаляется от начала координат,
пока не достигнет предельного положения (аттрактора); д – стробоскопическое отображение; точки
Xn, соответствующие моментам времени τn = nT , n = 0, 1, ..., характеризуют постепенный пере-
ход к предельной точке и установившимся колебаниям; е – точечные отображения Rn+1 = f(Rn);
на графике расстояния между соседними точками уменьшаются, последовательность Rn стремится к
предельной точке Rc; в точке Rc модуль производной |df/dR| = 0.73, поэтому колебания устойчивы
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довательный набор точек от заданной начальной X0 (〈ζ〉0, 〈V 〉0) = 0 до некоторой
конечной X (0.034, 0.27). Расстояния между соседними точками постепенно умень-
шаются, возникает область сгущения и переход к предельной точке. В дополнение
можно также ввести определение расстояния на фазовой плоскости при помощи со-
отношения

Rn =
√
〈ζ〉2n + 〈V 〉2n, (13)

построить график зависимости Rn+1 = f(Rn) и определить неподвижную точку,
соответствующую установившимся колебаниям. График этой зависимости представ-
лен на рис. 4, е. Последовательность Rn стремится к неподвижной точке Rc. Модуль
производной в этой точке, рассчитываемый как

df

dR

∣∣∣∣
R=Rc

= lim
n→∞

Rn+1 −Rn

Rn −Rn−1
, (14)

равен 0.73. В соответствии с теоремой Кенигса это означает существование
устойчивого аттрактора. Прежде чем перейти к другим начальным условиям, обсу-
дим структурные свойства квантового волнового пакета для параметров основного
режима.

Координатная зависимость функции N в фиксированные моменты времени да-
ет информацию о пространственном распределении плотности вероятности, которое
определяет динамические свойства. При больших временах имеем динамический ре-
жим с установившимися колебаниями, типичная картина имеет вид, приведенный на
рис. 5, а. Квантовый волновой пакет остается достаточно локализованным, его ши-
рина на половинном уровне N составляет примерно 0.24 от размера ямы. С течением
времени он смещается от исходного положения как целое (см. рис. 5, а). Для ука-
занных фиксированных моментов времени координатная зависимость N изучалась
при помощи расчетов фурье-преобразования FN (q) (рис. 5, б). График представля-
ет монотонно спадающую зависимость от q (волнового числа для координатного
фурье-преобразования). При изменении FN (q) от 2 · 10−2 до 10−4 величина q увели-
чивается от 0 до 3.0, то есть ∆q ' 3.0. Изменения положения пакета в пространстве,

Рис. 5. Структурные свойства квантового волнового пакета: а – распределение плотности вероятности
по координате в разные моменты времени; отметим неизменность формы квантового волнового пакета
при колебаниях с трением; б – Фурье-преобразование координатного распределения
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соответствующие разным моментам времени, не меняют вида функциональной за-
висимости FN (q) и спектра волновых чисел. Таким образом, для установившихся
колебаний спектр волновых чисел и пространственная форма квантового волнового
пакета сохраняются во времени.

Дополнительно были проведены расчеты стандартных отклонений σζ, σV и
соотношения неопределенностей как функции времени τ для основного режима дви-
жения. Функции σζ, σV не зависят от времени, и их произведение σζσV сохраняет
постоянное значение, равное 0.5. Это соответствует минимизированному квантово-
му волновому пакету. Площадь S = 0.5

∫ 2π
0 R2d3, ограниченная предельной траек-

торией на фазовой плоскости, равна 0.3065006 и сохраняется с высокой степенью
точности при изменении начальной скорости.

Динамические режимы, параметры которых отличаются от основного только
тем, что начальные гауссовы пакеты обладают ненулевыми скоростями, были ис-
следованы также достаточно подробно. Обозначая среднюю скорость на предельной
траектории Vc, рассмотрим режимы движения при |V0| > |Vc| для V0 = −0.5, −2.0,
−10.0. Результаты численного моделирования для V0 = −0.5 приведены на рис. 6.
В отличие от основного режима на интервале (0, 150), колебания 〈ζ〉, 〈V 〉 имеют
декрементный участок, а затем участок с постоянной амплитудой. По-прежнему,
наиболее интенсивной является фурье-компонента F〈ζ〉(Ω) при Ω = 1, нулевая и

Рис. 6. Независимость установившихся колебаний от начальных условий: а – переходный участок и
стационарный характер колебаний; б – фурье-преобразование временной зависимости 〈ζ〉; в – переход
к предельной фазовой траектории снаружи; г – стробоскопическое отображение
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Рис. 7. Переход к предельной фазовой траектории при высокой начальной скорости гауссова пакета:
а – карта уровней плотности вероятности; по сравнению с основным режимом (см. рис. 4, а) карта
уровней характеризуется более сложным рельефом; б – временная эволюция динамических средних
〈ζ〉, 〈V 〉; в переходной области можно отметить крупномасштабную модуляцию, а затем установле-
ние колебаний с постоянной амплитудой; в – переход к предельной фазовой траектории; с течени-
ем времени происходит уменьшение амплитуд 〈ζ〉, 〈V 〉, и траектория свертывается до предельной;
г – частотный отклик; наряду с компонентами F〈ζ〉(1), F〈ζ〉(0) спектр частот имеет широкополосный
участок, обусловленный влиянием стенок; д – стробоскопическое отображение; переходная область
колебаний характеризуется заметным разбросом точек Xn; с течением времени разброс и расстоя-
ние между соседними точками уменьшаются, возникает предельная точка; е – точечные отображения
Rn+1 = f(Rn); с увеличением n расстояние между соседними точками уменьшается, и последователь-
ность Rn стремится к Rc; |df/dR| в точке Rc, как и в основном режиме, равна 0.73 и характеризует
устойчивость колебаний; несмотря на влияние стенок в переходной области, установившийся режим
совпадает с основным
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высшие гармоники возбуждаются слабо. Фазовая траектория начинается снаружи от
предельной траектории, перемещается по спирали, испытывая малые скачки при воз-
действии импульсов накачки, пока не осядет на предельную траекторию (рис. 6, в).
Предельная траектория практически совпадает с таковой для основного динамиче-
ского режима (см. рис. 4, г). Это демонстрирует независимость от начального усло-
вия. Множество дискретных точек Xn = (〈ζ〉n, 〈V 〉n) в последовательные моменты
времени nT , n = 0, 1, 2, ... сходится к предельной точке (рис. 6, г), которая характе-
ризует устойчивые периодические колебания. Расчеты для V0 = −2.0 также приво-
дят к аналогичным выводам о независимости от начального условия и устойчивости
колебаний. На плоскости (〈ζ〉, 〈V 〉) фазовая точка стремится к предельной, что под-
тверждает установившийся характер колебаний. При достаточно высокой начальной
скорости пакета V0 = −10.0, карта уровней плотности вероятности характеризует-
ся заметным фрагментарным распределением на временном интервале (0, 50). От-
дельные, более интенсивные фрагменты с течением времени удаляются от стенок
системы, а внутренняя, более темная область постепенно исчезает (рис. 7, а). Ко-
лебания средних 〈ζ〉, 〈V 〉, обусловленные эволюцией квантового волнового пакета,
имеют переходный участок; затем, при достаточно больших τ (расчеты проводились
в интервале (0, 300)) амплитуда колебаний становится постоянной (рис. 7, б). Фа-
зовая траектория закручивается и переходит к предельной (рис. 7, в). Площадь S,
ограниченная предельной фазовой траекторией, равна 0.3065007 и практически та-
кая же, как и для основного динамического режима. Предельная траектория имеет
такую же конфигурацию, как и в основном режиме, когда фазовая траектория рас-
кручивалась изнутри.

Фурье-спектр, выражающий частотный отклик для средней координаты, име-
ет наиболее интенсивную компоненту F〈ζ〉(Ω) на частоте Ω = 1, то есть на частоте
повторения импульсов Ωext = 1 (рис. 7, г). Численные значения F〈ζ〉(1) для просчи-
танных динамических режимов близки друг другу. Стробоскопическое отображение
и соответствующее ему точечное отображение Rn+1 = f(Rn) даны на рис. 7, д, е,
при этом в неподвижной точке модуль производной |df/dR| ≈ 0.7. Согласно теореме
Кенигса это означает, что предельная траектория и колебания устойчивы.

Обсуждение результатов

В проведенных расчетах мы ограничились неизменной величиной управляю-
щего параметра F̃0. Другие параметры, а именно: ∆τ = π/16, k = 0.1, Ω ' 1,
Ωext = 1, были выбраны с целью получения колебательных решений, которые мож-
но сравнивать с классическими аналогами. В качестве классического аналога можно
рассматривать колебания осциллятора с линейным трением и внешней силой, задава-
емой в виде периодической последовательности кратковременных импульсов. Ана-
лиз частотного спектра решений такой классической задачи показывает, что сильно
возбуждается основная частота повторения импульсов, высшие гармоники являют-
ся слабыми, поэтому имеет место сходство с классическими результатами. Другими
словами, в рамках квантового динамического описания, когда существенны кванто-
вые волновые закономерности, реализуется классический механизм вынужденных
колебаний. В рамках модели Шредингера – Ланжевена – Костина диссипативная си-
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ла не проявляет своей деструктивной роли в разрушении квантовой когерентности.
Колебания квантовых волновых пакетов, соответствующие предельной траектории
на фазовой плоскости, характеризуются минимизированным соотношением неопре-
деленностей.

Существенную роль в формировании установившихся колебаний играет ос-
новная частота повторения импульсов, определяемая как Ωext = 2π/T . В спектрах
частот, характеризующих отклик системы во всех режимах, она имеет доминирую-
щее значение. Демпфированная частота собственных колебаний при слабой дисси-
пации мало отличается от частоты осциллятора Ω = 1. В основном динамическом
режиме частота накачки Ωext, равная 1, близка к Ωd. Варьируя периоды импульсов
накачки, например, полагая T1 = 2π + π/16, T2 = 2π − π/16, в спектрах обна-
руживаем опять доминирующую роль частот Ωext = 2π/T1, Ωext = 2π/T2, а соб-
ственная частота явно не обнаруживается. В динамических режимах, когда частота
Ωext, соответствующая периоду импульсной накачки, заметно отличается от демп-
фированной частоты осциллятора Ωd, также реализуется режим с установившимися
колебаниями. Однако, фурье-преобразование временной зависимости 〈ζ〉 показыва-
ет, что спектр частот усложняется, и роль собственных колебаний становится более
существенной. Например, если динамический режим отличается от основного тем,
что параметр T = 3π или Ωext = 2/3, частотный спектр функции F〈ζ〉(Ω) содержит
основную частоту Ωext и ее высшие гармоники nΩext, n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, а также
частоту осциллятора Ωd. Теперь пик F〈ζ〉(Ω) на частоте Ωd обнаруживается явно.
Интенсивности спектральных пиков для Ωext и Ωd практически одинаковы. Одна-
ко при указанном различии частот Ωext и Ωd амплитуда установившихся колебаний
почти в десять раз меньше, чем в основном динамическом режиме. Из сравнения
результатов вычислений следует, что динамический режим при Ωext ' Ωd наиболее
оптимальный, так как амплитуда колебаний наибольшая. Увеличение длительности
импульса накачки приводит к возрастанию амплитуд колебаний 〈ζ〉c, 〈V 〉c. Расчеты
динамических режимов были проведены при ∆τ < 0.5T для разных V0, T . Эти рас-
четы подтверждают качественные результаты и выводы, изложенные в предыдущем
разделе.
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DRIVEN OSCILLATIONS OF QUANTUM WAVE PACKETS
IN SYSTEM WITH FRICTION, QUADRATIC
POTENTIAL AND IMPENETRABLE WALLS

A.L. Sanin, A.A. Smirnovsky

The quantum dissipative system with quadratic potential confined by infinite walls
of well and subjected to impulse pump was investigated in detail. The numerical simulation
was carried out in context of the Schrödinger-Langevin-Kostin equation. The propagation
of quantum wave packets, calculations of phase trajectories and mappings, dynamical
averages, frequency spectra have been performed and discussed. These data allow to state
the existence of the stable oscillatory regimes and correspondence with classic analogous
systems.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЙ
СЕВЕРНОГО ПОЛЮСА ЗЕМЛИ С ПОМОЩЬЮ

ОТОБРАЖЕНИЙ НА ПЕРИОДЕ ВНЕШНЕЙ СИЛЫ

Н.Н. Иващенко, Н.С. Сидоренков, Д.М. Сонечкин

Из обработки астрономических наблюдений известно, что движения Северного по-
люса Земли состоят из тренда в направлении Гренландии и наложенной на этот тренд
вращательной компоненты, в которой доминируют периоды в 12 месяцев, вызываемые
сезонным перераспределением масс в атмосфере и гидросфере Земли, и периоды, при-
мерно, в 14 месяцев, называемые чандлеровскими, природа которых не ясна. Из-за несо-
измеримости этих периодов во временных рядах координат полюса видны примерно
шести-семилетние биения. До сих пор не установлено с определенностью, каков харак-
тер этих биений. Цель настоящей работы – прояснить этот вопрос, используя ряд наи-
более точных данных о координатах Северного полюса за период с 5 января 1962 года
до 18 июля 2004 года (временная дискретность ряда – пять дней). Для этого исполь-
зована математическая техника точечных отображений на секущих фазовых траекторий,
построенных по годовому периоду внешней силы. Найдено, что частота биений меняется
квазипериодическим образом, а их амплитуда зависит от сезонов года.

В 1765 году (более двухсот лет назад!) для описания вращения Земли как
твердого тела Л. Эйлер [1] вывел систему трех квадратично-нелинейных дифферен-
циальных уравнений

Aω̇1 = (B − C)ω2ω3 , Bω̇2 = (C −A)ω1ω3,

Cω̇3 = (A−B)ω1ω2 , C > B > A > 0,
(1)

где A, B, C и ωi (i = 1, 2, 3) – компоненты момента инерции и вектора мгновенной
угловой скорости Земли, соответственно.

Принимая во внимание, что экваториальное сечение фигуры Земли почти не
отличается от окружности, а именно: ε = (B − A)/C ≈ 10−5, Эйлер предположил,
что (1) можно редуцировать к уравнению линейного осциллятора

ω̈i = −Ω2ωi, i = 1, 2, (2)

если положить ε = 0, то есть B = A. При этом частота Ω = (C − A)ω3/A дает пе-
риод свободной нутации Земли (периодических отклонений мгновенных координат
полюсов от их среднего положения) в приблизительно десять месяцев.
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О том, что небольшие периодические отклонения полюсов имеют место на-
ряду с очень длительными и большими изменениями взаимного расположения по-
люсов и материков Земли, астрономы догадывались издавна. Эти периодические
отклонения действительно очень невелики (сейчас они оцениваются как достигаю-
щие максимум 15 метров), но даже такие отклонения являются существенными для
некоторых современных навигационных систем. Кроме того, нутация, как выясне-
но уже в наше время, возбуждает особый, распространяющийся с запада на восток
противофазно в северном и южном полушариях прилив в атмосфере и океанах (он
называется полюсным), который, как полагают некоторые исследователи, влияет на
динамику погоды и короткопериодные колебания климата. В те же давние време-
на вопрос о существовании нутации представлял немалый познавательный интерес.
Так, во второй половине XIX века проблемой движения полюсов Земли заинтересо-
вался У. Томсон (лорд Кельвин). Он посчитал, что нахождение 305-дневного периода
в этих движениях полюсов может послужить доказательством того, что Земля не яв-
ляется жидкой внутри, как тогда полагало большинство геологов. Авторитет лорда
Кельвина был велик, и астрономы начали поиск соответствующего пика в энергети-
ческих спектрах движений полюсов по данным наблюдений изменений широт ряда
географических пунктов (Берлина, Вашингтона, Пулкова и некоторых других). Точ-
ность этих наблюдений была достаточной для безусловного выявления нутации как
таковой, но располагаемые ряды были слишком короткими для того, чтобы расчеты
по ним энергетических спектров отклонений полюсов были надежными. Некоторые
астрономы, правда, утверждали, что они нашли 305-дневный пик в этих спектрах.
Однако в 1891 году американский любитель астрономии С. Чандлер провел очень
аккуратные вычисления и нашел (см. [2] и последующие пять публикаций Чандлера
в 1891–1892 годах) в энергетическом спектре движений Северного полюса Земли
целых два, причем мощных, пика. Их периоды оказались резко отличными от пери-
ода эйлеровской свободной нутации. Они составили 12 месяцев и примерно 14 ме-
сяцев. Профессионалы сначала отвергали этот результат как недостоверный, но, в
конце концов, признали его. Живое и подробное описание этой истории можно най-
ти в книге Ю.А. Авсюка [3]. Обзоры современных результатов обработки данных
астрономических наблюдений, которые подтверждают результат Чандлера, хотя и
уточняют его в ряде отношений, можно найти в [4, 5].

Что касается периода в 12 месяцев, его происхождение вполне понятно (см.,
например, [6–8]): это – реакция вращения Земли на сезонное перераспределение масс
в атмосфере и гидросфере, возникающая из-за стремления Земли в целом сохранять
свой момент инерции. Однако природа колебания с периодом около 14 месяцев (его
традиционно называют чандлеровским) остается до конца не понятой даже сейчас.
Основную причину чандлеровского колебания многие исследователи видят в пла-
стических деформациях внутренних сфер Земли [9], другие исследователи считают
необходимым учитывать также магнитные поля Земли [10], а в [3], например, ука-
зано на необходимость рассмотрения совместных движений системы Земля – Луна,
что должно приводить к перемещениям самой оси вращения внутри тела Земли.

Нам представляется важным обратить внимание на то, что в любом случае аст-
рономы продолжают пользоваться линеаризованными уравнениями Эйлера. Вместе
с тем, из теории асимптотических методов решений дифференциальных уравнений
с малыми параметрами сейчас уже хорошо известно, что понижение порядка диф-
ференциальной системы после пренебрежения малым параметром служит признаком
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сингулярности соответствующих возму-

Рис. 1. а – траектория скользяще осредненных по
шестилетнему периоду координат Северного полю-
са Земли, представляющая тренд полюса в общем
направлении к Гренландии; начальная точка траек-
тории дана звездочкой, конечная – треугольником.
б – траектория отклонений координат полюса для
последовательных пятидневок в результате трен-
да для отрезка времени с 5.01.1962 по 18.07.2004,
представляющая вращательную компоненту движе-
ний полюса

щений, и, следовательно, недопустимо-
сти такого пренебрежения. Поэтому для
объяснения чандлеровского колебания
полюсов кажется необходимым [11] вер-
нуться к исходным нелинейным уравне-
ниям (1), а при анализе данных астро-
номических наблюдений за движения-
ми полюсов исходить из их нелинейной
природы [12]. Поэтому в [11] исходная
система (1) была преобразована к ви-
ду двух кубично-нелинейных осцилля-
торов (типа осциллятора Дуффинга). Но
анализ решений этих осцилляторов
(в принципе, они выражаются через эл-
липтические функции) с целью выявить
в них те признаки нелинейности, кото-
рые были найдены в данных астроно-
мических наблюдений, например, нали-
чие суб- и супергармоник основного
чандлеровского колебания [12], затруд-
нен. Поэтому имеет смысл использовать
для анализа различные техники, приме-
няемые при исследовании простых
нелинейных динамических систем,
в частности технику точечных отобра-
жений [13].

Техника отображений уже приме-
нялась при исследованиях движений Се-
верного полюса. Так были построены
отображения на секущей по годовому
периоду для амплитуды отклонений ко-

ординат полюса от нуля [14, 15]. Они представляли собой последовательности почти
замыкающихся петель, и авторы истолковали это как свидетельство квазипериодич-
ности рассматриваемой динамики. Однако петли почти полностью заполняли секу-
щую плоскость. Не усматривалось даже общего для них центра вращения. Это может
быть обязано наличию в движениях полюса систематического изменения – тренда
и/или третьей существенной периодичности (внешней или собственной). Ясно, что
при тренде нельзя получить отображение типа окружности или кольца, даже ес-
ли число периодичностей определено правильно. Тренд сдвигает последовательные
петли отображения друг относительно друга.

Для исключения тренда из ряда координат Северного полюса в настоящей ра-
боте использовано простое скользящее шестилетнее осреднение данных. Результат
осреднения – тренд, то есть более или менее систематическое смещение координат
полюса в общем направлении Гренландии, показан на рис. 1, а, а представляющие
вращательную компоненту движений полюса отклонения координат полюса от трен-
да для последовательных пятидневок за рассматриваемый период с 5 января 1962 по
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18 июля 2004 – на рис. 1, б. На рис. 2 можно видеть, что обе координаты враща-
тельной компоненты движений полюса и сама амплитуда этой компоненты обна-
руживают примерно шестилетние биения. На рис. 3 для вращательной компоненты
показаны отображения на сечениях фазовых траекторий этой компоненты по годово-
му периоду. На рис. 3, а показано отображение для секущей по фазе января, как и в
вышеупомянутых работах [14, 15], а на рис. 3, б – по фазе июля. Сравнивая рис. 3, a
с рисунками в [15], можно видеть некоторое сходство в расположении петель траек-
тории относительно начала координат. У первого все петли явно смещены влево и
вниз, что соответствует смещению Северного полюса в сторону Сибири. В [15] для
тех же самых лет это смещение видно менее четко из-за тренда. Все петли июль-
ского отображения на рис. 3 смещены в противоположную сторону по сравнению
с январским отображением, то есть в направлении от Сибири в сторону Гренлан-
дии. Можно предположить, что эти противоположные смещения обязаны сезонному
перераспределению масс в гидросфере и атмосфере Земли.

Рис. 2. Временной ход: а – координат X (сплошная линия) и Y (пунктирная линия); б – амплитуды A
вращательной компоненты движений Северного полюса
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Рис. 3. Отображения вращательной компоненты движений Северного полюса на секущей годового
периода в координатах X и Y . а – секущая выбрана по фазе начала января, б – по фазе начала июля.
Последовательные точки отображения (малые кружки) соединены плавными линиями, начальная точка
показана звездочкой, а последняя точка – треугольником. Обход точек происходит по часовой стрелке,
так что фаза текущей точки почти всегда меньше фазы предыдущей точки

Соотношение между амплитудой вращательной компоненты каждого года и
изменением фазы этой компоненты от предыдущего к текущему году показано на
рис. 4. Секущая на этом рисунке выбрана по фазе начала января (картина для фа-
зы июля качественно такая же, а потому не приводится). Показаны аппроксимации
этого соотношения линейной и квадратичной функциями, свидетельствующие, что
при малой амплитуде изменение фазы отображения всегда отрицательно и велико
по модулю по сравнению со случаями большой амплитуды, когда оно ближе к ну-
левому. Поскольку точности показанных аппроксимаций (особенно квадратичной –
R2 = 0.4809) довольно велики, это соотношение может быть использовано для пред-
сказаний характера чандлеровского колебания на несколько лет вперед.

Не только тренд усложняет геометрию отображения для движений Северного
полюса, но и биения вращательной компоненты. Чтобы учесть биения, были постро-
ены отображения первого возвращения на секущую (лестницы Ламерея) для фаз вра-
щательной компоненты F (t) → F (t+1). На рис. 5 показана такая лестница Ламерея
для последовательности фаз, наблюдавшихся в первые пятидневки январей (F (t),
t=1962, 1963,..., 2004). Видимые на рис. 5 шесть полных обходов лестницы (на-
правление показано стрелками) соответствуют шести периодам биений амплитуды
вращательной компоненты. Как завершается очередной обход, легче всего просле-
дить по той ступени лестницы, которая соответствует скачку от почти нулевой фазы
к фазе немногим менее 360 градусов (верхний левый угол координатной плоскости
на рис. 5). Если бы на этой ступени произошло замыкание, то есть очередная точка
совпала с какой-то более ранней точкой, то это доказало бы строгую периодичность
рассматриваемой динамики (период равен произведению числа обходов лестницы до
замыкания на средний период биения амплитуды). Но, как видно на рис. 5, эта сту-
пень лестницы оканчивается на линии, идущей слева круто вверх направо, то есть
величина рассматриваемой ступени отображения неустойчива. Отсюда следует, что
динамика фазы вращательной компоненты, хотя и рекуррентна, но, строго говоря,
апериодична.

Построенное отображение с учетом трендовой компоненты может быть ис-
пользовано в целях долгосрочного (минимум на год вперед) прогноза движения Се-
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Рис. 4. Соотношение между амплитудой враща-
тельной компоненты каждого года и изменением
фазы этой компоненты от предыдущего года к те-
кущему для секущей на рис. 1, выбранной по фа-
зе начала января. Показаны аппроксимации этого
соотношения линейной и квадратичной функци-
ями с оценками их точности средними квадра-
тами коэффициентов корреляции между одновре-
менными значениями сравниваемых величин

Рис. 5. Лестница Ламерея для фазы вращательной
компоненты движений полюса F (t) → F (t + 1),
построенная по значениям фаз, наблюдаемым в
первой пятидневке января каждого года. Точ-
ки отображения показаны малыми квадратиками.
Стрелки указывают направление обхода лестни-
цы. Штриховые линии дают приближенный вид
отображения окружности, которое может быть
использовано для моделирования рекуррентной
динамики вращательной компоненты движений
Северного полюса

верного полюса Земли. Однако для этого надо построить также аналогичное отоб-
ражение для амплитуды вращательной компоненты. К сожалению, учитывая суще-
ствование примерно шестилетнего биения этой амплитуды, ряд имеющихся данных
слишком короток. Поэтому надо строить какие-то дополнительные гипотезы о ха-
рактере биений, которые можно было бы использовать, чтобы компенсировать недо-
статок данных наблюдения. Таким образом, на пути к долгосрочному прогнозу дви-
жения полюсов Земли предстоит преодолеть еще много препятствий. Но сам такой
прогноз очень важен для многих прикладных исследований и даже для чисто прак-
тического применения. Например, он необходим для расчета полюсного прилива в
атмосфере и океанах, который может быть использован, в свою очередь, как предик-
тор междугодовых колебаний крупномасштабных процессов в системе атмосфера
– океан, в частности, известного процесса Эль Ниньо (см., например, [16]). Заме-
тим, процесс Эль Ниньо сам оказывает обратное воздействие на нутацию Земли,
перераспределяя воздушные и водные массы, тем самым еще усложняя проблему
долгосрочного прогноза движения полюсов.

Данная работа была выполнена при частичной финансовой поддержке по
гранту РФФИ №05-05-64130.
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STUDY OF THE EARTH’S POLE MOTION USING A MAPPING
ON AN EXTERNAL FORCE PERIOD

N.N. Ivashchenko, N.S. Sidorenkov, D.M. Sonechkin

It is known from astronomic observations that the motions of the North pole of
the Earth consist of a trend to the Greenland direction, and a rotational component
superimposed on the trend. The periods of 12 and about 14 months dominate in these
motions. The first period is resulted from the seasonal mass redistribution in atmosphere
and oceans. The second period is its called the Chandlerian and nature is vague. Because
of incommensurability of both periods each with another one can see six/sevel year beats
in the time series of the Earth’s pole coordinates. It is not known definitely what is the
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character of these beats. The aim of this paper is to clear up this question using the most
accurate time series of the North pole coordinates covering the time from 5 January 1962
up to 18 July 2004 (sampled over 5 day period). A mathematical technique of mapping is
used for the phase trajectory section chosen at the annual period of the external force. It
is found that the beat frequency varies by a quasi-periodic manner, and the beat amplitude
is seasonal dependent one.
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА ПУСКОВЫХ ТОКОВ
МНОГОРЕЗОНАТОРНЫХ КЛИСТРОННЫХ

АВТОГЕНЕРАТОРОВ

Ю.Д. Жарков

На основе теории каскадной группировки рассмотрена методика расчета пусковых
токов многорезонаторных клистронных автогенераторов.

Многорезонаторные клистроны являются традиционными приборами вакуум-
ной сверхвысокочастотной электроники, получившими широкое практическое при-
менение [1]. В последние годы интерес к ним возрос еще и в связи с тем, что на
их основе возможно создание автогенераторов хаотических колебаний с большой
мощностью и значительным КПД [2].

Одним из основных параметров таких автогенераторов является пусковой ток.
Теоретические оценки возможностей клистронных автогенераторов хаотических ко-
лебаний с различным числом резонаторов, а также изложение этих вопросов в общих
и специальных курсах требуют последовательного расчета пусковых токов клистрон-
ных автогенераторов с учетом эффекта группировки электронов в каждом из резо-
наторов. Эту задачу можно решить только на основе теории каскадной группировки
электронов [3].

В настоящей работе дается методика расчета пусковых токов клистронных ав-
тогенераторов с разным числом резонаторов на основе каскадной группировки. Для
начала колебаний естественным является предположение о малом сигнале. Кроме
того, будем считать группировку кинематической, а все резонаторы одинаковыми и
настроенными на одну частоту (синхронный режим).

Последовательно рассмотрим расчет пускового тока для двух-, трех-, четырех-
и пятирезонаторного клистронов.

Двухрезонаторный клистрон. Допустим, что к первому высокочастотному
зазору клистрона приложено напряжение

u(t) = u1 sinωt1,

где u1 – амплитуда ВЧ-напряжения первого зазора, t1 – время пролета электроном
первого зазора, ω – резонансная частота резонатора. Тогда в приближении малого
сигнала скорость электрона v на выходе этого зазора будет
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v = v0(1 +
Mξ1

2
sinωt1),

где v0 =
√

2(e/m)u0; ξ1 = u1/u0, u0 – постоянное ускоряющее напряжение клистро-
на, e и m – заряд и масса электрона; M – коэффициент эффективности модуляции.

Фаза прибытия электрона во второй (выходной) зазор клистрона будет

ωt2 = ωt1 + θ0 −X sinωt1,

где θ0 = ωl/v0 – угол пролета в пространстве дрейфа между резонаторами, l – рас-
стояние между первым и вторым зазорами; X = Mξ1θ0/2 – параметр группировки.

Ток i сгруппированного потока в пространстве дрейфа определяется из зако-
на сохранения заряда I0dt1 = idt2, где I0 – постоянный ток электронного пучка.
Амплитуда сгруппированного тока будет i1 = I0X .

Амплитуда напряжения u2 на втором зазоре

u2 =
Mi1
Gн

=
1
2
M2 I0

u0

1
Gн
θ0u1 = æ2u1,

где æ2 = (1/2)M2(I0/u0)(1/Gн)θ0 , Gн = 1/(ρQн) – активная проводимость вто-
рого резонатора, связанного с нагрузкой, ρ – волновое сопротивление резонатора,
Qн – нагруженная добротность резонатора.

Коэффициент усиления двухрезонаторного клистрона K2u = æ2. Амплитудное
условие самовозбуждения, если нет потерь в линии обратной связи, имеет
вид K2u = 1.

Из этого условия следует уравнение для определения пускового тока I0пуск2

двухрезонаторного клистронного автогенератора

æ2 =
1
2
M2 I0пуск2

u0

1
Gн
θ0 = 1.

Трехрезонаторный клистрон. В трехрезонаторном клистроне сгруппирован-
ным в пространстве дрейфа потоком в промежуточном резонаторе при синхронной
настройке возбуждается напряжение

u2(t) = −u′2 cos(ωt2 − θ01).

Знак минус свидетельствует о том, что электронные сгустки попадают в максимум
тормозящего поля второго резонатора. Здесь θ01 = ω l12/v0 – угол пролета в пер-
вом пространстве дрейфа, l12 – расстояние между первым и вторым резонаторами;
u′2 = (1/2)M2(I0/u0)(1/G0)θ01u1 – амплитуда напряжения, возбуждаемого в проме-
жуточном резонаторе, G0 – активная проводимость промежуточного резонатора.

Скорость электронов на выходе второго зазора

v2 = v0

[
1 +

Mξ1
2

sinωt1 − Mξ2
2

cos(ωt2 − θ01)
]

,

где ξ2 = u′2/u0.
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Фаза прибытия электрона в третий, выходной, зазор клистрона ωt3 в прибли-
жении малого сигнала

ωt3 = ωt1 + θ01 + θ02 −X13 sinωt1 + X23 cosωt1.

Здесь θ02 = ωl23/v0 – угол пролета во втором пространстве дрейфа, l23 – расстояние
между вторым и третьим резонаторами; X13 = (1/2)Mξ1(θ01+θ02) – первый парци-
альный параметр группировки; X23 = (1/2)Mξ2θ02 – второй парциальный параметр
группировки.

Во втором зазоре происходит дополнительная скоростная модуляция электрон-
ного потока, приводящая к каскадной группировке во втором пространстве дрейфа
в результате скоростной модуляции в обоих зазорах.

Перепишем ωt3 в виде

ωt3 = ωt1 + θ01 + θ02 − ωt3 = ωt1 + θ01 + θ02 −X ′ sin(ωt1 + 3′),

где X ′ =
√

X2
12 + X2

13; 3
′ = − arctg(X23/X13).

Определяя ток сгруппированного во втором пространстве дрейфа потока по за-
кону сохранения заряда, найдем выражение для амплитуды возбужденного в третьем
зазоре напряжения

u3 =
MI0X

′

Gн
=

MI0

Gн
X13

√
1 +

(
X23

X13

)2

.

Проводя элементарные преобразования, получим

u3 = æ3

√
1 +

[
æ3(Gн/G0)θ01θ02

(θ01 + θ02)2

]2

u1,

где

æ3 =
1
2
M2 I0

u0

1
Gн

(θ01 + θ02).

Коэффициент усиления трехрезонаторного клистрона будет

К3u =
u3

u1
= æ3

√
1 +

[
æ3(Q0/Qн)θ01θ02

(θ01 + θ02)2

]2

,

где Q0 = 1/(ρG0) – собственная добротность резонатора. Пусковой ток трехрезона-
торного клистрона I0пуск3 можно найти из уравнения

æ3

√
1 +

[
æ3(Q0/Qн)θ01θ02

(θ01 + θ02)2

]2

= 1.

Четырехрезонаторный клистрон. В предпоследнем резонаторе четырехрезо-
наторного клистрона сгруппированный поток возбуждает напряжение u3(t)

u3(t) = −u′3 cos(ωt3 − θ01 − θ02 −X23),
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где u′3 = (MI0/G0)X13

√
1 + (X23/X13)

2. Тогда скорость v3 на выходе третьего
зазора

v3 =v0

[
1+

Mξ1
2

sin(ωt1)− Mξ2
2

cos(ωt2 − θ02)− Mξ3
2

cos(ωt3 − θ01 − θ02 −X23)
]

,

где ξ3 = u′3/u0.
Фаза прибытия электрона в выходной зазор ωt4 будет

ωt4 = ωt1 + θ01 + θ02 + θ03 −X14 sin(ωt1) + (X24 + X34) cos(ωt1),

где

X14 =
Mξ1(θ01 + θ02 + θ03)

2
; X24 =

Mξ2(θ02 + θ03)
2

; X34 =
Mξ3
θ03

,

θ03 = ωl34/v0, l34 – расстояние между третьим и четвертым зазорами. Выражение
для ωt4 можно переписать в виде

ωt4 = ωt1 + θ01 + θ02 + θ03 −X ′′ sin(ωt1 + 3′′),

где X ′′ =
√

X2
14 + (X24 + X34)2; 3′′ = − arctg((X24 + X34)/X14).

Используя, как и прежде, закон сохранения заряда, найдем амплитуду тока
сгруппированного в результате каскадной группировки потока

ia3 = I0X
′′.

Тогда амплитуда возбужденного в выходном резонаторе напряжения будет

u4 =
MI0X14

Gн

√
1 +

(
X24 + X34

X14

)2

.

Выполняя несложные выкладки, найдем для коэффициента усиления четырехрезо-
наторного клистрона

K4u =
u4

u1
=

=æ4

vuuuuuut1+

�
æ4

Q0

Qн

�2

2
6664
θ01(θ02 + θ03)

(θ01 + θ02 + θ03)2
+
θ03(θ01 + θ02)

(θ01 + θ02 + θ03)2

vuuut
1+

�
æ4

Q0

Qн

�2

θ201θ
2
02

(θ01 + θ02 + θ03)2 (θ01 + θ02)
2

3
7775

2

,

где æ4 = (1/2)M2(I0/u0)(1/Gн)(θ01 + θ02 + θ03). Из условия K4u=1 можно найти
пусковой ток I0пуск4 четырехрезонаторного автогенератора. Аналогичные вычисле-
ния были проведены и для пятирезонаторного клистрона.

Интересно сравнить пусковые токи автогенераторов с разным числом резона-
торов при условии, что расстояние между входным и выходным резонаторами оста-
ется одним и тем же. В этом случае для трехрезонаторного клистрона θ01 +θ02 = θ0,
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для четырехрезонаторного θ01 + θ02 + θ03 = θ0, а для пятирезонаторного клистрона
θ01 + θ02 + θ03 + θ04 = θ0. Тогда æ2 = æ3 = æ4 = æ5 = æ. Кроме того, будем
считать Q0/Qн = 3, а θ01 = θ02 (для трехрезонаторного клистрона), θ01 = θ02 = θ03

(для четырехрезонаторного) и θ01 = θ02 = θ03 = θ04 (для пятирезонаторного). То-
гда условия самовозбуждения автогенераторов, определяющие пусковые токи для
клистронов с различным числом резонаторов n, но одинаковым расстоянием между
входным и выходным резонаторами, будут следующими:

n = 2 −→ æ = 1;

n = 3 −→ æ
√

1 + (
3
4
æ)2 = 1;

n = 4 −→ æ

√√√√1 +
4
9
æ2

[
1 +

√
1 +

æ2

4

]2

= 1;

n = 5 −→ æ

√√√√√1+
9
16

æ2


3

4
+

√
1+

9
64

æ2+
3
4

√√√√1+
æ2

4

(
1+

√
1+

9æ2

64

)2



2

=1.

Полученные для пусковых токов результаты можно представить в виде таблицы:
число резонаторов n, отношение пусковых токов I0пускn/I2

n 2 3 4 5
I0пускn/I2 1 0.85 0.72 0.63

Приведенные примеры показывают, что основное влияние на величину пуско-
вого тока многорезонаторных клистронных автогенераторов при одинаковой длине
пространства дрейфа между первым и последним резонаторами оказывает не число
зазоров, расположенных на этой длине, а протяженность пространства дрейфа.

Предложенная методика расчета пусковых токов клистронных автогенерато-
ров может быть обобщена на случай конечной расстройки частот промежуточных
резонаторов. Для этого режима работы клистрона проводимость резонаторов Yn за-
писывается в комплексной форме

Yn = G0(1 + 2jQ0δn),

где δn = (ω/ωn − 1) – относительная расстройка по частоте n-го резонатора,
ωn – собственная частота n-го резонатора.

Тогда, учитывая, что напряжение на n-м зазоре выражается как un = Min−1/Yn,
можно вычислить коэффициент усиления клистрона Kn и найти условия самовоз-
буждения генератора с учетом затухания L в линии обратной связи как Kn = L.

Расчет пускового тока экспериментального образца клистронного генерато-
ра дал для оптимальной зоны с учетом затухания в цепи обратной связи значение
I0пуск = 6 мА, в то время как на опыте он оказался равным 8 мА. Следует указать,
что в расчете не учитывался пространственный заряд потока.
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Достоинством предложенной методики, основанной на теории каскадной груп-
пировки, является возможность расчета пусковых токов клистронных автогенерато-
ров с разным числом резонаторов и разными расстояниями между ними при конеч-
ных расстройках резонаторов.

Выражаю благодарность профессору Б.С. Дмитриеву за обсуждение этой ста-
тьи и полезные замечания.

Работа поддержана грантом РФФИ проект № 06-02-16451-а.
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CALCULATION TECHNIQUE OF STARTING CURRENT
OF MULTICAVITY KLYSTRON AUTOGENERATORS

Yu. D. Zharkov

On the base of the cascade-bunching theory the calculation technique of starting
current of multicavity klystron autogenerators is presented in this paper.
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турообразования, волновой динамики, нелинейные явления в плазме, оптике и при вза-
имодействии сверхсильных полей с веществом, математические проблемы нелинейной
динамики и другие аспекты нелинейно-волновой тематики.

Книга рассчитана на специалистов, занимающихся изучением нелинейных явлений,
а также на аспирантов и студентов соответствующих специальностей.

Проведение школы и издание сборника осуществлены при поддержке Российской
академии наук, Министерства образования и науки Российской Федерации, Федерально-
го агенства по науке и инновациям, Российского фонда фундаментальных исследований,
Фонда некоммерческих программ «Династия».

Предисловие

Настоящий сборник составлен из обзорных и оригинальных статей, написан-
ных по материалам лекций, прочитанных на XIII научной школе «Нелинейные вол-
ны’ 2006». Традиционная тематика нижегородских (горьковских) зимних школ по
нелинейным волнам является достаточно широкой и охватывает большой круг нели-
нейных явлений в самых разнообразных областях современной науки, а не только
физике и математике. Не явилась исключением и нынешняя школа (Нижний Новго-
род, март, 2006). На наш взгляд, все наиболее актуальные современные направления
в нелинейной физике в той или иной степени на школе были представлены. Зна-
чительное внимание было уделено проблемам пространственно-временного хаоса,
синхронизации, структурообразования, волновой динамики, нелинейных явлений в
акустике, оптике, астрофизике и физике плазмы, теории гравитации и супергравита-
ции, нелинейным явлениям в живых системах и окружающей среде и др. Традици-
онно на школе был прочитан небольшой цикл лекций по математическим проблемам
нелинейной динамики.

Направления развития интересов теории нелинейных волн и колебаний, обо-
значившиеся на двух предыдущих школах, ясно проявились и на нынешней. Относи-
тельно новые для нелинейной динамики области – астрофизика, окружающая среда,
живые системы и др. привлекают все большее внимание исследователей. Наиболее
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ярко эта тенденция проявилась в тематике, связанной с явлениями в живых систе-
мах. Например, в лекции А.А. Веденова принята попытка рассмотреть с физической
точки зрения бактериальную клетку, в лекции А.Ю. Лоскутова на основе представле-
ния последовательности ДНК как двумерного блуждания предложен новый подход
к изучению различных участков хромосом, в лекции Г.Т. Гурия показана принципи-
альная роль нелинейных колебаний и волн в регуляции турбулинового цитоскелета
клетки и т.д. Такая тенденция развития объясняется, по-видимому, как принципи-
альной значимостью нелинейных явлений в природе, так и впечатляющими успеха-
ми общей теории динамических систем, достигнутыми к настоящему времени. Зна-
чительный прогресс в понимании общих закономерностей формирования диссипа-
тивных пространственно-временных структур и механизмов хаотического поведения
динамических систем сформировал своего рода «плацдарм», позволивший перейти
к изучению сложных динамических процессов в самых разнообразных областях на-
уки. Можно ожидать, что завоевание теорией нелинейных волн и колебаний новых
областей приложения продолжится и возникнут новые, совершенно неожиданные
«горячие» проблемы. Возможно, в недалеком будущем это произойдет в сфере нано-
науки и нанотехнологий.

В сборник не вошли материалы лекций В.Н. Белых «Проблемы синхрони-
зации в сетях квазиидентичных хаотических динамических систем с асимметрич-
ными связями и переменной структурой», Л.М. Зеленого «Фрактальная динамика
плазменных процессов в хвосте магнитосферы Земли», Н.Г. Макаренко «Фракталы,
стохастическая динамика, марковские процессы и прогноз», А.М. Сергеева «Биоме-
дицинские приложения сверхсильных лазерных полей», Д.И. Трубецкова «2005 год
в датах нелинейной динамики» и А.М. Фейгина «Нелинейная динамическая история
озонной дыры», опубликованные ранее в других изданиях, хотя они также вызвали
большой интерес слушателей.

В заключение мы хотим выразить свою признательность авторам за предо-
ставление материалов в этот сборник.

А.В. Гапонов-Грехов
В.И. Некоркин
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