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КОНКУРЕНЦИЯ ПЕРЕМЕЖАЕМОСТЕЙ

С.В. Слипушенко, А.В. Тур, В.В. Яновский

В работе изучены перемежаемые режимы в двупараметрическом семействе одномер-
ных отображений при наличии нейтрально неустойчивой неподвижной точки на границе
фазового пространства. Построена фазовая диаграмма в пространстве параметров, опре-
деляющая возможные сценарии перехода к хаосу с изменением параметров. Обнаружен
необычный режим конкуренции перемежаемостей, изучены функции распределения дли-
тельности ламинарных фаз, показатель Ляпунова и топологическая энтропия этого се-
мейства отображений.

Введение

Перемежаемость является одним из часто встречающихся типов перехода к
хаосу в одномерных системах. Такие режимы характеризуются наличием участков
сильно выраженного хаотического поведения, чередующихся с участками регуляр-
ного поведения динамической системы. Эти регулярные участки обычно называют
ламинарными фазами. Статистические свойства ламинарных фаз являются одними
из важнейших характеристик перемежающихся режимов, реализующихся в динами-
ческой системе. Они позволяют определить степень хаотичности поведения системы
при определенном значении управляющего параметра r. Величина управляющего
параметра, при которой неподвижная точка отображения x0 теряет устойчивость,
называется критическим значением внешнего параметра rс. Если потеря устойчиво-
сти происходит путем касательной бифуркации, то в фазовом пространстве на месте
неподвижной точки x0 образуется «коридор», в котором поведение системы является
практически регулярным. Во всем остальном фазовом пространстве поведение си-
стемы хаотично. Эту часть фазового пространства называют областью реинжекции,
потому что динамика системы в этой области рано или поздно приводит к возврату
в «коридор» и началу новой ламинарной фазы. С ростом параметра «надкритично-
сти» ε = r − rс время прохождения коридора уменьшается, поэтому хаотичность
системы возрастает. Величина ε обычно связана со средней длиной ламинарных фаз
степенным законом < l >∼ ε−α. Это является одним из проявлений скейлинговой
инвариантности в перемежаемых режимах.

Впервые свойства перемежающихся режимов были исследованы Помо и Ман-
невилем в работе [1]. Они же предложили классификацию перемежаемых режимов,
выделив три основных типа перемежаемости. Главное различие между ними за-
ключается в том, каким образом мультипликатор в точке x0 пересекает единичную
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окружность. Существует три возможных варианта этого процесса [2]. Если мульти-
пликатор µ пересекает единичную окружность в точке µ = 1, то в системе наблю-
дается перемежаемость I рода. В случае, если на единичной окружности µ = −1,
то наблюдается перемежаемость III рода. Для двумерных систем имеется возмож-
ность одновременного перехода мультипликатора и его комплексного значения через
окружность |µ| = 1, в этом случае наблюдается перемежаемость II рода. Применяя
метод нормальных форм [3] к отображению, которое может быть разложено в ряд
Тейлора в точке x0, можно показать, что такая классификация перемежающихся ре-
жимов, возникающих в гладких отображениях, является полной. В последующих
работах [4–6] было указано на существование дополнительных типов перемежае-
мости в отображениях, характеризующихся отсутствием непрерывности или диффе-
ренцируемости в точке x0. Таким образом, наложение дополнительных условий на
процесс приведения отображения к линейной нормальной форме может привести
к появлению резонансных слагаемых нового вида. Это будет означать возможность
возникновения в динамической системе перемежаемости нового рода. Одним из та-
ких дополнительных условий может являться требование расположения бифуркаци-
онной точки x0 на границе фазового пространства. Целью статьи является описание
свойств и характеристик нового типа перемежаемости, возникающего в этом случае.

1. Двупараметрическое семейство отображений

Рассмотрим широкий класс непрерывных отображений конечного интервала
действительной оси (например, [0, 4]) с неподвижной нейтрально неустойчивой точ-
кой на границе фазового пространства (x = 0). Такое отображение в окрестности
неподвижной точки имеет асимптотику xn+1 = xn + xαn, где α > 1. С точки зрения
существования перемежаемых режимов, это свойство является антагонистическим.
Действительно, обычно принято связывать появление перемежаемых режимов с про-
хождением обратной касательной бифуркации в некоторой точке внутри фазового
пространства и образованием узкого «коридора» [2]. Такой коридор и формирует ла-
минарные фазы. Таким образом, исходное требование нарушает сразу два важных
свойства. Во-первых, отсутствует коридор и неподвижная точка сохраняется (обрат-
ная касательная бифуркация не происходит). Во-вторых, она расположена на границе
фазового пространства. Запрет на возможность касательной бифуркации на границе
связан с дополнительным ограничением на отображение, следующим из физических
соображений. Например, для всех моделей эволюции популяций насекомых [7] это
ограничение отражает невозможность размножения насекомых при их полном отсут-
ствии. Очевидно, что это свойство не может быть нарушено для всех этих моделей.
Поэтому случай общего положения для них отличается от общего положения других,
более общих систем. Это означает изменение классификации режимов перемежае-
мости в этих случаях. Такую классификацию можно построить, используя метод
нормальных форм [3]. Вид разложения отображения в окрестности x = 0 влияет на
характеристики ламинарных фаз. Ниже покажем, что при определенных условиях
в таких системах возникают перемежаемые режимы, обладающие специфическими
особенностями.
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Рис. 1. Диаграмма демонстрирует закон эволюции f(x) при α = 2, β = 0.5 (а) и при α = 2, β=2 (б).
Характер касания кривой к диагонали определяется величиной α, а поведение в максимуме – величи-
ной β. Показаны несколько шагов движения, начиная с некоторого начального условия

Для демонстрации этих особенностей перемежаемых режимов используем дву-
параметрическое семейство непрерывных отображений, удовлетворяющее приведен-
ному выше условию,

f(x) =





x + xα 0 ≤ x < 1,

4− 2 |x− 2|β 1 ≤ x ≤ 3,

4− x + (4− x)α 3 < x ≤ 4.

(1)

Фазовое пространство таких отображений – отрезок действительной оси [0, 4]. Па-
раметры α > 1 и β положительны. Вид отображения для различных значений пара-
метров приведен на рис. 1. Характерной особенностью этих отображений является
наличие двух неподвижных точек. Одна из них x = 0 лежит непосредственно на гра-
нице фазового пространства. При любых значениях параметров (α > 1 и β > 0) эта
неподвижная точка является нейтрально неустойчивой, и её мультипликатор равен
единице

lim
x→+0

f ′(x) = 1 + 0.

Вторая неподвижная точка находится в области 2 < x < 3 и ее положение определя-
ется решением трансцендентного уравнения

4− 2 (x∗ − 2)β − x∗ = 0.

Легко проверить, что при 0 < β < β∗ неподвижная точка x∗ ( 2 < x∗ < 3 ) устой-
чива, а при β > β∗ – теряет устойчивость и при значении параметра β = β∗ ≈ 0.26
ее мультипликатор пересекает единичную окружность в точке µ = −1. При этом в
гладких отображениях обычно происходит переход к хаосу по сценарию перемежае-
мости III рода [2].
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2. Инвариантная функция распределения

Обсудим теперь характерные черты инвариантной функции распределения
отображения (1). Численное моделирование позволяет установить ее вид при раз-
личных значениях параметров. В качестве примера на рис. 2 приведена инвариантная
функция распределения при определен-

Рис. 2. Инвариантная функция распределения отоб-
ражения (1) при значениях параметров α = 1.5,
β = 2, полученная численно

ных значениях параметров. Легко заме-
тить, что в точке максимума отображе-
ния (1) инвариантная функция распре-
деления претерпевает скачок, по край-
ней мере при выбранных значениях α и
β. Справа и слева от разрыва функция
распределения локально постоянна. Та-
кой характер ее поведения и позволяет
вычислить функцию распределения ла-
минарных фаз.

Величина скачка связана с общи-
ми свойствами отображения, но опре-
деляющую роль играет «негладкость»
отображения в точках x = 1 и x = 3. Действительно, используя уравнение Фробе-
ниуса–Перрона, определяющее инвариантную функцию распределения F (x)

F (x) =

4∫

0

F (y)δ(x− f(y))dy, (2)

легко получить прямой подстановкой значения инвариантной функции справа и сле-
ва от разрыва в формальном виде

F (2 + 0) =
1
4β

(F (1) + F (3)),

F (2− 0) =
1

2(1 + α)
(F (1) + F (3)).

Таким образом, величина скачка ∆ инвариантной функции распределения в точке
x = 2 равна

∆ ≡ F (2− 0)− F (2 + 0) =
(F (1) + F (3))

2
· (2β− 1− α)

2β(1 + α)

и зависит от значений инвариантной функции распределения в точках x = 1, x = 3
и значений параметров α, β. Учитывая положительную определенность функции
распределения, легко заметить, что скачок исчезает только при следующем выборе
параметров:

2β− 1− α = 0.

Сравнивая значения производных отображения (1) в окрестности точек x = 1, x = 3,
можно заметить, что условие исчезновения разрыва эквивалентно условию непре-
рывности производной в этих точках (f ′(1− 0) = f ′(1 + 0) и f ′(3− 0) = f ′(3 + 0)).
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Другими словами, причина возникновения разрыва инвариантной функции распре-
деления в точке x = 2 – в негладкости отображения (1) в точках x = 1, x = 3.
Используя уравнение Фробениуса–Перрона, можно также оценить характер расхо-
димости инвариантой функции распределения в окрестностях границ фазового про-
странства. Рассмотрим уравнение (2) в области (4 − x) ¿ 1. В этой области оно
принимает вид

F (x) =

3∫

1

F (y)δ(x− 4 + 2|y − 2|β)dy.

Выполняя интегрирование по y и используя приближенное значение корней выра-
жения, стоящего в δ-функции, получим

F (x) ≈ F (2 + 0) + F (2− 0)
21/ββ

1

(4− x)
β−1
β

.

Учитывая конечность значений функции распределения на скачке, легко оценить
степень расходимости вблизи правой границы

F (x) ∼ 1

(4− x)
β−1
β

при x ≈ 4. (3)

Аналогично оценивается степень расходимости в окрестности левой границы интер-
вала x ¿ 1.

F (x) ∼ 1

xα−1x
β−1
β

∼ 1
xδ

при x ¿ 1.

Здесь δ = α− 1/β.
Необходимо также отметить, что при определенных значениях параметров по-

ведение инвариантной функции распределения вблизи границ изменяется с расходя-
щегося на сходящееся. Так, например, при β < 1 исчезает расходимость на правой
границе. А при α < 1/β инвариантная функция сходится и на левой границе.

Интересно отметить, что степень расходимости инвариантной функции рас-
пределения на концах интервала разная. Расходимость в области ламинарных фаз
выше, что физически выглядит естественным. Разумеется для некоторых значений
параметров α и β, при которых реализуется марковское разбиение [8] интервала,
функция распределения может быть вычислена и точно.

Степенное поведение инвариантной функции распределения в областях x ¿ 1
и (4 − x) ¿ 1 хорошо подтверждается результатами численного моделирования.
Полученные данные позволяют установить численно зависимость показателя сте-
пени δ от параметров α и β и сравнить их с ранее полученными теоретическими
зависимостями (рис. 3). Показатель асимптотики функции распределения в области
(4− x) ¿ 1 также хорошо согласуется с численными данными в этой области.

Таким образом, инвариантная функция распределения двупараметрического
семейства (1) обладает степенными расходимостями на границах фазового простран-
ства и разрывом при x = 2 (при 2β−1−α 6= 0). Также для нее типична асимметрия,
несмотря на симметричность самого семейства отображений.
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Рис. 3. Графики зависимостей δ от параметров отображения: α при фиксированном β = 1.5 (а) и
β при фиксированном α = 1.5 (б) по данным численного моделирования (точки) и их сравнение с
аналитически полученными оценками (сплошные линии)

3. Статистика ламинарных фаз

Исследуемое отображение имеет две неподвижные точки. Анализ динамики
отображения показал, что в окрестности каждой из них возможно образование обла-
сти ламинаризации, то есть области, в которой движение частицы будет регуляр-
ным. Неподвижные точки отображения имеют различные свойства, поэтому при
различных значениях параметров в системе наблюдаются различные перемежаемые
режимы.

Первая область ламинаризации связана с нейтрально неустойчивой точкой на
границе фазового пространства (x ¿ 1). Естественно, что при существенной по-
тере устойчивости внутренней неподвижной точки возникает механизм возврата в
эту область ламинаризации. При этом возникает перемежаемость необычного типа.
Типичный пример траектории отображения (1) соответствующего типа перемежае-
мости приведен на рис. 4, в. Аналогичный механизм ранее привлекался к описанию
фликер-шумов [9]. В этой работе возврат обеспечивался введением заданной вероят-
ности возврата в область ламинаризации без использования вида отображения.

Кроме такого режима перемежаемости, в исследуемом отображении может
возникать и классический режим перемежаемости III рода [10]. Этот режим возни-
кает непосредственно после потери устойчивости внутренней неподвижной точкой.
При этом в ее окрестности формируется вторая зона ламинаризации. В этом случае
возврат в нее уже обеспечивается нейтрально неустойчивой неподвижной точкой,
лежащей на границе фазового пространства. Типичный пример траектории такого
типа показан на рис. 4, а.

Естественно, возможна ситуация, при которой в системе одновременно суще-
ствуют две области ламинаризации. При этом возврат в ламинарную область од-
ного типа происходит через вторую область ламинаризации. Такой динамический
режим можно назвать режимом конкуренции этих типов перемежаемости (рис. 4, б).
В определенном смысле режим конкуренции можно рассматривать и как другой тип
перемежаемости, в котором и возврат в зону ламинаризации и зона ламинаризации
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Рис. 4. Типичные орбиты отображения (1) при различных динамических режимах: а – α = 4.5,
β = 0.267 – перемежаемость III рода; в – α = 4.5, β = 2 – перемежаемость на граничной точке;
б – α = 4.5, β = 0.32 – режим конкуренции перемежаемостей (перемежаемость с двумя типами
ламинарных фаз)

имеют одинаковую ламинарную природу. Хаотическими являются лишь переходы
от одной ламинарной фазы к другой.

Типичные примеры траекторий при разных значениях параметров показаны на
рис. 4. Хорошо заметна зависимость вида ламинарных фаз от значений параметров
отображения.

Перейдем теперь к анализу важной характеристики перемежаемых режимов –
функции распределения длин ламинарных фаз при различных значениях парамет-
ров. В определенном смысле при различных значениях параметров в динамике мо-
жет присутствовать два типа ламинарных фаз. Ламинарная фаза одного типа связа-
на с неподвижной точкой на границе фазового пространства, другого – со второй
неподвижной точкой вблизи перехода ее мультипликатора через (−1). Таким обра-
зом можно ввести функции распределения длин ламинарных фаз для каждого типа
ламинарной фазы. Начнем с функции распределения длин ламинарных фаз, опреде-
ляемых граничной неподвижной точкой.

Напомним, что отображение (1) содержит три важных участка, определяющих
поведение системы: окрестность точки x = 0, максимума отображения x = 2 и
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правой границы фазового пространства x = 4. Первый участок – область фазово-
го пространства вблизи x = 0. Этот участок ламинаризации определяет динамику
системы на ламинарных участках траектории. Он характеризуется параметром α.
В этой области уравнение в конечных разностях

xn+1 = xn + xαn

можно приближенно заменить на дифференциальное уравнение

dx

dt
= xα.

Решение этого уравнения определяет длину ламинарной фазы по координате ее на-
чальной точки x0

l(x) ≈ 1
(1− α) xα−1

0

. (4)

Однако знания динамики системы на ламинарных участках траектории недостаточно
для определения статистических свойств ламинарных фаз. Используем асимптоти-
ку инвариантной функции распределения для x ¿ 1, см. уравнение (3), и оценим
вероятность соответствующих начальных значений для ламинарных фаз

dw ∼ x
1−β
β

0 dx0.

Теперь, с учетом выражения длин ламинарных фаз (4), установим асимптотики
функции распределения длин ламинарных фаз в области l À 1

Рис. 5. Функция распределения ламинарных фаз
при α = 1.5, β = 1.5 в двойном логарифмиче-
ском масштабе. Численные значения обозначены
точками с указанием погрешности. Результат ап-
проксимации степенной функцией с показателем
γ = 2.31± 0.07 – сплошная линия. Видно хорошее
согласие значения показателя γ, вычисленного тео-
ретически, с наблюдаемым при численном модели-
ровании. Рост погрешности с длиной ламинарной
фазы связан с уменьшением количества статисти-
ческих данных.

dw ∼ 1

l
1+ 1

(α−1)β

dl =
1
lγ

dl. (5)

Показатель γ > 1 при α > 1 и β > 0.
Следует отметить медленное степенное
спадание функции распределения длин
ламинарных фаз ρ(l) при l À 1 как
ρ(l) ∼ l−γ, что является характерным
признаком устойчивых распределений
или распределений Леви [11]. Степен-
ной скейлинг функции распределения ла-
минарных фаз (рис. 5) в крупномасштаб-
ной области приводит к ряду аномаль-
ных статистических свойств, связанных
с расходимостью моментов длин лами-
нарных фаз. Результаты численного мо-
делирования отображения (1) подтвер-
ждают наличие такого степенного спа-
дания ρ(l) ∼ l−γ. В таблице приведены

значения α, β, для которых вычислены значения γ согласно теоретической зависимо-
сти, и γnum, полученные непосредственно из численного эксперимента.
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В отличие от перемежаемостей I и III рода, для которых характерен степен-
ной скейлинг с показателем 2, рассматриваемые режимы характеризуются широким
спектром показателей скейлинга. Все моменты найденной функции степени выше
либо равной 1/[(α− 1) β] расходятся. Если величина 1/[(α− 1) β] ≥ 1,
то расходится первый момент функции распреде- Таблица

α β γ γnum

1.5 1 3 3.04± 0.11
1.5 1.5 2.33 2.37± 0.08
1.5 2 2 1.97 ±0.04
2 1 2 2.03± 0.04
2 1.5 1.66 1.62± 0.07
2 2 1.5 1.59± 0.12

ления, то есть средняя длина ламинарных фаз стре-
мится к бесконечности < l >→ ∞. Однако при
определенных значениях параметров в системе мо-
гут возникать ламинарные фазы, связанные с дру-
гим механизмом. В области параметров, при ко-
торых вторая неподвижная точка теряет устойчи-
вость, ее мультипликатор близок к (−1) и появля-
ется ламинарная фаза, соответствующая перемежа-
емости III рода. В этом случае реализуется режим
конкуренции между ламинарными фазами обеих неподвижных точек (см. рис. 4, б).

Что же касается перемежаемости, связанной со второй неустойчивой точкой,
то ее можно классифицировать как перемежаемость III рода. Устройство ламинар-
ных фаз подобных режимов хорошо исследовано [2]. Функция распределения лами-
нарных фаз имеет вид

dw = ρ(l)dl =∼ ε3/2e4εl

(e4εl − 1)3/2
dl.

Здесь ε – параметр надкритичности, определяемый асимптотикой отображения вбли-
зи неустойчивой точки

xn+1 = −(1 + ε)xn + o(x2
n),

где параметр ε определяется выражением ε = 2β(x∗ − 2)β−1 − 1 (x∗ – координата
неподвижной точки).

Следует отметить, что можно выделить две области характерного поведения
функции распределения ламинарных фаз: x ¿ ε−1 и x > ε−1. В первой области
ρ(l) ∼ l−3/2, то есть наблюдается степенной скейлинг. Во второй области функция
распределения ламинарных фаз III рода экспоненциально спадает ρ(l) ∼ exp(−2lε).
С ростом параметра надкритичности ε перемежаемый характер поведения системы
постепенно сходит на нет из-за того, что вероятность реализации достаточно длин-
ных участков ламинарности становится экспоненциально малой. Поэтому граница
существования перемежаемости III рода определяется соотношением 2lminεcrit ≈ 1.
Это соотношение позволяет численно оценить верхнюю границу существования пе-
ремежаемости III рода. Принимая минимальную длину ламинарной фазы lmin ∼ 4,
получим значение верхней границы для параметра отображения βcrit ∼ 0.5.

Обсудим теперь функцию распределения ламинарных фаз в режиме конкурен-
ции перемежаемостей. Как было показано выше, статистика ламинарных фаз зависит
от динамики отображения в области ламинаризации и от функции распределения на-
чальных координат ламинарных фаз. Выше были получены функции распределения
ламинарных фаз разных типов в предположении полностью хаотического механизма
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Рис. 6. Рисунок иллюстрирует взаимную неза-
висимость функций распределения для пере-
межаемости III рода и перемежаемости на
граничной точке. Видно, что участки инвари-
антной функции распределения (жирная ли-
ния), определяющие функцию распределения
начальных координат ламинарных фаз (косая
штриховка), лежат вдали от тех участков ин-
вариантной функции распределения, которые
определяются функциями распределения ла-
минарных фаз разных типов (перекрестная
штриховка)

возврата. Однако в случае одновременного существования двух различных типов ла-
минарных фаз, их статистические свойства не будут оказывать друг на друга взаим-
ного влияния, так как области фазового пространства, соответствующие начальным
координатам ламинарных фаз обоих типов, лежат вдалеке от областей ламинари-
зации (рис. 6). Соответственно функции распределения ламинарных фаз останутся
неизменными даже в случае конкуренции перемежаемостей.

4. Показатель Ляпунова

Перейдем теперь к анализу степени хаотичности орбит отображения (1). Нач-
нем с вычисления показателя Ляпунова. Показатель Ляпунова для одномерных отоб-
ражений определяется как

Λ = lim
N→∞

1
N

N∑

n=1

ln
∣∣f ′(xn)

∣∣. (6)

Сумма в правой части содержит вклады от ламинарных и хаотических участков
траектории. Физически удобно разделить эти вклады и анализировать их отдель-
но. Оценим вклад, вносимый в показатель Ляпунова одним ламинарным участком
траектории. Для этого перейдем от отображения к дифференциальному уравнению
на участке ламинарной фазы. Тогда для переменной x и её вариации δx получим

δ̇x = αxα−1δx,

ẋ = xα.

Разделив первое уравнение на второе и проинтегрировав, получим

ln
(
δx
δx0

)
= α ln

(
x

x0

)
.

Величина ln[(δx)/(δx0)] представляет собой вклад в сумму (6), вносимый одним
ламинарным участком траектории.

Теперь, собрав в сумме вклады ламинарных участков и хаотических отдельно,
перейдем формально к усреднению по ламинарным фазам

12



Λ = lim
N→∞

Ñ(N)
N


 1

Ñ(N)

Ñ∑

n=1

α ln
(

x

x0

)
+

1
Ñ(N)

∑

2<xn<4

ln
∣∣f ′(xn)

∣∣

 .

Здесь Ñ(N) обозначено количество ламинарных фаз, возникших за N итераций си-
стемы. Первое слагаемое в скобках представляет собой показатель Ляпунова лами-
нарных фаз, усредненный по большому количеству ламинарных фаз

λ lam =
1

Ñ(N)

Ñ∑

n=1

α ln
(

x

x0

)
при N →∞.

Физический смысл этого показателя – это средний вклад в показатель Ляпунова на
одну ламинарную фазу. Второе слагаемое – вклад, вносимый хаотическими всплес-
ками. Длина хаотических фаз зависит от интенсивности отталкивания неустойчивой
точки в области 2 < x < 4, которая определяется параметром β. Число хаотических
фаз при больших N совпадает с числом ламинарных Ñ(N), так как каждая ла-
минарная сменяется хаотической и наоборот. Аналогично можно ввести показатель
Ляпунова на одну хаотическую фазу

λchaos =
1

Ñ(N)

∑

2<xn<4

ln
∣∣f ′(xn)

∣∣ при N →∞.

Теперь остается обсудить величину N/Ñ(N). Ясно, что эта величина определяет
среднюю длительность одной ламинарной и одной хаотической фазы. Тогда

〈l〉+ 〈lchaos〉 = lim
N→∞

N

Ñ(N)
.

Где < lchaos > – средняя длительность одной хаотической фазы, а 〈l〉 – средняя
длительность одной ламинарной фазы.

Таким образом, показатель Ляпунова можно оценить согласно общему соот-
ношению

Λ ≈ λ lam + λchaos

〈l〉+ 〈lchaos〉 .

Это соотношение явно демонстрирует важность определения характера распределе-
ний длин ламинарных фаз. В случае, если величина < l > конечна, это выражение
можно преобразовать к виду

Λ ≈ Λ lam 〈l〉+ Λchaos 〈lchaos〉
〈l〉+ 〈lchaos〉 =

〈l〉
〈l〉+ 〈lchaos〉Λlam +

〈lchaos〉
〈l〉+ 〈lchaos〉Λchaos, (7)

где величины Λlam и Λchaos представляют собой «парциальные» вклады ламинарных
и хаотических участков траектории в показатель Ляпунова на одну итерацию. Вели-
чины Λ, Λlam и Λchaos могут быть определены непосредственно из численных экс-
периментов. Обратим внимание, что соотношение (7) объясняет роль средних длин
ламинарных и хаотических фаз и их влияние на величину показателя Ляпунова и
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указывает физический механизм его изменения при изменении относительных длин
ламинарных и хаотических фаз. В случае нескольких типов ламинарных фаз соот-
ношение (7) обобщается очевидным образом. Для выяснения значений показателя
Ляпунова при различных значениях параметров α и β важно установить ограничен-
ность показателей λlam и λchaos.

Среднее значение вкладов в сумму от ламинарных фаз может быть вычислено
с использованием предположения об эргодичности рассматриваемой системы. При
этом усреднение по реализации может быть заменено усреднением по ансамблю

λ lam = lim
N→∞

1
Ñ(N)

Ñ∑

n=1

α ln
(

x

x0

)
= α

〈
ln

(
x

x0

)〉
= α

∞∫

0

ln
(

x(l)
x0(l)

)
w(l)dl.

Учитывая ранее рассмотренные свойства функции распределения, можно доказать,
что подобные средние существуют и конечны.

При усреднении вкладов хаотических фаз необходимо учитывать, что инвари-
антная функция распределения имеет особенность в точке x → 4. Это означает, что
значения из этой области будут намного чаще остальных встречаться в хаотических
фазах. Проведем оценку вклада таких итераций

λchaos|x∼4 ∼
4∫
ln |f ′ (x)|F (x) dx ∼

4∫
ln

∣∣∣1 + β (4− x)β−1
∣∣∣ (4− x)

1−β
β dx ∼

∼
4∫
β (4− x)β+

1
β−2 dx ∼

(
(4− x)

1
β+β−1

)∣∣∣
4
→ 0.

Таким образом, и вклад хаотических фаз

λchaos =
〈
ln

∣∣f ′(xn)
∣∣〉 < ∞

можно считать конечным при любых значениях параметров отображения. Следова-
тельно, основная зависимость показателя Ляпунова определяется величиной < l >,
и показатель Ляпунова связан со средней длиной ламинарных фаз соотношением

Λ ∼ const
< l > + < lchaos >

.

Для перемежаемости I рода это соотношение получено в [12]. Из этого соотношения
ясно, что режимы в двупараметрическом семействе отображений (1), при которых
〈l〉→∞, обладают нулевым показателем Ляпунова Λ=0. Условие 1/[(α−1) β] = 1
является границей, отделяющей множество хаотических режимов, для которых
〈l〉 < ∞, от режимов c показателем Ляпунова, равным нулю (рис. 7). В этих условиях
при Λ = 0 в системе реализуется состояние слабого хаоса. Под слабым хаосом есте-
ственно понимать такое поведение системы, при котором выполняется только часть
свойств хаотического поведения. Иерархия свойств, расположенных в порядке уси-
ления хаотичности, хорошо известна и приведена в [13]. В рассматриваемой системе
выполняются такие свойства, как наличие инвариантной меры, эргодичность и пере-
мешивание. При этом не выполняется самое сильное свойство – экспоненциальное
затухание корреляций, и соответственно экспоненциальное разбегание траекторий.
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Рис. 7. Показатель Ляпунова уменьшается ростом
параметра α. При некоторой величине α > αcrit
показатель Ляпунова стремится к нулю. Показа-
на тенденция приближения результатов численно-
го моделирования к теоретически предсказанному
результату с ростом числа итераций, использован-
ных при вычислении показателя Ляпунова (сплош-
ная линия – 106, штриховая – 108, пунктирная – 109

итераций)

Рис. 8. График автокорреляционной функции вы-
бранной реализации в двойном логарифмическом
масштабе. Линейная аппроксимация численных
данных на этом графике указывает на степенной
характер затухания корреляций. Результат аппрок-
симации имеет вид C(n) = An−δ

В нашем случае корреляционная функция спадает степенным образом (рис. 8) и по-
теря памяти о начальном состоянии происходит медленнее, чем в режиме детерми-
нированного хаоса с положительным показателем Ляпунова. В теории биллиардов
также известны режимы, соответствующие слабому хаосу (см., например, [14]). Так,
для треугольных биллиардов топологическая энтропия и показатель Ляпунова всегда
нулевые, но при несоизмеримых углах в таких биллиардах обнаружено перемеши-
вание [15] и, как следствие, слабый хаос.

Для демонстрации качественных изменений в поведении исследуемых дина-
мических систем при переходе величины 1/[(α− 1) β] через 1, на рис. 7 приведен
график зависимости показателя Ляпунова Λ от величины параметра α при фиксиро-
ванном β, полученный численно. Величина 1/[(α− 1) β] достигает 1, например, при
α = 1.5 и β = 2. Рис. 7 демонстрирует наличие перехода от сильного хаоса (Λ > 0)
в системе при α < 1.5 к слабой хаотизации (Λ = 0) при α > 1.5. Для наглядной де-
монстрации качественных изменений в системе на рис. 4 приведен график итераций
отображения (1) при различных значениях управляющего параметра β.

В рассматриваемом случае двупараметрического семейства отображений об-
ласть параметров (α, β) делится на три качественно различные области (рис. 9).
Переход из области развитого хаоса в область слабой хаотизации (линия 2) соответ-
ствует специфическому фазовому переходу. В качестве параметра порядка выберем
показатель Ляпунова. Тогда в системе реализуется фазовый переход от положитель-
ного параметра порядка к его нулевому значению, причем непрерывный характер
изменения параметра порядка соответствует фазовому переходу II рода.

Переход от регулярного поведения к сильному хаосу (линия 1) происходит по
сценарию перемежаемости III рода, возникающей при пересечении мультипликато-
ром неподвижной точки x∗ значения (−1) при параметре β = β∗ ≈ 0.26. Об этом
свидетельствует численный анализ поведения показателя Ляпунова вблизи β = β∗

(рис. 10). Отсутствие каскада удвоения периода, который обычно наблюдается в од-
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номерных отображениях при переходе мультипликатора через (−1), связано с отсут-
ствием гладкого экстремума вблизи неподвижной точки и существованием механиз-
ма реинжекции. Реинжекция в исследуемом отображении тесно связана с негладко-
стью его формы в точке x = 2.

Кроме этого из рис. 9 следует, что при определенных значениях параметров
α и β становится возможным непосредственный переход от регулярной динамики к
слабому хаосу, минуя промежуточную фазу с положительным показателем Ляпунова
(линия 3). Граница такого перехода определяется такими значениями параметров:

α ≥ 4.86,

β ≈ 0.26.

Наблюдаемый при этом переход выходит за границы обычной классификации пере-

Рис. 9. Фазовая диаграмма. Область параметров
(α, β) с фазой, обладающей нулевым показателем
Ляпунова (заштрихована косыми линиями) и с
положительным (белая). Область параметров, за-
штрихованная косой клеткой, соответствует фазе
регулярной динамики (показатель Ляпунова отри-
цателен). Серая область на фазовой диаграмме со-
ответствует перемежаемости III рода

Рис. 10. Поведение показателя Ляпунова вблизи
точки бифуркации β = β∗. Переход к хаосу про-
исходит не через каскад удвоения периода, а через
перемежаемость III рода

Рис. 11. а – типичный график итераций отображения при переходе через линию 1 (перемежаемость III
рода, см. рис. 9); б – график итераций отображения при переходе через линию 3 (порядок – слабый
хаос, см. рис. 9), при этом наблюдается конкуренция ламинарных фаз
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межаемых режимов из-за наличия двух различных типов ламинарных фаз (рис. 11).
Возникает конкуренция между перемежаемостью III рода и перемежаемостью гра-
ничной точки. С увеличением параметра β средняя длина ламинарных фаз в окрест-
ности x∗ уменьшается, однако при значении параметра α ≥ 4.86 статистические
свойства ламинарных фаз вблизи x = 0 обеспечивают зануление показателя Ляпу-
нова. Такой процесс является примером перехода порядок – слабый хаос.

Проявления хаотических свойств при нулевом показателе Ляпунова является
не типичным для классических типов перемежаемости. Такой качественно новый
вариант поведения, как слабый хаос в перемежающихся системах, демонстрируют
лишь отображения с биффуркационной точкой на границе фазового пространства.

Докажем теперь, что топологическая энтропия каждого представителя двупа-
раметрического семейства отображений (1) – положительная величина, не зависящая
от параметров. В определенном смысле положительность этой величины говорит
о сложном поведении траекторий отображения. Для определения топологической
энтропии (см. например [16, 17]) необходимо построить два нидинг-ряда (kneading
sequence) Q+(t) и Q−(t) в окрестности максимума x = 2. Первый нидинг-ряд будет
иметь вид: Q+(t) = −1 + t + t2 + t3 + t4 + .... В исходном отображении x = 2
являлся максимумом, поэтому первый член нидинг-последовательности является от-
рицательным, при дальнейших итерациях fk(2) = 0 и, так как fk(2) ≥ 0, то точка
x = 2 будет являться минимумом, поэтому все остальные члены нидинг-ряда имеют
знак «плюс». Соответственно Q−(t) = −Q+(t). Уравнение для нахождения тополо-
гической энтропии будет выглядеть следующим образом:

∞∑

k=1

tk − 1 = 0.

Ближайшим к нулю положительным корнем этого уравнения является t0 = 0.5.
Таким образом, топологическая энтропия для всех отображений вида (1) равна

htop = − ln(t0) = ln(2) ' 0.693.

Для рассматриваемого семейства отображений величина топологической
энтропии не совпадает с показателем Ляпунова, который меняется с изменением па-
раметров отображения и даже обращается нуль. Поэтому часто цитируемый
(см., например, [2]) вывод о совпадении показателя Ляпунова с топологической
энтропией для одномерных отображений не выполняется в рассмотренных режимах
перемежаемости.

Заключение

В рассмотренном семействе отображений обнаружены необычные переходы
между различными типами перемежаемости. Показано, что в случае граничного по-
ложения точки бифуркации система начинает демонстрировать существенно новые
варианты поведения, совершенно не характерные для классических типов переме-
жаемости. Обнаружен интересный режим конкуренции, при котором перемежаемая
траектория состоит из случайных участков различных типов ламинарных фаз. Фа-
зовая диаграмма таких переходов указывает на несколько возможных механизмов
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перехода к хаосу в этом семействе отображений. Интересно отметить, что распреде-
ление длительности ламинарных фаз относится к устойчивым распределениям. Та-
кие распределения неизбежно приводят к ряду аномальных транспортных явлений с
широким спектром скейлинговых законов.
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INTERMITTENCY CONCURRENCE

S.V. Slipushenko, A.V. Tur, V.V. Yanovsky

In this paper we studied intermittent modes in the two-parametric set of one-
dimensional maps with the neutral unstable point at a phase space boundary. We built
the phase diagram in a space of parameters. It defines possible transitions to chaos with
a parameter change. We showed the unusual mode of the intermittency concurrence.
We studied the laminar length distribution function, Lyapunov exponent and topological
entropy of this maps set.
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Изв. вузов «ПНД», т. 16, № 4, 2008 УДК 621.372; 537.86; 537.87

ВЫТЕКАЮЩИЕ МОДЫ В МНОГОСЛОЙНОМ ВОЛНОВОДЕ
С НЕЛИНЕЙНЫМИ ДИЭЛЕКТРИКАМИ

А.Б. Маненков

Исследованы характеристики вытекающих мод, распространяющихся в планарных
слоистых волноводах с нелинейными средами. Рассчитаны фазовые постоянные мод и их
коэффициенты затухания. Показано, что в нелинейных структурах зависимости полей от
продольной координаты отличаются от экспоненциальной зависимости, которая типична
для линейных задач. Это свойство приводит к эффекту трансформации различных мод
даже для регулярной геометрии волновода.

Введение

Нелинейные материалы широко используются в оптических системах, в том
числе, в схемах интегральной оптики и в системах на основе фотонных кристаллов
[1–4]. В настоящее время исследуются различные нелинейные структуры с разнооб-
разными свойствами. В частности, большой интерес для практических приложений
представляют композиционные материалы, изготовленные с помощью имплантации
наночастиц в диэлектрики [5–7]. В таких структурах могут возникать различные
резонансные явления, которые приводят к сильному изменению свойств композици-
онных материалов, включая изменения нелинейных характеристик.

Многие задачи нелинейной оптики связаны с исследованием распростране-
ния волн в открытых многослойных диэлектрических волноводах, в том числе, в
брэгговских волноводах [3, 4]. Заметим,что слоистые структуры исследовались до-
статочно давно, причем как для систем с линейными, так и с нелинейными ди-
электриками [3, 4, 8, 9]. Многослойные структуры перспективны для создания раз-
личных элементов интегральной оптики и оптических датчиков. Они также могут
рассматриваться как простейшие модели более сложных систем, например, фотон-
ных кристаллов. В основном в литературе изучались направляемые (поверхностные)
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моды. В настоящей работе будем исследовать случай, когда моды являются вытека-
ющими [8, 10]. В работе показано, что ряд свойств, присущих именно системам с
вытекающими модами (ВМ), может представлять интерес как для теории, так и для
различных практических приложений.

1. Исходные уравнения

Рассматриваемый волновод (рис. 1) представляет собой многослойную пла-
нарную структуру: центральный волноведущий слой, окруженный сверху и снизу в
общем случае нелинейными диэлектрическими слоями. Толщину центрального слоя
обозначим через 2d, а его постоянную проницаемость – через ng. Предполагаем, что
проницаемость окружающей среды (сверху и снизу покрывающих слоев) также рав-
на ng. Общее число слоев (включая два полубесконечных слоя снаружи волновода)
обозначим через Ml. Будем рассматри-

Рис. 1. Геометрия планарного волновода (показана
только центральная часть структуры)

вать частный случай симметричного вол-
новода, когда характеристики слоев при
y > 0 и y < 0 совпадают. Толщины
покрывающих слоев с нечетными номе-
рами обозначим через d1 (см. рис. 1),
а толщины четных слоев – через d2.
В дальнейшем предполагаем, что слои
изготовлены из нелинейных материалов
с кубической нелинейностью [3,11, 12].

В работе изучен случай, когда
электрическое поле имеет только одну
компоненту Ex, то есть рассмотрим
TE-волны. Будем исследовать гармони-
ческие процессы, когда временная зависимость имеет вид exp (−iωt), где ω – часто-
та, а t – время. В дальнейшем считаем, что среды таковы, что высшие временные
гармоники подавляются. Такое приближение оправдано в случае, когда затухание
волн на таких гармониках велико, что наблюдается, в частности, в оптическом диа-
пазоне, когда частоты третьих гармоник лежат в ультрафиолетовом диапазоне.

Поле мод, распространяющихся вдоль оси z, должно удовлетворять
уравнению [11,12]

∂2Ex

∂y2
+

∂2Ex

∂z2
+ k2ε(y, |Ex|2)Ex = 0, (1)

где ε – диэлектрическая проницаемость, которая зависит от координаты y, а в нели-
нейных средах – и от квадрата модуля поля |Ex|2. Для простоты предполагаем, что
параметры всех нечетных, а также четных слоев, одинаковы (волновод с чередую-
щимися слоями). В слоях, изготовленных из нелинейных диэлектриков с кубической
нелинейностью, проницаемости материалов нечетных и четных слоев равны соот-
ветственно

ε =





n2
1 + α1|Ex|2,

n2
2 + α2|Ex|2,

(2)
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где положительные постоянные n1 и n2 – линейные части (n1, n2 – показатели пре-
ломления1), а постоянные вещественные коэффициенты α1 и α2 могут быть как
положительными, так и отрицательными.

2. Локальные характеристики вытекающих мод

Рассматриваемая планарная структура может направлять моды разных типов,
включая направляемые и вытекающие. Для направляемых мод (НМ) в случае отсут-
ствия диэлектрических потерь (когда Im ε = 0) решение уравнения (1) имеет вид
бегущих волн

Ex = AΦ(y) exp [i(βz − ωt)], (3)

где β – постоянная распространения НМ, A – вещественный амплитудный множи-
тель; для простоты начальную фазу поля положили равной нулю. Функция Φ(y)
удовлетворяет уравнению

Φ′′ + {k2ε(y, A2|Φ|2)− β2}Φ = 0, (4)

в котором проницаемость ε(y, |Φ|2) зависит от поперечного распределения поля, но
не зависит от координаты z. Это свойство объясняется тем, что для НМ постоянная
распространения β вещественна, а значит модуль поля не зависит от координаты
z и поэтому |Ex| = |Φ|. В этом случае в уравнении (1) переменные разделяются,
что и позволило искать решение задачи в виде (3). Как будет показано ниже, для
вытекающих мод переменные не разделяются, что существенно усложняет решение
задачи.

Для определенности будем рассматривать случай, когда n1 < ng. Парциальные
лучи вытекающих мод, распространяющихся в такой системе, в линейном случае
(при αj = 0, j = 1, 2) испытывают внутреннее отражение на границах y = ±d. При
конечной толщине d1 эти парциальные лучи туннелируют через покрывающие слои
и мода является вытекающей, то есть имеет радиационные потери. При анализе ВМ
в уравнении (1) следует считать диэлектрические проницаемости зависящими от z,
поскольку для ВМ имеем |Ex| ∼ exp (−z Im β), причем Im β 6= 0 (здесь и ниже β –
комплексная постоянная распространения ВМ). Для определенности далее исследу-
ем прямые моды, у которых Im β > 0. Ниже будем изучать слабо вытекающие моды,
для которых Im β ¿ kng. Для определенности исследуем структуру основной ВМ
типа ТЕ0. При указанных выше условиях решение уравнения (1) можно записать в
следующей приближенной форме:

E0 = A0(z)Φ0(y, A0(z)) exp {i[φ0(z)− ωt]}+ O(Im β0), (5)

где A0(z) – вещественная амплитудная функция, φ0(z) – вещественная фаза (фа-
зовый набег), β0 = β0(z) – комплексная постоянная распространения. Функция
Φ0(y, A0(z)) описывает распределение поля ВМ в поперечной плоскости при фикси-
рованном значении z. В силу медленности спадания модуля поля |Ex| можно разбить
рассматриваемый интервал продольной оси z на малые подинтервалы длины ∆z, на
которых амплитуду ВМ можно считать постоянной (при условии ∆zIm β0 ¿ 1). На

1Предполагаем, что магнитная проницаемость всех сред равна единице.
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каждом таком подинтервале решение (1) можно искать в виде выражения (3), в кото-
ром A = A0. Таким образом, в окрестности любой плоскости z = const можно счи-
тать амплитуду A0(z) приближенно постоянной и определить в этой окрестности ло-
кальные характеристики ВМ, в частности, фазовую скорость, считая φ0(z) ∼ Re β0z,
и коэффициент затухания Im β0. Ниже будут выведены приближенные представле-
ния для функций A0(z) и φ0(z), которые определяют зависимость полей от продоль-
ной координаты z на больших участках волновода.

В силу симметрии геометрии ниже будем рассматривать лишь верхнюю поло-
вину системы, изображенной на рис. 1 (при y > 0). Для основной моды ТЕ0 решение
(4), то есть функцию Φ, внутри и вне волновода можно представить в виде

Φ0 =





cos (κy), при |y| < d,

Ae exp [iκ(|y| − dc)], при |y| > dc,
(6)

где dc – координата самой верхней границы раздела сред, Ae – амплитуда вытекаю-
щей волны в окружающей среде. Волновые числа моды ТЕ0 связаны соотношениями

β20 = k2n2
1 + p2

1 = k2n2
g − κ2, (7)

где p1 – поперечное волновое число в первом покрывающем слое. При выводе этих
формул учтена четность моды ТЕ0, условия излучения и нормировки (Φ(0) = 1).

3. Численная методика

Для численного решения уравнения (4), будем использовать вариант метода
пристрелки (стрельбы) [13]. Согласно этой методике интегрируем уравнение второго
порядка (4), используя начальные значения

Φ0(0) = 1, Φ′0(0) = 0. (8)

Интегрирование ведется до точки y = dc, при этом величина поперечного волнового
числа κ задается численной процедурой поиска корней дисперсионного соотношения
(ДС). Само ДС получается из условия непрерывности поля и его производной в
точке y = dc. Слева от этой точки поле вычисляется численно, а справа – исходя
из явного представления в виде уходящей из волновода волны (6). Сшивая эти поля
получаем ДС, которое можно записать в виде

Φ′0(dc)/Φ0(dc) = iκ. (9)

Корни этого уравнения находились модифицированным методом Пауэлла [14], ко-
торый предназначен для поиска нулей системы действительных нелинейных урав-
нений. Такая система получается, если в (9) разделить действительные и мнимые
части.

Для простейшей геометрии, когда волновод представляет собой диэлектри-
ческую пластину, зажатую между двумя полубесконечными слоями из линейного
диэлектрика, то есть при α1 = 0 и d1 = ∞, получаем хорошо известное ДС

κd = V cos (κd), V = kd
√

n2
g − n2

1, (10)
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где V – безразмерная частота. В такой системе, когда n1 < ng и d1 → ∞, радиа-
ционные потери отсутствуют, рассматриваемая мода становится направляемой. Для
нее вещественный корень уравнения (10) находится стандартными методами [14].
При решении общего уравнения (9) значения корней (10) удобно использовать в ка-
честве начального приближения для κ, поскольку для слабо вытекающих мод корни
уравнений (9) и (10) близки. Заметим, что при больших значениях параметра |p1|d1

рассматриваемая задача Коши для уравнения (4) относится к классу так называемых
жестких задач и решается модифицированным методом Гира [14, 15].

При условии n1 < ng, когда параметр τ = exp (−2p1d1) мал, для поперечного
волнового числа κ основной моды TE0 можно получить следующее
приближенное ДС:

κd
cos κd

= V +
[
α1A

2
0

(kd)2(κd)2

4V 3
+ τ

2(p1d)2

V

p1 + iκ
p1 − iκ

]
. (11)

В случае, когда малы как параметр τ, так и амплитуда поля A0, уравнение (11) можно
решить итерациями.

Фазовый параметр Re β0 можно вычислить из соотношения β0 =
√

k2n2
g − κ2,

используя выражения для κ, которое находится из ДС. Коэффициент затухания Im β0
пропорционален параметру τ и для слабо вытекающих мод, когда |p1|d1 > 1, он мал
(Im β0 ¿ kng). Нелинейность покрывающих слоев изменяет комплексную посто-
янную распространения β0. Сдвиг фазовой постоянной Re β0 за счет нелинейности
диэлектрика пропорционален параметру |α1A

2
0|. При малых значениях амплитуды

поля A0 оценку этого сдвига можно сделать с помощью уравнения (11). В отличие
от сдвига Re β0 сдвиг величины Im β0 за счет нелинейности существенно меньше,
он пропорционален |α1A

2
0 exp(−2p1d1)|.

Опишем результаты численного анализа локальных характеристик ВМ типа
ТЕ0 на одном частном примере. Рассматриваем 17-слойную структуру (Ml = 17) –
волноведущий слой, который покрыт с каждой стороны семью слоями конечных
толщин с чередующимися параметрами. Первый и последующие покрывающие слои
с нечетными номерами имеют показатель преломления n1 < ng, а для четных слоев –
n2 = ng. Для простоты будем считать, что четные слои и окружающая волновод
среда изготовлены из линейных диэлектриков (в частности, α2 = 0).

На рис. 2 изображена зависимость безразмерного фазового параметра
Re β0/(kng) от амплитуды электрического поля A0 моды ТЕ0. Расчеты проводи-
лись для волновода с параметрами: kd = 1.4612, d1/d = 0.5, ng = 3.6, n1 = 3.42 и
n2 = ng. На рис. 3 показаны зависимости относительных потерь Im β0/(kng) моды
ТЕ0 от амплитуды A0 для этого же волновода. Как следует из рис. 2 и 3, фазовая
скорость и потери моды ТЕ0 существенно зависят от передаваемой мощности.

Как видно из приведенных данных, зависимости Re β0 и Im β0 от амплитуды
A0 похожи: при α1 > 0 значения этих величин растут, а при α1 < 0 – убывают.
Эти результаты можно пояснить на основе соображений геометрической оптики, ис-
пользуя решение задачи о туннелировании плоских волн сквозь нелинейный слой
(барьер) [16]. Для определенности, будем рассматривать зависимости для коэффи-
циента затухания, предполагая, кроме того, что V À 1, то есть исследуя область
высоких частот. Как известно, ВМ образована суперпозицией парциальных лучей,
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Рис. 2. Зависимость фазовой постоянной основ-
ной вытекающей моды от амплитуды поля для
различных значений параметра α1: −0.1 (1),
0.1 (2)

Рис. 3. Зависимость коэффициента затухания ос-
новной вытекающей моды от амплитуды поля
для различных значений параметра α1: −0.1 (1),
0.1 (2)

которые распространяются вдоль волновода и попеременно отражаются от покры-
вающих слоев, при этом лучи частично туннелируют сквозь них. Используя закон
сохранения энергии, можно показать, что для структуры без диэлектрических потерь
(Im ε = 0) коэффициент радиационного затухания равен [8]

Im β0 ≈ (|T |2Re κ)/[4Re (β0d)]. (12)

Здесь через T обозначен коэффициент прохождения парциальных лучей, падающих
на границу y = d. Коэффициент T может быть рассчитан так же, как в работе [16].

Зависимость T от амплитуды A0 можно объяснить, если ввести усредненные
значения показателей преломления нелинейных слоев, заменяя во вторых членах
формул (2) точные значения Ex средними величинами. При этом следует учесть, что
для рассматриваемой структуры значения T определяются, в основном, разностью
диэлектрических проницаемостей в центральном и первом покрывающем слое. При
α1 > 0 электрическое поле в первом слое увеличивает проницаемость ε, что приво-
дит к увеличению T , по крайней мере, до тех пор, пока проницаемости в волнове-
дущем и первом слоях не сравняются.

Из результатов статьи [16] и формулы (12) следует, что при определенных зна-
чениях параметров слоев и при достаточно большой амплитуде поля стенка, изготов-
ленная из нелинейных диэлектриков, может стать почти прозрачной. В этом случае
затухание ВМ будет велико. Заметим, что эти рассуждения не учитывают эффекты
преобразования мод (см. ниже), поэтому оценка потерь по формуле (12) может быть
только качественной.

4. Распространение волн вдоль оси

В этом и следующем разделах рассмотрим зависимости полей ВМ от про-
дольной координаты z. Как указывалось выше, диэлектрическая проницаемость в
нелинейных слоях волновода оказывается зависящей от этой координаты, причем
эта зависимость слабая. Решаемая задача похожа на задачу о распространении волн
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в волноводах с линейными средами, у которых профиль показателя преломления
медленно меняется вдоль оси z. Для анализа таких задач в случае линейных сред
наиболее эффективными являются подходы, которые основаны на разложениях по-
лей по полям собственных мод и теории возбуждения (например, на методе попе-
речных сечений), а также на неполном методе Галеркина и методе приближенного
разделения переменных [17–19].

Заметим, что есть ряд принципиальных различий между указанными двумя
классами задач. В линейных задачах изменение показателя преломления вдоль оси z
происходит за счет «внешнего» изменения параметров диэлектриков, например, при
изготовлении волновода (за счет внедрения примесей, изменения плотности матери-
алов и т. д.) или за счет изменения «управляющего» постоянного магнитного поля,
как, например, в устройствах, использующих эффект Фарадея. В нелинейной задаче
изменение эффективного значения диэлектрической проницаемости происходит за
счет самого поля (см. соотношения (2)), поскольку оно спадает вдоль оси z. Без мо-
дификации применить указанные выше методы для анализа рассматриваемой задачи
не удается из-за особенностей исследуемой структуры. В частности, большинство
указанных методов базируется на свойствах ортогональности собственных мод; для
нелинейных задач условия ортогональности мод разных типов в той форме, в какой
они выводятся для линейных структур, по-видимому, записать нельзя. Следует также
учесть, что даже в линейном случае изучение процесса распространения ВМ в вол-
новоде с переменным профилем ε наталкивается на ряд трудностей, которые связаны
в основном с тем, что ВМ не являются собственными и они не могут возбуждаться
отдельно от других мод [10,20]. Любой источник с конечной мощностью возбуждает
одновременно как ВМ, так и пространственную волну. Поэтому многие результаты
анализа зависят от вида источника (в отличие от случая НМ) [20]. Кроме того, по-
ля ВМ растут на бесконечности при y → ±∞, из-за чего возникают проблемы при
применении, например, методов возмущений.

Ниже будем искать приближенное решение задачи, предполагая, что нелиней-
ные эффекты малы (то есть |αjE

2
x| ¿ n2

j , j = 1, 2). В этом случае в уравнении (1)
в первом приближении в малых слагаемых αj |Ex|2, которые определяют нелиней-
ную зависимость проницаемости ε от поля, можно заменить Ex на E0. В результате
вместо (1) для полей в нелинейных слоях получаем следующее уравнение:

∂2Ex

∂y2
+

∂2Ex

∂z2
+ [k2(n2

j + αj |E0|2)]Ex = 0, j = 1, 2. (13)

Поле основной моды E0 будем искать в виде (5). Отбросим в представлении полного
поля Ex поля всех высших ВМ, встречных мод, а также поля мод непрерывного
спектра, то есть положим Ex ≈ E0 и подставим (5) в (13). В итоге приходим к
системе уравнений

dφ0

dz
= Re β0, (14)

dA0

dz
= −

[
1

2Re β0
d(Re β0)

dz
+ Im β0

]
A0. (15)
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Напомним, что в формуле (5) функция Φ0 является точным решением «поперечного»
уравнения (4), в котором амплитуда A0 при фиксированном значении координаты z
является параметром, так что комплексная постоянная распространения β0 зависит
от A0 (а в итоге и от z).

Формальное решение системы (14)–(15) можно записать в виде соотношений,
которые похожи на хорошо известные формулы ВКБ-приближения

φ0(z) =

z∫

0

Re β0(A0(z))dz + φi, (16)

A0(z) =
Bi√

Re β0(A0(z))
exp


−

z∫

0

Im β0(A0(z))dz


, (17)

где константы φi и Bi определяются из начальных условий при z = 0. При выводе
этих формул считали, что ВМ возбуждается в сечении z = 0. Заметим, что в отличие
от ВКБ-формул, соотношения (16)–(17) на самом деле являются нелинейными ин-
тегральными уравнениями относительно A0(z), поскольку входящая в правые части
этих соотношений постоянная распространения β0 является функцией A0(z). Строго
говоря, для рассматриваемой задачи величину β0 нельзя называть постоянной рас-
пространения, так как она меняется при распространении моды вдоль волновода; о
ней, как о постоянной, можно говорить только при исследовании локальных харак-
теристик ВМ (на небольших интервалах оси z).

Приведенное соотношение определяет неявную зависимость амплитуды A0 от
продольной координаты z. В малоамплитудном приближении можно получить более
простые формулы для амплитуды и фазы, учитывая, что приближенно

β0 = β0l + (ξ1 + iξ2)αA2
0, (18)

где β0l – значение постоянной распространения в линейном случае (при αj = 0), а
ξ1 и ξ2 – некоторые вещественные константы, причем |ξ1| ∼ 1, а |ξ2| ¿ |ξ1|. В этом
приближении получаем соотношение для амплитудной функции

ln
[
A0(z)

Ai

]
=

1
2

ln
Re β0(Ai)

Re β0(A0(z))
−

z∫

0

[Im β0l + ξ2αA2
0(z)]dz, (19)

где Ai – значение амплитуды ВМ при z = 0. Приведенное соотношение также явля-
ется нелинейным интегральным уравнением для амплитудной функции A0(z). Для
вычисления A0(z) можно использовать итерационную технику. Для оценки закона
спадания поля при распространении ВМ вдоль оси z в правую часть последней фор-
мулы вместо A0(z) можно подставить приближенное выражение
A0l = Ai exp [−zIm β0l], то есть использовать в качестве нулевого приближения за-
висимость для A0(z) для линейной задачи. Это приближение можно получить сразу
из (13), если в выражениях для ε использовать приближенное выражение для поля
E0l для линейной задачи.
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Приведенные зависимости полей от координаты z можно получить иными спо-
собами, например, исходя из описанной выше процедуры разбиения интервала оси
z волновода на малые подинтервалы, на которых функцию A0(z) можно считать
постоянной. Сшивая затем поля на концах указанных подинтервалов, получаем фор-
мулы (14)–(15).

Полученные выше приближенные соотношения позволяют достаточно просто
описать поведение амплитуды A0(z) при увеличении координаты z. При любом зна-
ке параметров αj поле Ex затухает по мере роста z, но спадание A0(z) происходит
не с постоянным коэффициентом затухания Im β0, как это было бы в линейном слу-
чае, а с переменным. В зависимости от параметров покрывающих волновод слоев, в
частности, от знака αj , коэффициент затухания Im β0 может как увеличиваться, так
и уменьшаться по мере спадания амплитуды A0(z). То же происходит и с фазовой
скоростью ВМ. Можно сказать, что значения Re β0 и Im β0 изменяются так, что
«рабочая точка» движется налево по кривым, изображенным на рис. 2 и 3, когда ам-
плитуда поля A0(z) постепенно уменьшается (по мере распространения волны вдоль
волновода). В пределе, когда амплитуда A0(z) уменьшиться настолько, что нелиней-
ными эффектами можно будет пренебречь, дальнейшее затухание волны будет про-
исходить с постоянным коэффициентом затухания Im β0l, как в линейной системе.
Заметим, что в пределе, когда z → ∞ фазовый набег будет изменяться линейно по
закону Re β0lz + φs (φs – некоторая постоянная).

Используя геометрооптический подход, можно качественно объяснить полу-
ченные выше результаты. Для этого для расчета ВМ применим приближенные им-
педансные граничные условия: Ze = Ex/Hz , где импеданс Ze определяется из ре-
шения задачи о падении плоской волны на слоистую диэлектрическую стенку [8].
Для стенки из нелинейного диэлектрика импеданс зависит от амплитуды поля, то
есть Ze = Ze(A0). При распространении ВМ вдоль волновода импеданс будет ме-
няться из-за уменьшения A0. При этом будет изменяться и комплексная постоянная
распространения β0. В результате, как нетрудно показать, фазовый набег будет опре-
деляться интегралом от функции Re β0(z).

5. Возбуждение мод высших типов

Изменение эффективных проницаемостей нелинейных сред за счет поля ВМ
приводит дополнительно к эффекту возбуждения высших мод. Качественно этот эф-
фект можно описать, используя теорию возбуждения волноводов: изменение диэлек-
трической проницаемости формально можно трактовать как возникновение сторон-
него тока, величина которого пропорциональна произведению поля на вариацию
ε [10]. Заметим, что основная ВМ трансформируется не только в другие ВМ, но
также и в пространственную волну (интеграл по радиационным модам). Кроме того,
происходит и обратное преобразование мод. Здесь мы оставляем в стороне вопрос о
системе мод открытого волновода с нелинейными средами. При малой нелинейности
в первом приближении будем считать, что в модальном разложении присутствуют
НМ, ВМ разных типов, а также пространственная волна. Ниже мы не будем рас-
сматривать подробно все детали процесса трансформации мод, а ограничимся лишь
оценкой преобразования вытекающей моды ТЕ0 в ближайшую («паразитную») моду
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ТЕ2. Как правило, все указанные выше эффекты весьма малы и во многих случаях
подобные оценки достаточно информативны.

Как и выше считаем, что нелинейности малы (|αjE
2
x| ¿ n2

j , j = 1, 2). Пред-
ставим поле рассматриваемых волн в виде

Ex = E0 + E2 + . . . , (20)

где первое слагаемое описывает поле моды ТЕ0, которое уже было определено вы-
ше (см. (5)), а второе слагаемое – моды ТЕ2. Точками в формуле (20) обозначены
поля других ВМ высшего типа, НМ (если они есть), а также поле пространствен-
ной волны (моды непрерывного спектра [10]). Заметим, что как поле моды ТЕ2, так
и все остальные члены в (20), имеют близкий порядок величины; они все пропор-
циональны Im β0. Однако, как правило, амплитуды полей высших ВМ убывают с
увеличением их номера. Этот факт будет понятен из формул, приведенных ниже.

Для расчета процесса трансформации можно использовать схему вывода урав-
нений связанных мод, которая похожа на схему, применяемую в методе поперечных
сечений, но с некоторыми, достаточно очевидными модификациями. Вывод прибли-
женных выражений проводится исходя из уравнения (13), то есть полагаем, что ε
не зависит от полей высших мод, а определяется только полем основной ВМ. Более
того, считаем, что в выражениях для проницаемостей (2) во вторых (нелинейных)
членах можно заменить поле Ex решением линейной задачи E0l. Таким образом, за-
дача расчета высших ВМ в этом приближении формально подобна линейной задаче
(с заданной зависимостью ε от z). Отметим еще раз, что указанные предположе-
ния справедливы только при малой амплитуде основной ВМ и малости амплитуд
высших мод по сравнению с амплитудой моды ТЕ0 (то есть когда |αjE

2
0 | ¿ n2

j и
|E2| ¿ |E0|). Поле второй моды будем искать в виде

E2 = A2(z)Φ2(y, A0(z)) exp {i[φ2(z)− ωt]}, (21)

где A2(z) и φ2(z) – вещественные амплитуда и фаза, β2(z) – комплексная постоянная
распространения моды, а функция Φ2(z) удовлетворяет уравнению

Φ′′2 + {k2ε(y, |E0l|2)− β22}Φ2 = 0. (22)

В этом приближении выполнены условия ортогональности мод, которые использу-
ются для вывода основных уравнений, при условии, что поля ВМ являются решени-
ями (13) с заданным распределением поля E0l. Отметим, что для вывода выражений
для норм ВМ и условий ортогональности следует использовать методы регуляриза-
ции, описанные в [20].

В результате стандартных выкладок приходим к уравнению для комплексной
амплитуды C2 = A2 exp (iφ2) второй ВМ

dC2

dz
− iβ2C2 =

k2

2β2(β2 − β0)N2

∞∫

−∞
α(y)Φ0Φ2

∂

∂z
|E0|2dy, (23)

где N2 – норма моды ТЕ2, Φ0 и Φ2 – поперечные распределения полей ВМ в сечении
волновода (см. выше), а интеграл берется по сечению z =const. Для точек, лежащих
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в нечетных слоях, кусочно постоянная функция α(y) равна α1, а для точек в четных
слоях – α2. Отметим, что уравнение для амплитуды поля моды ТЕ2 отличается от
уравнения для моды ТЕ0; распространение моды ТЕ2 происходит в структуре, у
которой эффективная диэлектрическая проницаемость не зависит от амплитуды этой
моды, а определяется полем основной ВМ типа ТЕ0. Из (23) получаем оценку

C2 ∼ α1Im β0/(β2 − β0). (24)

Заметим, что для рассматриваемой задачи возникает дополнительный малый мно-
житель в выражении для C2, который определяется интегралом (см. (23)) по области
покрывающих слоев, где α(y) 6= 0 и где обычно поля ВМ малы, по крайней мере,
если V À 1. Таким образом, хотя параметры (в том числе геометрия) рассматрива-
емой структуры не зависят от координаты z (то есть волновод регулярный), тем не
менее из-за нелинейности происходит перекачка энергии из основной ВМ в моды
других типов.

Как видно из (24), трансформация основной ВМ в паразитную моду мала;
она может быть заметна только в том случае, когда постоянные распространения
мод близки (случай вырождения мод). В знаменатель формулы (24) входит разность
постоянных распространения в волноводе с учетом нелинейных эффектов. В такой
системе нелинейность может сблизить значения β2 и β0, что приведет к сильной
связи двух мод. При возрастании амплитуд паразитных ВМ выписанные формулы,
конечно, перестанут работать и необходим более точный анализ. Отметим также,
что, как правило, разность постоянных распространения основной ВМ и высших
мод ТЕn (n > 0) растет с ростом номера n, поэтому трансформация моды ТЕ0 в
высшие ВМ уменьшается с ростом их номера. Уменьшение коэффициента связи с
ростом номера n происходит также за счет уменьшения интеграла в формуле (23).
Из аналогичной формулы следует, что трансформация во встречную моду ТЕ0 так-
же мала, так как постоянные распространения встречных мод имеют разные знаки,
поэтому в знаменателе соответствующей формулы для амплитуды встречной моды
величина (β2 − β0) заменяется существенно большей величиной 2β0.

Заключение

В работе проанализированы характеристики вытекающих мод, распространя-
ющихся в многослойных волноводах, изготовленных из нелинейных диэлектриков.
Показано, что в подобных структурах возможно появление ряда новых эффектов. В
частности, фазовые скорости и коэффициенты затухания ВМ не являются постоян-
ными. В процессе распространения ВМ вдоль волновода происходит их трансформа-
ция в моды других типов, включая встречные моды. Такая трансфомация происходит
даже в регулярной геометрии, когда параметры волновода не зависят от продольной
координаты. Указанные эффекты обусловлены тем, что за счет радиационных потерь
амплитуда ВМ постепенно уменьшается и это приводит к зависимости эффектив-
ных значений диэлектрической проницаемости от осевой координаты. Заметим, что
подобные эффекты будут наблюдаться и при распространении направляемых мод,
если волноводные среды имеют диэлектрические потери (в том числе, и в случае,
когда потери обусловлены нелинейными членами в выражениях для ε, то есть если
Im αj 6= 0).
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При большой мощности, передаваемой по волноводу, слоистая стенка из нели-
нейных диэлектриков может стать почти прозрачной для падающих на нее парциаль-
ных лучей. В этом случае затухание ВМ будет велико, то есть волновод практически
не будет канализировать мощность. Подбирая параметры стенки, на основе такой
системы можно изготовить, например, ограничители мощности. По-видимому, этот
эффект может быть также использован для измерения характеристик нелинейных
диэлектриков и при конструировании различных датчиков.
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THE LEAKY MODES OF MULTILAYERED WAVEGUIDE
WITH NONLINEAR DIELECTRICS

A.B. Manenkov

Characteristics of the leaky modes, propagating along the planar layered waveguides
with nonlinear media, are studied. The mode phase constants and attenuation coefficients
are calculated. In nonlinear structures the dependencies of the mode field distributions
on the longitudinal coordinate are shown to differ from exponential ones which are
typical for the linear problems. This property results in the effect of the different modes
transformation even for the regular geometry of the waveguide.
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ОТОБРАЖЕНИЯ С УДВОЕНИЯМИ ПЕРИОДА
С МОДУЛЯЦИЕЙ УПРАВЛЯЮЩЕГО ПАРАМЕТРА

ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

А.П. Кузнецов, Е.В. Новиков, А.В. Савин

Показано, что введение модуляции управляющего параметра с использованием за-
паздывания может рассматриваться как физически мотивированный метод построения
двумерных отображений с нефиксированным якобианом. Представлены примеры таких
двухпараметрических и трехпараметрического отображений. Получены условия бифур-
каций Неймарка–Сакера, удвоения периода и резонанса 1:2. Исследуется устройство про-
странства параметров методом карт динамических режимов. С его помощью выявлены
области квазипериодических режимов и различных синхронных режимов.

Введение

Двумерные отображения представляют собой один из наиболее важных объ-
ектов для изучения в теории динамических систем и теории бифуркаций [1, 2]. Они
интересны как сами по себе, так и по той причине, что могут выступать как сече-
ния Пуанкаре трехмерных потоков [2]. Поэтому характерные для двумерных отоб-
ражений типы поведения, фактически, переносятся на дифференциальные системы
с размерностью фазового пространства, равной трем.

Двумерные отображения разбиваются на два класса: отображения с фиксиро-
ванным и нефиксированным якобианом. Первые характеризуются постоянной дис-
сипацией. Простейшим и наиболее популярным примером такой системы является
отображение Эно [1, 2]

xn+1 = λ− x2
n − εyn,

yn+1 = xn.
(1)

Физической системой, приводящей к отображению Эно, может служить диссипа-
тивный осциллятор под действием внешней силы, величина которой нелинейным
(квадратичным) образом зависит от координаты осциллятора [2]. Основные феноме-
ны, которые демонстрируют отображения с постоянным якобианом, – это возможно-
сти хаоса и удвоений периода. В этом, однако, нет существенных отличий от более
простого случая одномерных отображений.
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Двумерные отображения с нефиксированным якобианом демонстрируют за-
метно более богатую динамику: возможность бифуркации Неймарка–Сакера рожде-
ния инвариантной кривой, картину разрушения инвариантной кривой, наличие ква-
зипериодического поведения и эффектов синхронизации.

Одним из известных примеров отображений с нефиксированным якобианом
может быть возмущенное нелинейным образом отображение Эно, предложенное
Гонченко и др. [3, 4] для описания ситуаций вблизи гомоклинической петли:

xn+1 = λ− x2
n − εyn + γxnyn + µx3

n,

yn+1 = xn.
(2)

Авторы называют его «обобщенное отображение Эно» (generalized Hénon map).
Недавние публикации, посвященные отображению (2) [3, 4], говорят о возможности
различных интересных особенностей поведения таких систем1. Естественно ожи-
дать, что соответствующие черты динамики будут интересны не только с матема-
тической точки зрения, а будут важными и для приложений. Однако в этом плане
ощущается недостаточная физическая мотивация аналогичных моделей. Достаточно
сказать, что в работе [4] только выводу отображения (2) посвящено около 10 стра-
ниц сугубо математического текста, включающего емкие выкладки, имеющие вид
традиционных математических доказательств.

Итак, возникает задача формирования физически мотивированных и допус-
кающих физическую реализацию моделей, приводящих к обобщению отображения
Эно на случай систем с нефиксированным якобианом. С другой стороны, желатель-
но, чтобы они были максимально просты и допускали аналитическое исследование
хотя бы основных бифуркаций. В настоящей статье предлагается применить для
этой цели идеи управления хаосом [6] за счет введения запаздывания в управляю-
щий параметр. Это дает некоторую исследовательскую программу продвижения от
одномерных моделей к двумерным. Таким образом, задача управления выступает как
способ построения новых существенных моделей2. В качестве простейшего «гене-
ратора» новых отображений используется логистическое отображение (в различных
формах). Это важно с позиций физических приложений, поскольку известно огром-
ное количество примеров с соответствующим типом поведения. Затем аналогичный
подход распространен на двухпараметрическое отображение с удвоениями периода.

1. Схема построения двумерных отображений.
Простейший пример – отображение Эно

Итак, пусть задано одномерное отображение

xn+1 = F (xn, λ), (3)

где λ – параметр, управляющий удвоениями в системе. Теперь допустим, что зна-
чение переменной на предыдущем шаге xn−1 влияет на эволюцию системы таким

1Укажем в связи с этим также PhD диссертацию Мейджера (2006) [5], в которой анализу отображе-
ния (2) посвящен специальный раздел.

2Заметим, что, хотя мы используем идеи управления, наша цель, в определенном смысле, противо-
положна: мы хотим построить системы с более сложным поведением, чем исходная система.
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образом, что осуществляется модуляция управляющего параметра по закону

λ→ λ+ ε(xn − xn−1), (4)

где ε – параметр, отвечающий за запаздывающее воздействие. В результате получим
новое отображение с двумя параметрами

xn+1 = F (xn, λ+ ε(xn − xn−1)). (5)

Если ввести новую переменную yn+1 = xn, то получим двумерное отображение

xn+1 = F (xn, λ+ ε(xn − yn)),

yn+1 = xn.
(6)

Применим описанную процедуру к логистическому отображению в виде

xn+1 = λ− x2
n. (7)

При введении запаздывающего воздействия с помощью соотношения (4) приходим
к отображению

xn+1 = λ+ ε(xn − yn)− x2
n,

yn+1 = xn.
(8)

Заменой переменной типа сдвига x → x + ε/2, y → y + ε/2 отображение (8) приво-
дится точно к виду (1).

Таким образом, модуляция пара-

Рис. 1. Карта динамических режимов отображения
(8). Цифрами обозначены периоды некоторых цик-
лов

метра, отвечающего за удвоения перио-
да, с использованием задержанного сиг-
нала приводит к отображению Эно. При
этом амплитуда модуляции выступает
как параметр диссипации. На рис. 1 вос-
произведена полученная численно кар-
та динамических режимов отображения
Эно.

Стоит сказать несколько слов о ме-
тоде построения карт динамических ре-
жимов, являющемся одним из эффек-
тивных компьютерных методов иссле-
дования многопараметрических нели-
нейных систем [2, 7]. При его примене-
нии в каждой точке плоскости параметров проводится следующая процедура. После
выполнения большого числа итераций выделяется стадия процесса, для которой пе-
реходный процесс уже завершен. Затем численным образом определяется период
колебаний, для чего выбранное значение переменной последовательно сравнивает-
ся с последующим. После этого «точка» плоскости (пиксель на экране компьютера)
окрашивается в определенный цвет, соответствующий данному периоду колебаний.
В отдельные цвета окрашиваются также области непериодических режимов (квази-
периодическое поведение и хаос) и области «убегания» траекторий в бесконечность.
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(Для черно-белых иллюстраций можно выбирать разные оттенки серого цвета.) В ре-
зультате после сканирования плоскости параметров она оказывается «окрашенной»
в цвета, соответствующие определенным режимам колебаний.

Если говорить с позиций управления, то можно видеть, что при положитель-
ных значениях параметра модуляции ε значения параметра λ, отвечающие потере
устойчивости циклов, увеличиваются. Таким образом, осуществляется стабилизация
режимов. С методической же точки зрения для дальнейшего важно, что указанная
процедура приводит к одному из «эталонных» отображений нелинейной динамики.
Поэтому можно ожидать, что она будет эффективна и в других случаях.

Отображение Эно – это отображение с постоянным якобианом. Поэтому пе-
рейдем к другим способам введения управляющего параметра.

2. Отображение с переменным якобианом. Общий случай

В представленном примере «опорное» логистическое отображение выбрано в
форме (7), когда управляющий параметр входит аддитивным образом. При введе-
нии запаздывающего управления с помощью соотношений (4) можно использовать
и другие формы логистического отображения. Например, вариант

xn+1 = λ(1− x2
n), (9)

или

xn+1 = λxn(1− xn). (10)

В этих случаях управляющий параметр λ входит не аддитивно, а мультипликатив-
но. Именно это отличие от описанного выше случая приводит к отображениям с
нефиксированным якобианом.

Отображения (7), (9) и (10) в автономном режиме эквиваленты. Все они пре-
вращаются друг в друга заменой типа сдвига переменной. Но если мы модулируем
управляющий параметр λ по закону (4), то они порождают разные двумерные отоб-
ражения, причем, в отличие от системы (8), с нефиксированным якобианом. Имея в
виду эту тонкость, приступим к реализации схемы построения новых моделей.

Отображения (9) и (10) могут быть представлены в виде

xn+1 = λf(xn). (11)

Это позволяет провести простейший анализ в общем виде.
Модуляция параметра в (11) запаздывающим воздействием по закону (4) при-

водит к следующему двумерному отображению:

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn))f(xn),

yn+1 = xn.
(12)

Обсудим его свойства.
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Неподвижные точки. Неподвижные точки отображения (12) получаются при
подстановке xn+1 = xn и yn+1 = yn, что приводит к уравнению

x = λf(x), (13)

тождественному случаю автономной системы в отсутствие модуляции параметра.
Для анализа бифуркаций неподвижной точки нужно найти матрицу монодро-

мии (матрицу Якоби) системы (12). Нетрудно видеть, что

M =




∂F

∂x
,

1

∂F

∂y
0


 =



εf(x) + λf ′(x),

1

−εf(x)

0


 . (14)

Соответственно, якобиан этой матрицы

J = εf(x). (15)

Таким образом, при ε 6= 0 мы действительно приходим к отображению с нефикси-
рованным якобианом. Далее, для следа матрицы получаем

S = εf(x) + λf ′(x). (16)

Бифуркация Неймарка–Сакера. Эта бифуркация ответственна за возникно-
вение инвариантной кривой. Как известно, ей отвечает значение якобиана равное
единице J = 1. В соответствии с (15) получаем εf(x) = 1. Дополнив это соотноше-
ние уравнением для поиска неподвижных точек (13), приходим к параметрическому
уравнению для линии бифуркации Неймарка–Сакера

ε =
λ
x

, x = λf(x). (17)

Бифуркация удвоения периода. Этой бифуркации отвечает равенство одного
из мультипликаторов минус единице, то есть µ1 = −1. В свою очередь, по свой-
ствам матрицы возмущений, µ2 − Sµ + J = 0. Таким образом, ей отвечает условие
1 + Sµ+ J = 0. Используя выражения для следа и якобиана, (15) и (16), получаем

1 + 2εf(x) + λf ′(x) = 0. (18)

С использованием (13) приходим к следующему параметрическому уравнению
линии удвоений:

ε = −λ1 + λf ′(x)
2x

, x = λf(x). (19)

Резонанс 1:2. Линии удвоения периода и бифуркации Неймарка–Сакера пере-
секаются в точке коразмерности два, которой отвечают значения мультипликаторов
µ1 = −1 и µ2 = −1. (Точка резонанса 1:2, по терминологии [1].) Мы легко можем
теперь записать уравнение для поиска этих точек, совмещая (17) и (19),

ε =
λ
x

, λf ′(x) + 3 = 0, x = λf(x). (20)

Перейдем теперь к конструированию и обсуждению конкретных отображений
с нефиксированным якобианом.
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3. Отображение с нефиксированным якобианом. Система 1

Используем в качестве автономной системы логистическое отображение в фор-
ме (9), так что f(x) = 1− x2. В этом случае приходим к двумерному отображению

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn))(1− x2
n),

yn+1 = xn.
(21)

Устойчивой может быть только одна неподвижная точка этого отображения, для ко-
торой из (13) находим x = (

√
1 + 4λ2 − 1)/(2λ). Соотношения (17) для системы (21)

позволяют получить аналитическое выражение для линии бифуркации Неймарка–
Сакера

ε =
2λ2√

1 + 4λ2 − 1
, (22)

а соотношения (19) – для линии бифуркации удвоения периода

ε =
√

1 + 4λ2 − 2√
1 + 4λ2 − 1

. (23)

С помощью уравнений (20) находим общие точки этих линий – точки резонанса 1:2

ε =
5
2
, λ = ±

√
15
2

. (24)

Найденные бифукационные линии на плоскости параметров (ε, λ) показаны на
рис. 2, а. На рис. 2, б представлена карта динамических режимов, на которой оттен-
ками серого цвета обозначены области устойчивости циклов различных периодов.

Из вида карты можно заключить, что мы действительно получили интересую-
щие нас свойства отображения с нефиксированным якобианом. На плоскости (ε, λ)
имеется линия бифуркации Неймарка–Сакера и область квазипериодических режи-
мов. Увеличенный фрагмент карты на рис. 3 демонстрирует систему языков Ар-
нольда, встроенную в область квазипериодических режимов. Фазовые портреты в

Рис. 2. а – аналитически найденные линии удвоения периода и Неймарка–Сакера для системы (21);
б – карта динамических режимов этой системы
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Рис. 3. Фазовые портреты отображения (21), построенные в различных точках области квазипериоди-
ческих режимов

избранных точках карты иллюстрируют существование инвариантной кривой и ре-
зонансных циклов разных периодов.

С точки зрения задачи управления можно констатировать следующее. При воз-
растании параметра глубины модуляции ε порог устойчивости неподвижной точки
повышается. Однако с ростом ε может произойти возникновение квазипериодиче-
ского поведения и синхронных режимов, отвечающих резонансам на инвариантной
кривой. Можно отметить «пороговый» характер этого эффекта: квазипериодическое
поведение возникает, если параметр ε больше единицы. (Или, говоря иными слова-
ми, зависимость ε = ε(λ) (22) имеет минимум, которому отвечает значение ε = 1.)
Повышая одновременно оба параметра ε и λ, можно добиться существенного увели-
чения порога устойчивости, но он ограничен точкой резонанса 1:2 (24).

4. Отображение с нефиксированным якобианом. Система 2

Перейдем теперь к анализу двумерной системы, возникающей на базе логи-
стического отображения (10). В этом случае получаем

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn))xn(1− xn),

yn+1 = xn.
(25)

Уравнение (13) для неподвижных точек для данной системы имеет два реше-
ния x = (λ− 1)/λ и x = 0. Для первой из них соотношения (17), (19) и (20) приводят
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к следующим аналитическим выражениям для бифуркации Неймарка–Сакера

ε =
λ2

λ− 1
(26)

и для бифуркации удвоения периода

ε =
λ2(λ− 3)
2(λ− 1)

. (27)

Для точек резонанса 1:2 находим

ε =
25
4

, λ = 5. (28)

Карта динамических режимов отображения (25) показана на рис. 4, а. Можно
видеть, что в области небольших значений параметра модуляции ε система демон-
стрирует поведение, аналогичное отображению Эно (ср. рис. 4, а в области значений
−3 < ε < 3, 2 < λ < 5 и рис. 1). При превышении некоторого порогового значения
параметра ε также становятся возможными квазипериодические режимы (рис. 4, б).
Максимально возможный уровень управления по параметрам также ограничен точ-
кой резонанса 1:2 (28).

В отличие от системы (21), в этом случае может быть устойчивой и вторая
неподвижная точка x = 0 при λ < 1. Выше линии λ = 1 для отображения (25) точка
x = y = 0 является седлом, а ниже ее – она устойчива. Для нее линия удвоения
периода задается соотношением

λ = −1. (29)

Бифуркация Неймарка–Сакера для этой точки невозможна. Линию (29) мож-
но видеть на рис. 4, а, а также (при уменьшении параметра λ) – соответствующий
каскад удвоений и области хаоса. Заметим, что с точки зрения управления эта си-
туация неэффективна, поскольку параметр λ не чувствителен к вариации глубины
модуляции.

Рис. 4. а – карта динамических режимов отображения (25); б – увеличенная область квазипериодиче-
ских режимов и система языков Арнольда
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И система 1, и система 2 демонстрируют исчезновение квазипериодических
режимов с переходом к ситуации «убегания» траектории на бесконечность. Эту осо-
бенность объясняет рис. 5, который показывает картину сосуществования инвари-
антной кривой и устойчивого и неустойчивого многообразий седловой (для данной
области значений параметров) неподвижной точки x = y = 0 отображения (25).
Можно видеть, что при возрастании параметров инвариантная кривая и многообра-

Рис. 5. Многообразия седловой неподвижной точки отображения (25) и аттрактор в виде инвариантной
кривой, построенные в разных точках области квазипериодических режимов. Маленькими кружками
обозначены неподвижные точки отображения (25)
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зия сближаются и могут коснуться друг друга. Это и отвечает моменту, когда ква-
зипериодический режим исчезает и сменяется «убеганием» изображающей точки
вдоль соответствующего многообразия на бесконечность.

5. Оценка качества управления

Выше были проиллюстрированы некоторые особенности поведения представ-
ленных отображений с нефиксированным якобианом с позиций управления с помо-
щью карт динамических режимов. Однако можно дать и соответствующие аналити-
ческие оценки.

Понятно, что возможность (невозможность) стабилизации и ее эффективность
определяются наклоном линии удвоения периода при ε = 0 (см. рис. 2 и 4). Этот
наклон легко определить в общем случае. Положим для этого x = x0+ξ и λ = λ0+δ,
где значения, отмеченные индексом «ноль», соответствуют точке удвоения периода
автономной системы, то есть

x0 = λ0f(x0), −1 = λ0f ′(x0). (30)

Тогда из x = λf(x) с точностью до первого порядка по возмущениям получаем

ξ = λ0f ′(x0)ξ+ f(x0)δ. (31)

Откуда с учетом (30) следует, что

ξ =
1
2
f(x0)δ. (32)

С другой стороны, имеем

f ′(x) = f ′(x0) + f ′′(x0)ξ. (33)

Подставляя (33) в первое из уравнений (12) для линии удвоения, после некоторых
преобразований и с учетом (30), с точностью до членов первого порядка по возму-
щениям, получаем

ε = γδ, где γ =
1

2x0
− λ0

4
f ′′(x0). (34)

Например, для системы 1 точка удвоения в автономном режиме отвечает
λ0 =

√
3/2 и x0 = 1/

√
3 и f ′′(x0) = −2, откуда находим γ = 3

√
3/4. Для систе-

мы 2 имеем λ0 = 3, x0 = 2/3 и, соответственно, γ = 9/4.
Таким образом, в обоих случаях параметр γ, задающий наклон линии удво-

ения при ε = 0, положителен. Это значит, что для стабилизации режимов следует
использовать модуляцию с положительным значением ε. При этом эффективность
стабилизации для системы 1 выше.

Как видно из соотношений (34), смена знака ε отвечает переходу от стабили-
зации к дестабилизации. Поэтому знак γ не существенен: если он отрицательный, то
для достижения стабилизации нужно просто изменить знак параметра модуляции ε.
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Наконец, отметим, что при γ = 0 имеет место вырожденная ситуация, когда стаби-
лизация не возникает. Такой случай имеет место на рис. 4 в области отрицательных
значений управляющего параметра λ.

Определим теперь пороговое значение параметра глубины модуляции, начиная
с которого возможны квазипериодические режимы. Как мы видели, пороговой ситу-
ации отвечает минимум функции ε = ε(λ) или условие dε/dλ = 0. Дифференцируя
по λ соотношение (17), отвечающее бифуркации Неймарка–Сакера, получаем

dε
dλ

=
x− λdx

dλ
x2

. (35)

В соответствии с этим, условие минимума ε = ε(λ) можно записать в виде
x = λ(dx/dλ). С другой стороны, дифференцируя по λ соотношение x = λf(x),
получаем

dx

dλ
(1− λ df

dx
) = f(x). (36)

Подставляя сюда x = λ(dx/dλ) и x = λf(x), приходим к условию

df

dx
= 0. (37)

Таким образом, мы получили замечательный результат: пороговой ситуации
возникновения квазипериодических режимов отвечает значение управляющего пара-
метра λ, соответствующее сверхустойчивому режиму автономной системы, то есть
режиму с нулевым мультипликатором. Само пороговое значение параметра глубины
модуляции ε0 определяется как

ε0 =
1

f(x)
,

df

dx
= 0. (38)

Так, для системы 1 при f(x) = 1 − x2 сверхустойчивый режим отвечает, очевидно,
x = 0, f(x) = 1 и, в соответствии с (38), ε0 = 1, что и видно из рис. 2.

Для системы 2 в случае f(x) = x−x2, получаем df/dx = 0. Поэтому для свер-
хустойчивого режима x = 1/2, f(x) = 1/4 и, соответственно, ε0 = 4 (см. рис. 4, б).

6. Стабилизация в двухпараметрическом отображении
с удвоениями периода. Система 3

Выше рассмотрены примеры, когда процедура построения отображений
с нефиксированным якобианом за счет модуляции управляющего параметра запаз-
дывающим сигналом применяется к простейшему однопараметрическому отображе-
нию с удвоениями периода. Известно, однако, что системы с удвоениями периода
демонстрируют достаточно характерную картину двухпараметрических бифуркаций
и перехода к хаосу. Возможным примером такого поведения является отображение

xn+1 = λ cos(xn + 3). (39)
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Рис. 6. Карты динамических режимов отображения (40) на плоскости (3, λ) в случаях отсутствия
запаздывания и небольшом значении параметра запаздывания ε: а – 0.0; б – 0.5

К этому отображению в случае сильной диссипации приводится задача о воздей-
ствии импульсного сигнала на нелинейный осциллятор Дуффинга [8, 9], известная
система Икеды в виде возбуждаемого лазером кольцевого оптического резонато-
ра с нелинейной средой [10, 11], а также акустооптическая система, рассмотрен-
ная в [12].

На рис. 6, а приведена карта отображения (39) на плоскости параметров (3, λ).
Можно видеть области удвоенного периода, характерные бифуркационные структу-
ры crossroad area и т.д. Соответствующая картина характерна не только для перечис-
ленных выше примеров, но и для многих систем с удвоениями периода (включая
дифференциальные системы) [2].

Нетрудно видеть, что отображение (39) также относится к рассмотренному
нами классу xn+1 = λf(xn), где функция f(x) = cos(x + 3) зависит от дополни-
тельного параметра 3. Тогда, предполагая модуляцию управляющего параметра λ по
закону (4), получаем двумерное трехпараметрическое отображение

xn+1 = (λ+ ε(xn − yn)) cos(xn + 3),

yn+1 = xn.

(40)

Эволюцию карты динамических режимов системы (40) на плоскости параметров ав-
тономной системы (3, λ) при увеличении глубины модуляции ε от 0.0 до значения
0.5 иллюстрирует рис. 6. Можно видеть, что конфигурации crossroad area на базе
цикла периода 2 испытали определенные трансформации. Еще более существен-
ные метаморфозы произошли с областью периода 3 и соответствующими областями
удвоенного периода3.

Если говорить о стабилизации неподвижной точки, то, сравнивая рис. 6, а и
рис. 6, б, можно видеть, что результат зависит от второго параметра автономной
системы 3. Так, в диапазоне, примерно, −π/2 < 3 < 0 порог удвоений для непо-

3Периоду 3 обычно соответствует максимальное «окно» в области хаоса.
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Рис. 7. Карты динамических режимов отображения (40) на плоскости (3, λ) в случае больших значений
параметра запаздывания ε: а – 1.0; б – 1.2

движной точки и 2-цикла несколько повышается. Это особенно заметно на карте
динамических режимов на плоскости (ε, λ)для 3 = 0 (см. ниже). С другой стороны,
в окрестности точки 3 ≈ π порог устойчивости неподвижной точки существенно
понижается, и начинает доминировать область периода 2.

На рис. 7 представлены карты для случая еще больших значений параметра
запаздывания ε = 1 и ε = 1.2. Такие значения выбраны не случайно. Действительно,
в соответствии с соотношениями (38), куда подставляем для анализируемой системы
f(x) = cos(x + 3) и df/dx = − sin(x + 3), пороговому значению возникновения
квазипериодических режимов отвечает как раз ε = 1.

Обсудим устройство области квазипериодических режимов. В соответствии с
обсуждением, приведенным в разделе 4, квазипериодические режимы возникают в
окрестности сверхустойчивого режима автономного отображения. В случае исследу-
емого отображения xn+1 = λ cos(xn + 3) для сверхустойчивого режима периода 1
имеем x = λ cos(x + 3), µ = −λ sin(x + 3) = 0, что приводит к соотношению

λ = −3. (41)

Этому уравнению отвечает линия на плоскости двух параметров автономной систе-
мы (39). Таким образом, квазипериодические режимы должны появиться сразу в
виде некоторой полосы в окрестности линии (41) существования сверхустойчивого
режима. Именно эту ситуацию и иллюстрирует рис. 7. На рис. 7, а при ε = 1 можно
видеть «предвестник» квазипериодического поведения в виде узкой полосы долго-
периодических режимов. На рис. 7, б при ε = 1.2 мы видим уже сформировавшуюся
полосу квазипериодических режимов в окрестности линии λ = −3 со встроенной
системой языков синхронизации. Более того, внутри этой полосы уже появились
области убегания траекторий, которые при дальнейшем увеличении глубины моду-
ляции ε начинают доминировать.

Разбегание траекторий возникает и в «основной» области хаоса на рис. 7, б.
Оно проявляется в форме «изрешечивания» области хаоса, что сигнализирует об
изрешечивании бассейнов притяжения хаотических аттракторов.
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Рис. 8. Карта динамических режимов отображения (40) на плоскости (ε, λ) при 3=0 (а) и ее увеличен-
ный фрагмент (б)

Наконец, на рис. 8 показаны карта динамических режимов отображения (40)
на плоскости (ε, λ) при 3=0 и ее увеличенный фрагмент. Этот рисунок интересно
сравнить с рис. 2 и рис. 3 для системы (21). Можно видеть некоторые общие черты,
особенно в форме и внутреннем устройстве области квазипериодического поведения.
Это легко объяснимо, поскольку разложение в ряд Тейлора отображения (40) при
3 = 0 приводит к форме системы (21)

xn+1 = λ cosxn ≈ λ(1− x2
n

2
). (42)

Можно видеть, однако, и существенные отличия: например, сложнее устроены обла-
сти периода 2 и периода 4 на их базе, гораздо более существенны области хаоса и др.

Заключение

В настоящей работе показано, что введение модуляции управляющего пара-
метра с использованием запаздывания может рассматриваться как физически моти-
вированный метод построения двумерных отображений с нефиксированным якоби-
аном. Представлены примеры таких двухпараметрических и трехпараметрическо-
го отображений. В общем случае получены условия бифуркаций Неймарка–Сакера,
удвоения периода и резонанса 1:2. Методом карт динамических режимов иллюстри-
руется существование областей квазипериодических режимов со встроенной систе-
мой языков синхронизации. Выявлена характерная ситуация возникновения «поло-
сы» квазипериодических режимов при вариации параметра запаздывания в окрест-
ности линии существования сверхустойчивой неподвижной точки в автономной си-
стеме.

Работа поддержана грантами РФФИ 06-02-16773 и Программой целевых
расходов Президиума РАН «Поддержка молодых ученых».
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PERIOD DOUBLING MAPS WITH DRIVING PARAMETER
MODULATED BY DELAYED FEEDBACK

A.P. Kuznetsov, E.V. Novikov, A.V. Savin

It was shown that addition of modulation of driving parameter with using delay
can be considered as physically reasoned method of construction two-dimensional maps
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with nonfixed Jacobian. The examples of such two-parameter and three-parameter maps
were presented. The conditions of Neumark–Sacker’s bifurcation, period doubling and
resonance 1:2 were obtained. The structure of parameter space was studied by dynamical
regimes maps method and the regions of quasiperiodic regimes and different synchronous
regimes were revealed.
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ДВЕ ТЫСЯЧИ СЕДЬМОЙ ГОД
В ДАТАХ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ

Д.И. Трубецков

370 лет назад Галилео Галилей сформулировал зависимость периода колеба-
ний маятника от его длины. Изучением законов движения маятника Галилей зани-
мался с 1583 года, когда он наблюдал, как раскачивается лампада в Пизанском собо-
ре. Интересен путь, которым шел Галилей к открытию изохронности колебаний (см.
«Лекции» Л.И. Мандельштама [1]). Изучая движение точки по наклонной плоскости,
Галилей установил, что ускорения при движении по гипотенузе и при свободном па-
дении относятся друг к другу, как катет CB к гипотенузе AC (рис. 1). Иначе говоря,
при движении точки вдоль хорды AD ускорение aAD = g cosα (рис. 2, а).

Если у верхней точки A окружности пустить шарик по секущей (см. рис. 2, а),
то он попадет на окружность через промежуток времени, который не зависит от
выбора секущей (это естественно, так как длина секущей AD равна 2l cosα, где
l – радиус окружности). Кроме того, шарик, пущенный с окружности по секущей,
идущей в нужную точку B (рис. 2, б; этот рисунок – просто перевернутый рис. 2, а),
попадет в нее через промежуток времени, который также не зависит от того, какую
секущую выбрали. Следующий шаг в рассуждениях: при небольших отклонениях от

Рис. 1. Рис. 2.
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положения равновесия дугу можно заменить хордой, и маятник движется по хорде,
как по наклонной плоскости. Тогда, очевидно,

2l =
gt2

2
, t = 2

√
l

g
,

где t – время падения шарика через вертикальный диаметр окружности (рис. 2, в).
Следовательно, период T малых колебаний равен учетверенному времени падения
по хорде, независимо от того, откуда пущен маятник, то есть

T = 8

√
l

g
.

Изохронность из формулы следует, но коэффициент в ней неверный.

350 лет назад, в 1657 году, Христиан Гюйгенс сконструировал маятниковые ча-
сы со спусковым механизмом, ставшие основой точной экспериментальной техники.
Проект соединения маятника со счетчиком предлагал еще Галилей в 1636 году.

Макс Лауэ в своей «Истории физики» считает главным не использование пе-
риода колебаний маятника как меры времени, а идею «обратной связи». Действи-
тельно, в часах Гюйгенса впервые «сам источник колебаний определяет моменты
времени, когда требуется доставка энергии», то есть энергия доставляется, не нару-
шая периода колебаний. В часах Гюйгенса это достигается с помощью простого и
остроумного устройства с косо срезанными зубцами, периодически подталкивающе-
го маятник.

Заметим, что уже при построении первых часов Гюйгенс с некоторым удивле-
нием понял, что утверждение Галилея об изохронности колебаний маятника справед-
ливо лишь для малых его отклонений. Удивление было связано с тем, как Галилей
пропустил это обстоятельство в опытах, описанных Вивиани. По словам Вивиани
в его письме принцу Леопольду Медичи, Галилей, открыв изохронность, «...чтобы
надежнее в этом удостовериться, решил сделать следующее <...> Он привязал два свин-
цовых шара на нитях совершенно одинаковой длины так, чтобы они могли свободно
раскачиваться... и, отклоняя их от вертикали на разное число градусов, например, один
шар на 30, другой на 10, он отпускал их в одно и то же мгновение. С помощью това-
рища он наблюдал, что, пока один маятник делал такое-то число колебаний по большим
дугам, другой делал столько же по малым дугам». В этих опытах Галилей мог бы уви-
деть отклонение от изохронности колебаний при увеличении отклонения хотя бы
на 60◦. Несмотря на то, что известная приближенная формула для оценки периода
колебаний маятника

T = 2π

√
l

g

(
1 +

1
4

sin2

[
1
2
3
]

+
9
64

sin4

[
1
2
3
]

+ ...

)

(3 – угол отклонения маятника от положения равновесия) не была известна, Гюй-
генс получил удивительно точные оценки периода. До сих пор неизвестно, как он
проводил расчеты.
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365 лет назад Блез Паскаль изобрел счетную машину. В 1647 году он начал
проводить свои опыты по изучению давления воздуха, в которых доказал зависи-
мость давления воздуха от высоты над уровнем моря.

Изобретение машины во многом связано с назначением отца Блеза Паскаля –
Этьена Паскаля королевским финансистом в Руанском округе. Переформирование
налогов и их распределение между приходами требовало больших объемов вычисле-
ний. Блез принимал активное участие в этой работе и был неудовлетворен традици-
онными методами вычислений. Последние сводились к следующему: все операции
осуществлялись либо в уме с последующей записью результатов на бумаге, либо с
помощью жетонов, заменявших запоминание цифр1. В 1642 году Паскаль приходит
к идее счетной машины, лишенной очевидных при использовании традиционных
методов сложностей (в одном легко допустить ошибку, в другом теряется много вре-
мени на отбор и распределение жетонов) и выполняющей арифметические действия
«без пера и жетонов» способом «столь новым, сколь и удобным».

Позволим себе большую и важную цитату.

«Блез Паскаль был фактически первым изобретателем арифметической машины,
хотя и имел предшественника в области механизации счета. (К слову сказать, потреб-
ность в упразднении и убыстрении вычислений стала весьма насущной в XVII веке, и
уже в начале столетия создана логарифмическая линейка.) В 1623 году профессор ори-
енталистики в Тюбингене, любитель астрономии и математики Шиккард, безвременно
скончавшийся в одну из чумных эпидемий, нередко поражавших Европу, писал Кепле-
ру, что он сконструировал счетную машину, автоматически выполняющую сложение и
вычитание, умножение и деление. Схемы и чертежи, относящиеся к этой машине, были
найдены в 1957 году в одной из библиотек ФРГ. Единственный ее опытный экземпляр
сгорел в 1642 году, так что ученые ее не видели, и она не повлияла на дальнейшее
развитие механизации счета.

Нет никаких данных, позволяющих считать, что сведения о немецкой машине до-
шли до французских любителей науки. Поэтому Паскаль – подлинный и вполне самосто-
ятельный изобретатель арифметической машины, вложивший в ее создание много тяже-
лого и последовательного труда, сил, здоровья. Создать ее проект, замечает Блез, ему
позволили те знания в геометрии, физике и механике, которые он приобрел в отроческие
годы.

Эта машина, состоящая из сложной системы зацеплений зубчатых колес, соверша-
ет сложение и вычитание. Ее существенная и принципиальная особенность заключается
в том, что с помощью своеобразного рычажка каждое колесо того или иного разряда
(единиц, десятков, сотен), "совершая движение на десять арифметических цифр, за-
ставляет двигаться следующее только на одну цифру". (Этот принцип счетчика оборотов
используется и в настоящее время в таксометре)» [2, c. 80].

В своей книге «Мысли» [3] Паскаль так пишет о своем изобретении: «Ариф-
метическая машина осуществляет действия, которые ближе к действиям мысли, чем все,
производимые животными; но она не делает ничего такого, что указывало бы на то, что
у нее есть воля, как она есть у животных».

Машина принесла Паскалю славу, к которой он был неравнодушен. В тех же
«Мыслях» он пишет: «Слава так приятна, что мы ее любим, с чем бы она ни соеди-

1Например, если при сложении получалось десять, то специальный жетон откладывали в сторону,
и счет начинался с единицы. По окончании счета жетоны разных цветов и достоинств (20, 50, 100 и
т.д. единиц) складывали вместе и подсчитывали результат.
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нялась, даже хоть со смертью». Но особых доходов он не получил из-за высокой
цены машины, трудностей, связанных с изготовлением и серийным производством
различных запасных деталей.

320 лет назад вышел в свет труд Исаака Ньютона (1643–1727) «Математиче-
ские начала натуральной философии» («Начала»), содержащие основные понятия и
аксиоматику механики, в частности, три основные ее закона (законы Ньютона) и
закон всемирного тяготения.

О Ньютоне написано очень много. И, казалось бы, все о нем известно, но одна
тема не закрыта и, может быть, не будет закрыта никогда – история с яблоком.

Напомню, что в части нашего повествования «Код да Винчи и числа Фибонач-
чи» мы обращались к роману Дэна Брауна. Кроме использованного нами, в нем есть
описание гробницы Ньютона, с которой связана кульминация сюжета.

«...На массивном саркофаге из черного мрамора стояла скульптура великого уче-
ного в классическом костюме. Он гордо опирался на внушительную стопку собствен-
ных трудов – "Математические начала натуральной философии", "Оптика", "Богословие",
"Хронология" и прочие. У ног Ньютона два крылатых мальчика разворачивали свиток.
Прямо за его спиной высилась аскетически простая и строгая пирамида. И, хотя пи-
рамида выглядела здесь довольно неуместно, не она сама, но геометрическая фигура,
находившаяся примерно в середине ее, привлекала особо пристальное внимание... Шар.

Массивный шар выступал из пирамиды в виде барельефа, на нем были изображены
всевозможные небесные тела – созвездия, знаки Зодиака, кометы, звезды и планеты.
А венчало его аллегорическое изображение богини Астрономии под целой россыпью
звезд» [4, с. 476–477].

По сюжету, для разгадки тайны Грааля нужно было найти слово, которое от-
крыло бы устройство, в котором спрятан папирус, открывающий тайну. Намек был –
шар на могиле Ньютона. «...Ну, конечно же! Шар, который должен был украшать мо-
гилу Исаака Ньютона, представлял собой не что иное, как яблоко, которое, упав с ветки
на голову ученому, навело его на мысль о законе всемирного тяготения» [4, с. 509].

Так было ли яблоко? Ответить на этот вопрос сделал попытку автор статьи
[5], которая представляет интерес для наших читателей. В указанной статье исто-
рия яблони Ньютона излагается «...в форме исследования со времен жизни ученого
до наших дней». Пересказывать статью бессмысленно, поэтому, дабы заинтриговать
читателя, приведем полностью аннотацию к ней и отрывки из Введения и раздела
«Комментарии, резюме и заключение» в моем переводе.

«Аннотация. Статья содержит предисловие о юности Ньютона, за которым следует
краткое изложение мнений об известной истории открытия закона всемирного тяготения,
ставшего возможным после падения яблока в 1665/6.

Далее говорится о яблоне, посаженной зажиточной йоркширской семьей в начале
18 века как доказательство дружбы с Ньютоном, а также в честь открытия ученым за-
кона. В статье представлено немало новых, ранее не публиковавшихся художественных
и документальных материалов, имеющих отношение к особому дереву-яблоне, которое
росло в поместье Вулсторп (место рождения Ньютона) и было сломано во время шторма
в 1816 году.

Представленные в статье результаты дендрохронологического изучения образцов
деревьев, растущих в саду Вулсторпа, проводившегося в университете Оксфорда, поз-
воляют сделать вывод о том, что яблоня, растущая в поместье и известная как "яблоня
Ньютона", является деревом, тождественным тому, которое росло в середине 18 века и
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которому сейчас могло бы быть 350 лет. Здесь же Вы найдете сведения, объясняющие,
почему именно эта яблоня сыграла важную роль в научном открытии.

При попытке определить происхождение деревьев использовались генетические
дактилоскопические исследования яблонь. В результате этого эксперимента было выде-
лено два различных сорта. Одно можно сказать точно: не все учения о "яблоне Ньюто-
на" имеют отношение к подлинному дереву, растущему в поместье Вулсторп».

«Введение. Кто не знает имени Ньютона, неразрывно связанного с... яблоком?
Эта история часто пересказывается и часто опровергается. Но те, кто связан с ней,
так или иначе будут ее изучать. Как считает профессор астрономии из Оксфордского
университета, это зависит от уважения к великому ученому и в большей мере... от ябло-
ни, свидетельствующей о знаменательном событии в науке ("Эдинбургское обозрение",
1843:419).

История Ньютона, поведавшая о падении яблока и об открытии закона всемирного
тяготения, передается из поколения в поколение и уже успела стать легендой. Услышав
ее в первый раз, я решил, что это всего лишь забавный анекдот. Случилось так, что во
время моего посещения в 1976 поместья Вулсторп (место рождения Ньютона) в Линкольн-
шире, я был удивлен, узнав, что это было больше, чем забавная история, которую я мог
себе представить. Более удивительным оказалось то, что в саду рос саженец, взятый от
настоящей яблони Ньютона. Вспоминаю, как я желал узнать доказательство всему этому,
с изумлением и недоверием глядя на деревце, растущее у дверей дома.

С годами я с трудом собрал большое количество документов, описывающих проис-
хождение этой истории о чудесном дереве. Речь идет о двух полностью непредвиденных
случаях, без которых это расследование не сдвинулось бы с мертвой точки.

Весной 1977 года во время визита к отставному майору Тернору (варианты записи:
Turner, Turnor. – Д.И.Т ), последнему владельцу поместья (Терноры управляли поместьем
со времен Ньютона), был найден рисунок яблони, сделанный 150 лет назад. После столь-
ких лет поисков этот документ остается самым важным доказательством идентификации
дерева, с которого на Ньютона упало яблоко.

Второй случай произошел во время поездки в поместье в сентябре 1977 года.
Я пятился назад, фотографируя сцены рисунка Тернора, когда осознал, что лежу на
земле. Встав на ноги, я осмотрелся и был удивлен, обнаружив, что споткнулся о дерево,
изображенное на рисунке. Даже сейчас, говоря об этом происшествии, я вспоминаю свое
замешательство от непонимания, где я, в 1820 или в 1977 году. Удивление возросло еще
и потому, что во время первого визита смотритель поместья не упомянул о существовании
этого дерева.

Различные версии этих событий будут представлены в исторической последова-
тельности...»

«Комментарии, резюме, заключение. Годами некоторые авторы выражали сомне-
ния касательно достоверности причины, которой Ньютон объяснил свое открытие грави-
тации.

<...> С моей стороны, я заявляю, что я готов принять Ньютоновскую причину, так
как мне кажется маловероятным, что такой маститый, известный математик и ученый сво-
его времени, который испытывал благоговейный трепет перед карой Божьей, подвергал
бы свою бессмертную душу опасности фабрикованием такой ненужной лжи.

Существенные прямые и косвенные доказательства указывают на место события
так же, как сад в Вулсторпском поместье. Нет подтверждения тому, какое именно дерево
указал Ньютон; однако в пределах нескольких десятилетий после смерти Ньютона дерево
ассоциировалось с высказыванием Ньютона и лелеялось как "яблоневое дерево". Причи-
ной этому, возможно, стало то, что оно было единственным в саду. К 1806 году, когда
Э.Тернер впервые упомянул его, дерево насчитывало 150 лет, а в следующее десятиле-
тие оно сломалось во время шторма. К этому времени оно было размножено на несколь-
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ких участках. Хотя Джорджем Форбсом
было установлено, что дерево было убра-
но его владельцами, существующие дан-
ные указывают, что только часть дерева
была убрана и использована для

изготовления стула. Об этом мы знаем по
Брюстерскому кусочку материала, взято-
го из его корня в 1830 г. Позже, в своей
вступительной части цитаты, Риквод ука-
зывал, что стул, изготовленный из части
древесины, находился затем в Вулсторпе
в 1843 г. Кажется сомнительным, что де-
рево, которое росло в лежачем положе-
нии 25 лет, могло быть убрано, распиле-
но, высушено и использовано для изготов-
ления стула, и все это выполнено всего за
два года. Учитывая все эти факты, я бы
хотел предположить, что лежачий дупли-
стый ствол, который пустил корни с каж-

дого конца и который до настоящего момента все еще растет в Вулсторпском поместье,
и есть тот ствол ветви того дерева, которое изобразил Чарльз Тернер в 1820, и является
тем же деревом, которое было определено как дерево, с которого Ньютон наблюдал
падение яблока в 1665/6 г. Если это так, то этой яблоне сейчас 350 лет».

290 лет со дня рождения Жана Ле-
рона Д’Аламбера (1717–1783).

260 лет назад Д’Аламбер дал пол-
ное решение задачи о струне на основе
волнового уравнения.

300 лет назад родился Леонард Эй-
лер (1707–1783). Его жизнеописание на
фоне исторических и научных событий
в мире приведено в докладе А.А. Кня-
зева [7] на научной школе-семинаре
«Нелинейные дни в Саратове для моло-
дых – 2007».

200 лет назад Томас Юнг (1773–
1829) ввел понятие модуля упругости
(модуль Юнга). Краткие сведения
о Юнге как удивительном кентавре в смысле Даниила Данина приведены в книге
[8, с. 28–29]. Его подробная биография принадлежит перу Ф. Араго [9, с. 37–63].
Вот один эпизод тоже двухсотлетней давности из книги Араго.
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«В 1816 году вместе с моим ученым другом Гей-Люссаком я был в Англии. Тогда
Френель блистательно вышел на ученое поприще со своей запиской "О дифракции" или
погнутии света. Этот труд, по нашему мнению, содержал в себе капитальный опыт, ко-
торый нельзя было согласовать с Ньютоновой теорией света, и, естественно, что он был
первым предметом нашей беседы с Юнгом. С удивлением мы услыхали от него возраже-
ния на наши похвалы; и еще более удивились, когда он сказал, что хвалимый нами опыт
описан в его книге, изданной в 1807 году. Это показалось нам несправедливым, и завя-
зался продолжительный спор, в котором госпожа Юнг не принимала никакого участия,
потому что английские дамы боятся прослыть синими чулками в глазах иностранцев; на-
конец она вышла из терпения и оставила нас. Мы начали извиняться перед ее мужем в
нашей неловкости, как она возвратилась с огромным томом под мышкой, положила его
на стол, развернула и, не говоря ни слова, на 787-й странице пальцем указала фигуру, на
которой изображено криволинейное движение цветных полос дифракции, определенное
теоретически» [9, с. 63].

165 лет назад Кристиан Доплер
(1803–1853) теоретически предсказал и
обосновал явление изменения частоты
звуковых и световых колебаний, воспри-
нимаемой наблюдателем, от относитель-
ной скорости движения наблюдателя и
источника колебаний (эффект Доплера)2.

К. Доплер родился в Зальцбурге
(Австрия) в семье каменотеса. Будучи
хилым от рождения (это привело впо-
следствии к болезни легких), он не мог
продолжить дело отца. Но у него бы-
ли способности к математике, к языкам,
к вырезанию силуэтов из бумаги. До-
плер окончил Политехнический инсти-
тут в Вене, работал профессором в Праж-
ском университете, в Горной академии
в Хемнице, в Венском университете в
Институте Физики. Интересно, что его
основополагающая статья называлась «О цвете двойных звезд и некоторых других
небесных явлениях». Для объяснения изменения цвета двойных звезд Доплер обоб-
щил выведенное им для звука соотношение на источники света: если две звезды,
скажем, обе желтого цвета, вращаются вокруг друг друга, то звезда, приближаю-
щаяся к нам, должна казаться излучающей свет большей частоты (посинеет или
позеленеет), а удаляющаяся – меньшей (покраснеет).

В книге [10, с. 290–291] указано, что эта статья Доплера и последующие
не принесли ему славы. «Зато он запомнился как декан университета, отказавший
в зачислении будущему основателю генетики Грегору Менделю (1822–1884) ("Очевид-
но, что у кандидата хорошее образование, но в физических науках он не поднялся

2Заметим, что Арман Ипполит Луи Физо (1819–1896) опубликовал теоретическую работу, в кото-
рой, независимо от К. Доплера, сформулировал идею о зависимости частоты света, воспринимаемой
наблюдателем, от относительного движения источника и наблюдателя.
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выше самого элементарного уровня"), а потом сделавший его одним из своих самых
любимых учеников. Между тем, проблемы с дыханием усугублялись, и он, бросив в Вене
жену и двоих детей, уехал умирать в Венецию».

С проверкой эффекта Доплера связан забавный голландский музыкально-же-
лезнодорожный эксперимент, который проводил профессор физики Кристоф Бейс
Баллот (1817–1890). Вот красочное описание этого эксперимента.

«3 июня 1845 года... Все готово: линия, соединяющая Утрехт с Маарсеном, пере-
крыта в научных целях по приказу министра внутренних дел, трое музыкантов, распо-
ложившись в открытом вагоне, настраивают свои корнет-а-пистоны, и несколько групп
наблюдателей, обладающих абсолютным слухом и снабженных карандашом и блокно-
том, распределены вдоль путей через четко определенные интервалы. Как только поезд
разовьет свою максимальную скорость 70 км/ч, музыканты заиграют в унисон и что есть
мочи, чтобы перекрыть шум локомотива, ноту "ля", а наблюдатели вдоль путей будут
стараться оценить в половинах и четвертях тона ее искажение из-за движения поезда...3

Проверка, проводимая с такими затратами, была бесполезной: никто не сомневался в
"эффекте Доплера". В конце концов на своем локомотиве Бейс Баллот докажет – и с
какой помпой! – то, что все и так уже считали доказанным... Но в действительности Бей-
са Баллота интересовал не сам звуковой эффект Доплера. Стоило только исторические
завывания корнет-а-пистонов перевести в цифры и математически обработать, как пошел
серьезный разговор: приложение эффекта к цвету двойных звезд...

...Едва покинув поезд, Баллот открыл огонь по теории двойных звезд... Бейс Бал-
лот утверждал, что движущаяся звезда должна была бы так посинеть или так покраснеть,
что стала бы совсем невидимой. Это выражение довольно веское, оно указывает на одну
из слабых сторон рассуждения Доплера, считавшего, что все звезды белые, а цвет всегда
указывает на их приближение или удаление. В действительности же цвет прямо связан с
температурой звезды, причем он представлен не одной световой частотой, а целым спек-
тром, простирающимся от инфракрасного излучения до ультрафиолетового. Но нельзя
сказать, что Доплер совсем неправ: среди различных типов двойных звезд спектрально-
двойные и в самом деле распознаются только с помощью эффекта Доплера, значение
которого признано во всех разделах астрономии» [10, с. 287–292].

Нарушим хронологию и перенесемся в 1947 год, когда В.Л. Гинзбург опубли-
ковал две работы по теории излучения при сверхсветовом движении в среде [11, 12],
в которых также фигурирует эффект Доплера.

Если излучатель (заряженная частица, электрический диполь и т.д.) движется
в среде с показателем преломления n, то вследствие эффекта Доплера в системе
координат, связанной с неподвижной средой, излучение имеет частоту

ω(θ) =
ω0

|1− βn cos θ| ,

где ω0 – частота излучения в системе координат, в которой излучатель покоится,
β = σ0/c, σ0 – скорость излучателя, c – скорость света, θ – угол между ~σ0 и на-
правлением наблюдения. При βn < 1 эффект Доплера называют нормальным, а при
βn > 1 – аномальным [13] (эффект Доплера в преломляющей среде детально обсуж-
дается в статье [14]). Особенно важным является то обстоятельство, что характер

3В книге [10, с. 289] есть замечательная реплика: «Что бы подумал Моцарт о железнодорожном
концерте?» Ведь и Доплер и Моцарт из Зальцбурга.
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аномального эффекта Доплера не меня-
ется и тогда, когда поле заключено в
узких каналах или щелях в среде, или
сосредоточено вблизи границ [11–13].
Излучение, связанное с нормальным
эффектом Доплера, приводит к затуха-
нию волн, а с аномальным–к усилению.

Показано (см., например, [15,
с. 172–173]), что существует физическая
аналогия между индуцированным нор-
мальным и аномальным эффектом До-
плера и синхронным взаимодействием
замедленной электромагнитной волны,
соответственно, с «электронной» волной
с положительной энергией (например,
быстрая волна пространственного заря-
да) и с отрицательной энергией (медлен-
ная волна пространственного заряда).

165 лет назад, 12 ноября 1842 года, родился Джон Уильям Стрэтт (лорд Рэ-
лей). Умер он 30 июня 1919 года. Жизнь и творчество Рэлея трудно описать даже
в большой статье. Укажем лишь, что в свое время он, пожалуй лучше, чем кто-
либо другой, разглядел родственные проблемы в динамике, акустике, оптике и тео-
рии электричества. Для него язык теории колебаний уже был «интернациональным».

Из четырехсот сорока шести известных
статей Рэлея около двухсот касаются оп-
тики. Общеизвестна его «Теория звука».
Большой вклад внес Рэлей в гидроди-
намику, в учение о капиллярах, поверх-
ностных силах и практически во все об-
ласти классической физики. Как пишет
автор статьи [16, с. 160]: «Его интере-
сы в физике были универсальны: "в каж-
дой области" он "беспорядок приводил в
порядок". Он был последним из плеяды
"ученых-индивидуалистов", работающих с
"воском и веревочками", интересы кото-
рых охватывали всю физику».

150 лет назад родился выдающий-
ся немецкий физик Генрих Герц (1857–
1894). Мировая слава пришла к нему
после публикации результатов опытов

по обоснованию теории Максвелла. Именно волны Герца привели в дальнейшем
к изобретению и радио, и телевидения. Герцу принадлежит обобщение уравнений
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Максвелла для движущихся тел. Он
восхищался теорией Максвелла, непре-
рывно развивая ее: «Нельзя изучать эту
чудесную теорию без того, чтобы порою
не возникало ощущение, что математиче-
ским формулам присущи самостоятель-
ная жизнь и собственный разум, что они
умнее нас, умнее даже открывшего их,
что они дают больше, чем в них было
ранее вложено» (цитируется по
[17, с. 898]).

Подробный анализ трудов Герца
дан в книге [18]. Представляет интерес
параграф 4 из второй главы этой книги
«Применение электромагнитных волн»,
где на примере открытия электромагнит-
ных волн обсуждается граница между
физикой и техникой, разница между ис-
следователем и изобретателем, сравни-

ваются две великие фигуры в истории радио – А.С. Попов (1859–1906) и Г. Маркони
(1874–1937).

В советской исторической литературе история изобретения радио часто иска-
жалась безудержным восхвалением «нашего». Об этом замечательно написал
М.А. Миллер в своей лекции «Об изобретении радио... и не только».

«В народе то "движение" окрести-
ли девизом: "Россия – родина слонов!"
(даже не мамонтов, заметьте, а слонов!).
Вредоносность подобных "национальных
потех" очевидна: "Единожды солгавши, да
кто тебе поверит!.." В результате люди
перестали почитать истинных своих "пере-
довиков", и заслуги Попова, в частности,
были незаслуженно принижены их непо-
мерным вознесением – известный в пси-
хологии феномен, который я называю
"недоверием из-за передозировки внуше-
ния" (наверное, существует и более точ-
ный термин, но я его подзабыл, а такая
расшифровка отлично воспринимается
жертвами осточертевших телерекламных
повторов)» [19, с. 118]. В этой же лек-
ции есть раздел под названием «Мытар-
ства профессора Попова», где изложена
правда о нем.

В СССР о Маркони писали только плохо, на Западе – только хорошо. Какова
правда о Гульельмо Маркони? Пожалуй, ответ можно найти в длинной цитате из
книги [18] и в статье [20].
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«Неутомимая изобретательская деятельность Маркони делает его уникальной фи-
гурой в истории радио... Повторив год спустя открытие Попова, он как одержимый отдал-
ся делу пропаганды и развития своего детища, в частности, 60 раз пересек Атлантический
океан.

Объективная оценка деятельности Маркони затрудняется той несимпатичной фор-
мой, которую придал своей работе сам изобретатель. До Маркони работа в области
изучения и применения электромагнитных волн производилась исключительно в рамках
науки; Маркони круто перевел ее в рамки коммерции... То, что прежде рассматривалось
как объект научного исследования, он сделал объектом личного обогащения. Поскольку
сам он в полной мере воспользовался плодами трудов своих многочисленных предше-
ственников, объективно получилось так, что их гений и труд стали для него средством
наживы. Работали все, а золото потекло в карманы одного Маркони. Конечно, это до глу-
бины души возмутило всех честных людей, и общественное мнение окружило Маркони
стеной презрения и антипатии...

Таким образом, этот человек сочетал в одном лице неутомимого изобретателя и
корыстного стяжателя, талантливого организатора и ловкого дельца» [18, с. 179–180].

О себе Маркони в 1907 году сказал следующее: «Я известен как человек, име-
ющий дело с научными фактами и возможными выгодами, а не с утопическими фантази-
ями... Если говорить о пределе насыщения, границах прогресса радио, то не существует
ограничений для расстояния, и поэтому предела развития радио не существует» [Цити-
руется по 20, с. 123].

135 лет назад в Фордербрюле близ Вены родился польский физик Мариан
Смолуховский (1872–1917). Он окончил Венский университет, работал во Львов-
ском университете, а затем в Краковском, где в последний год жизни был ректо-
ром. Основные работы посвящены молекулярной физике, термодинамике, статисти-
ческой физике. Так, он создал теорию броуновского движения, которое 180 лет назад
открыл английский ботаник Р. Броун, на-
блюдавший хаотическое движение мел-
ких частиц, взвешенных в растворе. Эта
теория доказала справедливость кине-
тической теории теплоты, способствуя
ее окончательному утверждению. Им со-
здана теория термодинамических флук-
туаций, которая нанесла удар гипотезе
«Тепловой смерти» Вселенной, следо-
вавшей из классической трактовки вто-
рого начала термодинамики. М. Смолу-
ховский объяснил «рэлеевское рассея-
ние», показав, что молекулярное рассе-
яние света вызывается тепловыми флук-
туациями показателя преломления сре-
ды, которые делают среду оптически
мутной.

125 лет назад родился Макс Борн
(1882–1970) – немецкий физик-теоретик, один из создателей квантовой (матричной)
механики.
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Для нелинейной динамики важным является определение детерминированно-
сти, данное М. Борном. Обсудим его (см., например, [21]).

Каждое физическое состояние системы измеряется всегда с малой, но конеч-
ной неточностью ε. Поэтому оно определяется не числом, а некоторым вероятност-
ным распределением. Задача состоит в том, чтобы на основе известного начального
распределения предсказать распределение в момент времени t. Если данное решение
устойчиво, то любое последующее состояние предсказуемо и система может счи-
таться детерминированной. Такое определение детерминированности по М. Борну
отличается от традиционного определения изменением последовательности предель-
ных переходов при ε → 0 и t → ∞. Обычно сначала область начального рассеяния
стягивается в точку, а затем смотрится поведение при t → ∞. Конечно, получает-
ся полная предсказуемость. Этот путь является нефизичным и заменяется другим:
сначала при заданном ε определяются поведение траекторий и область конечного
рассеяния при любом t, в том числе область рассеяния при t → ∞, а затем уже
начальное рассеяние устремляется к точке. Если область конечного рассеяния при
t →∞ нарастает, то поведение системы непредсказуемо.

Этому, как известно, соответствует неустойчивость всех или почти всех тра-
екторий системы, что приводит к тому, что даже самое малое воздействие достигает
макроскопических размеров. Экспоненциальная неустойчивость траекторий – одно
из основных свойств хаоса.

70 лет назад И.Е. Тамм и И.М. Франк разработали теорию эффекта Вавилова–
Черенкова. Индуцированное излучение Вавилова–Черенкова лежит, в частности, в
основе объяснения нелинейных процессов взаимодействия электронных потоков с
бегущими электромагнитными волнами.

Возможно, читатель заметил, что стиль подачи материала в статьях о датах
2006 и 2007 годов несколько изменился: какой-то дате уделяется много места, другим
меньше, нет практически уже простого перечисления дат. Выбор дат по-прежнему
на совести автора. Главным героем 2007 года стал Леонардо да Винчи. Кстати, уже
после написания статьи появились интересные книги [22] и [23].

Авторы книги [22] считают, ссылаясь на историка Карло Макканьи, что Лео-
нардо был «...человеком средней образованности, то есть находился примерно посере-
дине между эрудитом и невеждой», что он скорее маг, чудотворец, прорицатель, чем
мудрец, что он – великий миф непобедимого рыцаря и героя науки, необходимый
человечеству.

Книга [23] знакомит читателя с литературными и философскими построения-
ми Леонардо да Винчи. Вот одна из аллегорий Леонардо, которой уместно закончить
статью.

«Заметила бумага, что вся она испещрена строками черных чернил, и стала кручи-
ниться, а те ей в ответ: да тебя ведь и сохранят только из-за слов, на тебе нанесенных»
[цитируется по 23, с. 24].
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СИНХРОНИЗАЦИЯ ПРОСТРАНСТВЕННО-ПЕРИОДИЧЕСКИХ
РЕЖИМОВ ЦЕПОЧКИ ГЕНЕРАТОРОВ
С ФАЗОВОЙ МУЛЬТИСТАБИЛЬНОСТЬЮ

В.В. Астахов, М.Г. Щербаков, С.А. Коблянский, А.В. Шабунин

Проведено исследование вынужденной синхронизации периодических колебаний
в кольце автогенераторов периодической внешней силой. Обнаружено, что разным
мультистабильным состояниям, сосуществующим в системе, соответствуют различаю-
щиеся области синхронизации. Показано, что периодическое воздействие определенной
частоты на один из генераторов позволяет «затянуть» ансамбль в другое устойчивое
состояние.

Введение

Синхронизация колебаний связанных автогенераторов – одно из традицион-
ных направлений радиофизики, важное как для понимания фундаментальных зако-
номерностей естествознания, так и для практических приложений. Данное явление
имеет множество разнообразных проявлений в природе, технике, экономике и об-
ществе, поэтому ему трудно дать достаточно строгое и полное определение. Наибо-
лее удачным представляется определение, данное в монографии И.И. Блехмана [1]:
«синхронизацию можно определить как свойство материальных объектов самой раз-
личной природы вырабатывать единый ритм совместного существования, несмотря
на различие индивидуальных ритмов и на подчас крайне слабые взаимные связи».
Выработка единого ритма заключается в том, что при синхронизации:

– происходит «захват собственных частот» автоколебаний, когда система N ге-
нераторов, каждый из которых имеет свою индивидуальную частоту
ωi (i = 1, 2, ..., N ), при наложении связей начинает колебаться с некоторой единой
для всех частотой ω;

– устанавливаются определенные стационарные значения разностей текущих
фаз между колебаниями генераторов 3i(t) − 3j(t) = ∆i,j = const, не зависящие в
определенных пределах от начальных условий – «захват мгновенных фаз».

При синхронизации периодических колебаний генератора может существовать
несколько значений стационарных разностей фаз, соответствующих разным устой-
чивым синхронным состояниям. Выбор между сосуществующими синхронными со-
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стояниями определяется начальными условиями. Мультистабильность данного ви-
да обычно называют фазовой. Типичным примером фазовой мультистабильности
можно считать сосуществование пространственно-периодических колебательных ре-
жимов в цепочках локально связанных автогенераторов – автоволн, бегущих вдоль
ансамбля с постоянной фазовой скоростью [2–5]. При этом колебания в соседних
генераторах имеют равную амплитуду и отличающуюся на постоянное значение фа-
зу колебаний. В работе [6] было проведено детальное исследование таких мульти-
стабильных состояний, выявлена характерная структура пространства параметров
для цепочки автогенераторов с диссипативной связью, продемонстрирована возмож-
ность переключений между различными режимами под действием шума.

Одной из особенностей пространственно-периодических режимов в ансамбле
генераторов является зависимость характеристик периодических колебаний (ампли-
туда и частота) от пространственного периода. Она приводит к тому, что, если
подать на систему генераторов внешнее периодическое воздействие, области син-
хронизации для разных автоволновых режимов окажутся разнесены в пространстве
параметров «частота – амплитуда воздействия». Это дает возможность управлять
переключениями между пространственно-периодическими режимами посредством
«затягивания» цепочки в нужный режим, синхронизуя ее внешним сигналом. Вы-
нужденная синхронизация периодических колебаний цепочки генераторов в разных
мультистабильных состояних, а также переключение под действием синхронизую-
щего воздействия из одного состояния в другое составляют содержание настоящей
работы.

1. Исследуемая система и ее поведение в автономном режиме

Классической моделью автоколебательной системы, на примере которой мож-
но исследовать как закономерности возникновения и развития автоколебаний, так и
их вынужденную синхронизацию, является осциллятор ван дер Поля. Рассмотрим
цепочку генераторов ван дер Поля с периодическими граничными условиями

ẋ1 = y1,

ẏ1 = (ε− x2
1)y1 − x1 + γ(y2 − 2y1 + yN ) + A sin(ωt),

ẋi = yi,

ẏi = (ε− x2
i )yi − xi + γ(yi+1 − 2yi + yi−1),

x1+N = x1,

y1+N = y1,

(1)

где xi, yi, – динамические переменные парциальных генераторов, нижний индекс
указывает номер элемента цепочки (i = 2, ..., N ), N – число элементов цепочки; ε –
параметр возбуждения; γ – коэффициент связи. Ансамбль генераторов находился под
внешним гармоническим воздействием, прикладываемым на первый элемент цепоч-
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ки (он выделен в отдельную группу уравнений), A, ω – амплитуда и частота вынуж-
дающей силы. Исследования проводились при ε = 2.5. При этом в отдельном гене-
раторе наблюдаются негармонические колебания большой амплитуды c собственной
частотой ω0 = 0.7635. В работе рассматривалась цепочка из 30 генераторов.

В автономной цепочке генераторов в зависимости от величины связи могут
наблюдаться различные пространственно–периодические режимы. Каждому такому
режиму соответствует определенное стационарное значение разности фаз между ко-
лебаниями соседних генераторов ∆3i = 3i+1−3i. Здесь мы ограничимся рассмотре-
нием таких режимов, для которых разность фаз постоянна вдоль цепочки: ∆3i = ∆3.
В силу периодических граничных условий полный набег фазы вдоль кольца N∆3
должен быть кратен 2π: N∆3 = 2πk, где k – некоторое целое число. Нетрудно
видеть, что пространственный период (длина волны Λ) связан с индексом k посред-
ством формулы: Λ = N/k. Из дискретного характера цепочки следует, что длина
волны должна равняться целому числу, а значит, индекс k может принимать значе-
ния делителя числа N . Таким образом, для ансамбля из 30 генераторов k принима-
ет значения: 0, 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15. Случай k = 0 соответствует пространственно-
однородному режиму, когда колебания всех генераторов синфазны.

В зависимости от параметра связи указанные пространственно–периодические
состояния могут быть устойчивыми и соответственно наблюдаться в эксперименте.
В работе [6] было показано, что при положительной связи могут быть устойчивыми
только те колебания, у которых сдвиг фаз между соседними генераторами не пре-
восходит π/2. То есть из всего отмеченного набора волн будут устойчивыми волны
с k ≤ 6. Причем область устойчивости более коротковолновых режимов «прижима-
ется» к значению γ = 0. Тем самым реализуется вложенная структура пространства
параметров: области устойчивости коротковолновых режимов находятся внутри об-
ластей устойчивости длинноволновых режимов. При слабой связи (γ ' 0) все волны
с 0 ≤ k ≤ 6 будут устойчивыми. В этом случае конкретный пространственный
режим можно задать, выбрав начальное распределение фаз генераторов близким к
требуемому для данного режима. Таким образом, можно говорить о фазовой муль-
тистабильности в кольце генераторов. Количество и характер мультистабильных ре-
жимов, демонстрируемых системой, зависят от значений параметров генераторов и
связи между ними. Два характерных автоволновых режима представлены на рис. 1.
На левой стороне этого рисунка для волн с k = 2 и k = 6 показаны «мгновен-
ные снимки» распределения значений переменной x вдоль кольца, когда значение
переменной y1 переходит через ноль (сечение Пуанкаре). На правой стороне того
же рисунка представлена картина распределения соответствующих мгновенных фаз
вдоль ансамбля.

Взаимодействие генераторов в ансамбле приводит к тому, что их собствен-
ные частоты (так же, как и амплитуды) автоколебаний отличаются от частоты ко-
лебаний одиночного осциллятора ван дер Поля. Они зависят теперь также и от ви-
да пространственно-периодического режима, то есть от установившегося ∆3. Ис-
ключение здесь составляет лишь пространственно-однородный режим с ∆3 = 0,
для которого все характеристики автоколебаний совпадают с соответствующими
характеристиками одиночного генератора. Таким образом, каждой волновой моде
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Рис. 1. Распределения амплитуды (слева) и фазы (справа) генераторов вдоль кольца для пространствен-
ных режимов с k = 2 (а, б) и k = 6 (в, г) при ε = 2.5, γ = 0.05, A = 0, N = 30

Рис. 2. Зависимость частоты колебаний генераторов
от индекса k (ε = 2.5, γ = 0.05, A = 0, N = 30)

соответствует определенная собствен-
ная частота, с которой происходят
колебания генераторов во всей це-
почке, эта частота минимальна для
синфазного режима (k = 0) и увели-
чивается с уменьшением длины волны
(с ростом k). Зависимость собственной
частоты колебаний от индекса k (дис-
персионная характеристика) показана
на рис. 2.

Из рисунка видно, что собствен-
ные частоты, хотя и незначительно, но
отличаются друг от друга. Это различие
дает возможность раздельной синхро-
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низации разных сосуществующих автоволновых режимов внешним периодическим
воздействием. Можно ожидать, что выбирая воздействие, близкое к той или иной
собственной частоте, можно будет осуществить управляемый переход к синхронно-
му состоянию с данной собственной частотой, то есть к режиму с другим
пространственным периодом.

2. Вынужденная синхронизация цепочки
локальным гармоническим воздействием

Рассмотрим, как происходит синхронизация цепочки под действием внешней
периодической силы. Выберем значение параметра связи достаточно малым, чтобы
все указанные волновые режимы были устойчивыми, например, γ = 0.05. Перио-
дическое воздействие будем прикладывать к первому генератору цепочки. Посколь-
ку система является мультистабильной, а также, как показано на рис. 2, собствен-
ные частоты разных мультистабильных состояний несколько отличаются друг от
друга, следует ожидать и различия в расположении областей синхронизации. Для
исследования зон синхронизации разных пространственно-периодических режимов
предварительно выбирались соответству-

Рис. 3. Области синхронизации пространственно-
периодических режимов при ε = 2.5, γ = 0.05,
N = 30

ющие данным режимам начальные усло-
вия. После этого к цепочке осциллято-
ров прикладывалось локальное внешнее
воздействие, как это показано в системе
уравнений (1). Изменяя частоту и ам-
плитуду вынуждающей силы, можно по-
строить картину взаимного расположе-
ния зон синхронизации на плоскости па-
раметров «частота воздействия – ампли-
туда воздействия». Результаты двупара-
метрического исследования синхрониза-
ции представлены на рис. 3.

Подчеркнем, что все области на этом рисунке соответствуют синхронизации
1 : 1, то есть в этих областях частота автоколебаний во всех генераторах цепоч-
ки «следует» за частотой внешнего воздействия, подаваемого на первый генератор.
Видно, что «языки синхронизации» чрезвычайно узкие. Это может быть объяснено
распределенным характером автономной системы, что затрудняет ее синхронизацию
точечным воздействием. Каждый из языков синхронизации опирается на свое зна-
чение собственной частоты колебаний, соответствующее тому или иному простран-
ственному режиму. Области синхронизации не пересекаются (при малых значениях
амплитуды воздействия). Соответственно, можно выбрать значение амплитуды и ча-
стоты воздействия из области синхронизации желаемого режима для того, чтобы
«затянуть» цепочку в желаемое состояние.

Попробуем теперь перевести систему из одного стационарного состояния в
другое, «затягивая» ее в этот режим посредством синхронизации на частоте соб-
ственных колебаний целевого режима. В эксперименте осуществлялись управляемые
переходы с более коротковолновых режимов на более длинноволновые. Рассмотрим
это на примере переключения из режима с k = 3 в режим с k = 2. При выборе
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Рис. 4. Распределения мгновенных координат и разностей фаз вдоль цепочки при переключении про-
странственных режимов с изменением частоты внешнего воздействия в случае ε = 2.5, γ = 0.05,
N = 30, A = 0.15 при различных частотах ω: 0.773 (а, б), 0.7715 (в, г), 0.77 (д, е), 0.7685 (ж, з)
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начальных условий таким образом, чтобы в кольце существовал режим с k = 3,
и параметрами воздействия A = 0.15, ω = 0.773 (внутри языка синхронизации
k = 3, см. рис. 3), уменьшая частоту с шагом 0.00005 до значения ω = 0.7685 (что
соответствует языку с k = 2), пронаблюдаем за распределением координат и фаз
генераторов цепочки. На рис. 4 показаны волны в кольце для различных значений
частот воздействия.

Для исходного режима (рис. 4, а, б) характерно стационарное распределение
разностей фаз ∆3 = 0.6286, суммарный набег фазы вдоль кольца составляет 6π.
Данное распределение сохраняется до тех пор, пока частота воздействия не выходит
за границы области синхронизации режима с k = 3 (см. рис. 2). При пересечении
границы зоны синхронизации распределение разностей фаз вдоль цепочки переста-
ет быть постоянным, в нем появляется характерный провал, который далее будем
называть фазовым сбоем (рис. 4, в, г). Этот фазовый сбой располагается вблизи
генератора с i = 1, на который подается внешнее воздействие. Одновременно с по-
явлением фазового сбоя сумма разностей фаз вдоль всей цепочки становится равной
4π. Такое значение характерно для другого пространственно-периодического режи-
ма, соответствующего k = 2. Таким образом, в области параметров между языками
2 и 3 на рис. 3 наблюдаются квазипериодические режимы (см. рис. 4, в, г, д, е), од-
нако суммарная разность фаз генераторов для этих режимов постоянна и равна 4π.
С уменьшением частоты воздействия и приближением к области синхронизации про-
странственного режима с k = 2 наблюдается перераспределение разностей фаз меж-
ду элементами кольца (см. рис. 4). Величина фазового сбоя уменьшается, разность
фаз между соседними генераторами выравнивается для всех i, и при попадании в об-
ласть синхронизации режима с k = 2 в кольце снова наблюдается пространственно-
периодический режим. Снятие внешнего воздействия не приводит к каким-либо
дальнейшим изменениям этого режима. Более того, при отключении воздействия в
области параметров A, ω, где наблюдается фазовый сбой и суммарная разность фаз
уже равна 4π, система сама перейдет к пространственно-периодическому режиму с
k = 2.

Заключение

В работе исследовалось поведение цепочки автогенераторов под внешним гар-
моническим воздействием. В качестве исходных режимов выбирались пространст-
венно-периодические колебания с различными длинами волн. Как оказалось, каждое
из сосуществующих мультистабильных состояний характеризуется своей собствен-
ной частотой автоколебаний и соответственно, для него существует своя область
синхронизации 1:1. При малых амплитудах воздействия эти области синхронизации
не пересекаются. Вынужденная синхронизация ансамбля генераторов с частотой воз-
действия, соответствующей частоте сосуществующего колебательного режима, поз-
воляет перевести систему из одного пространственно-периодического режима в дру-
гой пространственно-периодический режим.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования
и науки РФ (программа «Развитие научного потенциала высшей школы на 2006–
2008 гг.»).
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IN THE RING OF OSCILLATORS WITH PHASE MULTYSTABILITY

V.V. Astakhov, M.G. Scherbakov, S.A. Koblyansky, A.V. Shabunin

We study external synchronization of periodic oscillations in a ring of oscillators
driven by periodic force. It is shown that each multistable state that co-exists in the system
possesses its own synchronization region. We find that the periodic force with a certain
frequency applied to one of the oscillators enables to switch the ring to another stable
regime.
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ОЦЕНКА СКОРОСТИ ПЕРЕМЕШИВАНИЯ
В ХАОТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

М.Ю. Логунов, О.Я. Бутковский

В работе рассматривается явление перемешивания фазовых траекторий хаотических
систем. Даны полуаналитические оценки динамики перемешивания в дискретных и
непрерывных хаотических системах. Описан простой алгоритм экспериментального вы-
числения локальных и средних по аттрактору степени и скорости перемешивания. Об-
суждаются результаты применения этого алгоритма для отображения Эно и системы Чуа.

Введение

Явление перемешивания фазовых траекторий, наряду с положительными ля-
пуновскими показателями, является одним из немногих фундаментальных свойств
детерминированных хаотических систем и вместе с экспоненциальным разбеганием
траекторий определяет конечность времени их предсказуемости. Однако это инту-
итивно понятное явление практически не поддается аналитическому исследованию
для хаотических систем, интересных с физической точки зрения. Существующие
результаты по оценке скорости перемешивания (см. обзор [1]) позволяют устано-
вить скорость перемешивания (а также связать ее с ляпуновскими показателями)
лишь для определенных классов дискретных отображений [2,3]. При этом, несмотря
на некоторые опубликованные работы (например, [4–6]), аналитическое вычисление
скорости перемешивания для более широких классов динамических систем (напри-
мер, задаваемых в виде систем ОДУ) является еще не решенной задачей.

В этой статье описан простой алгоритм оценки степени и скорости перемеши-
вания, пригодный для исследования как дискретных, так и непрерывных динамиче-
ских систем. С помощью этого алгоритма оценивается распределение локальных по
аттрактору скоростей перемешивания двух известных хаотических систем – отобра-
жения Эно и системы Чуа.

В разделе 1 дается определение перемешивающего оператора, а в разделе 2
описан алгоритм оценки локальной скорости перемешивания, основанный непосред-
ственно на определении перемешивающего оператора, и выводится полуаналитиче-
ская оценка изменения средней степени перемешивания траекторий со временем.
В разделе 3 обсуждаются результаты применения этого алгоритма для отображения
Эно и системы Чуа и их согласование с полуаналитической оценкой.
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1. Перемешивание в динамических системах

Сформулируем математически понятие перемешивания в хаотической систе-
ме, как это сделано в работе [7]. Для этого рассмотрим аттрактор G некоторой си-
стемы, на котором задан оператор эволюции системы S(G) и инвариантная мера µ.
Выберем на аттракторе G две произвольные области B и W . Отношение меры точек
из области B, которые через n итераций оператора эволюции S попали в область W
по отношению к мере самой области W , можно записать следующим образом:

Dn =
µ(Sn(B) ∩W )
µ(W )

. (1)

Оператор S является перемешивающим, если при n →∞ значение Dn в (1) не
зависит от конкретного выбора области W , а определяется отношением µ(B)/µ(G):

µ(Sn(B) ∩W )
µ(W )

→ µ(B)
µ(G)

, при n →∞. (2)

Отметим, что это определение верно не только для диссипативных (и, в част-
ности, хаотических), но также и для консервативных систем. Особенность его при-
менения для консервативных систем состоит лишь в том, что множество G является
не аттрактором, а энергетической гиперповерхностью системы.

С физической точки зрения, формула (2) описывает «размывание» любой об-
ласти начальных условий B по всему аттрактору G. Эту формулу можно интерпре-
тировать следующим образом: в пределе n →∞ мера образов точек множества B во
множестве W равна мере множества B на аттракторе G для произвольных множеств
B и W .

Формула (2) дает возможность оценить скорость перемешивания в хаотиче-
ской системе. Для этого естественно положить µ(G) = 1 и определить корреляцион-
ную функцию Cn(f, g) в виде

Cn(f, g) =
∣∣∣∣
∫

g(f ◦ S−n)dµ−
∫

gdµ
∫

fdµ

∣∣∣∣ , (3)

где f и g обычно представляют собой скалярное поле – некоторые функции от пози-
ции точки на аттракторе [7, 8].

При наличии перемешивания из (2) следует, что Cn(f, g) → 0 при n →∞, та-
ким образом, происходит спадание корреляций скалярного поля. При этом считается,
что скорость спадания корреляций характеризует скорость перемешивания [7].

2. Алгоритм оценки скорости перемешивания

В этом разделе предложен алгоритм оценки скорости перемешивания, осно-
ванный на непосредственном вычислении отношения, подобного отношению (1).

Введем на аттракторе хаотической системы множество G0 из N начальных
условий, заданных естественной инвариантной мерой. На каждом n-м шаге эво-
люции будем задавать окрестность Wn некоторой точки xn, лежащей на этом ат-
тракторе, как множество из N1 ближайших к xn точек множества Sn(G0). Также
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введем множество B0 как следующую разность множеств: B0 = G0\W0, где W0 –
окрестность произвольной точки x0 в начальный момент эволюции. Зафиксируем
начальное условие x0 и будем следить за динамикой xn = S(xn−1), n = 1, 2, . . .
и отношением числа точек из B0, попавших с течением времени в Wn, к полному
числу точек N1, формирующих множество Wn.

Очевидно, что при данном выборе областей Wn и B0 это отношение находится
по формуле, сходной с (1),

Mn =
µ(Sn(B0) ∩Wn)

µ(Wn)
. (4)

Следует отметить, что, в отличие от (1), в данном случае область Wn перемеща-
ется по аттрактору на каждом шаге эволюции. Тем не менее вероятностные меры
множеств B0, G и Wn в этом алгоритме остаются постоянными и, по определению
перемешивающего оператора, сходимостьMn к значению µ(B0)/µ(G0) не зависит от
конкретного выбора области Wn, поэтому можно предположить, что характер изме-
нения зависимости (4) от n определяется, как и для последовательности (1), именно
перемешивающими свойствами хаотической системы.

Выражение (4) естественно назвать степенью перемешивания точек области
Wn за n итераций оператора эволюции, поскольку оно показывает относительную
степень обновления окрестности заданной точки за определенный интервал време-
ни или вероятность появления в окрестности данной точки тех точек, которые на
начальном этапе эволюции не входили в ее окрестность.

Благодаря определенному выше выбору множествWn и B0, значениеMn будет
возрастать от 0 при n = 0 до некоторого стационарного значения M∞, которое
можно установить из (2),

M∞ = (N −N1)/N.

Следует ожидать, что усредненная по локальным областям W0 зависимость Mn бу-
дет монотонно возрастающей, скорость роста которой характеризует скорость пере-
мешивания на аттракторе G.

Чтобы получить полуаналитические выражения для оценки изменения степени
перемешивания со временем, предположим, что для данной хаотической системы
выполняются два условия:

1) скорость перемешивания одинакова на всех участках аттрактора;
2) если произвольная точка аттрактора xk выходит в некоторый момент вре-

мени n из окрестности Wn заданной точки xn, ее образ в течение дальнейших на-
блюдений на произвольном конечном интервале времени уже не может вернуться в
окрестность образа точки xn:

если S−1(xk) ∈ Wn−1 и xk /∈ Wn, то St(xk) /∈ Wn+t ∀t ∈ [0, T ].

Первое условие не выполняется для большинства интересных, с физической
точки зрения, систем, а второе, вообще говоря, противоречит свойству транзитив-
ности, входящему в само определение хаотической системы [9]. Однако это свой-
ство требует выполнения в бесконечном пределе по времени, а характерные времена
перемешивания относительно невелики, поэтому такое предположение может ока-
заться разумным. Ниже, при описании численного эксперимента с системой Чуа,
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показано, к каким различиям между полуаналитической и экспериментальной оцен-
кой динамики степени перемешивания M(t) приводит пренебрежение возвратами
траекторий в те или иные окрестности. Что касается первого условия, погрешность
полуаналитической оценки, определяемая им, существенно зависит от конкретного
распределения локальных скоростей перемешивания на аттракторе, но по-крайней
мере для некоторых хаотических систем она может быть достаточно малой (см. ни-
же, пункт 3.1).

Пусть относительное число точек, не покинувших некоторую окрестность W1

на протяжении одной итерации оператора эволюции S, составляет V1. Тогда, с уче-
том двух описанных условий, достаточно очевидно, что относительное число точек
Vn, входящих в ту же окрестность на протяжении всего времени эволюции n, соста-
вит

Vn = V n
1 . (5)

Из определений величин Mn и Vn следует соотношение Mn = 1−Vn, поэтому
изменение степени перемешивания со временем описывается уравнением

Mn = 1− (1−M1)n.

Для последующего анализа удобнее пользоваться рекуррентной оценкой степени пе-
ремешивания, которую нетрудно получить из (5),

Mn = Mn−1 + (1−Mn−1)M1. (6)

Скорость роста функции Mn в этом случае характеризуется слагаемым
(1−Mn−1)M1, где множитель M1 может служить критерием быстроты роста Mn, а
значит, и критерием скорости перемешивания, поэтому в дискретном случае усред-
ненную по аттрактору величину M1 естественно интерпретировать как скорость пе-
ремешивания в отображении. Бо́льшие значения M1 соответствуют более быстрому
перемешиванию, и, наоборот, чем меньше значение M1, тем меньше средняя ско-
рость перемешивания на аттракторе.

Для непрерывных систем выражения (4) и (6) можно переписать в виде

M(t) =
µ(S(t, B0) ∩W (t))

µ(W )
(7)

и
M(t + τ) = M(t) + (1−M(t))M(τ),

откуда при τ→ 0 можно получить

dM

dt
= (1−M(t))K, (8)

где K – значение правой производной от M(t) в нуле.
Решение уравнения (8) с учетом начального условия M(0) = 0 можно записать

как
M(t) = 1− e−Kt. (9)

Экспоненциальная скорость роста величины M(t) в этом случае характеризуется
параметром K, который определяет среднюю за бесконечно малое время τ скорость
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перемешивания и поэтому неудобен для вычисления. В качестве оценки скорости
перемешивания в непрерывной системе, по аналогии с дискретным случаем, будем
использовать среднее значение степени перемешивания M(1).

В следующем разделе приведены примеры вычисления средних и локальных
скоростей перемешивания для двух хаотических систем: отображения Эно
и системы Чуа.

3. Примеры

3.1. Перемешивание в отображении Эно. Отображение Эно задается урав-
нениями

xn+1 = yn + 1− ax2
n,

yn+1 = bxn

и при заданных значениях параметров a = 1.4 и b = 0.3 является хаотическим.
Для этого отображения была экспериментально рассчитана с помощью опи-

санного в разделе 2 алгоритма динамика изменения степени перемешивания Mn со
временем n, а также построена ее оценка по формуле (6). Вычисления проводились
для аттрактора размером 50000 точек, а размер окрестности выбирался равным 100
точкам (0.2% от размера аттрактора). Результаты вычислений показаны на рис. 1.
Как видно из этого рисунка, уже приблизительно на 20-м шаге эволюции отображе-
ния Эно все фазовые точки практически полностью обновляют свою окрестность.
Отметим также полное совпадение полуаналитической и экспериментальной кри-
вых Mn, которое может говорить об обоснованности двух сделанных в разделе 2
предположений о динамике траекторий на аттракторе.

Также было вычислено распределение величин M1 на аттракторе Эно, которое
позволяет обнаружить сильно и слабо перемешивающие области на этом аттракторе
(рис. 3). Вид этого распределения говорит о том, что области сильного и слабого
перемешивания достаточно четко локализованы. Интересно отметить, что почти на
всей «внутренней» дуге аттрактора перемешивание существенно меньше, чем на
«внешней» дуге.

Рис. 1. Динамика степени перемешивания Mn в
отображении Эно. Полуаналитическая и экспе-
риментальная кривые

Рис. 2. Локальная скорость перемешивания в
отображении Эно. Значения M1 отложены по
оси z над аттрактором отображения

78



Известно, что, по крайней мере
для простых хаотических систем, суще-
ствует близкая связь ляпуновских пока-
зателей и скорости перемешивания

Рис. 3. Зависимость от параметра a средней скоро-
сти перемешивания M1 на аттракторе отображе-
ния Эно и старшего показателя Ляпунова λ+

Рис. 4. а – трехкомпонентная гистограмма локаль-
ных скоростей перемешивания M1 для различ-
ных размеров локальной окрестности Wn. Чер-
ные столбики – относительный размер окрестно-
сти 0.2% от размера аттрактора (100 точек), серые
столбики – 1% (500 точек) и белые – 5% от разме-
ра аттрактора (2500 точек); б – средняя скорость
перемешивания M1 на аттракторе в зависимости
от размера локальной окрестности (в точках и в %
относительно размера аттрактора)

[8,10,11]. Эту связь для ляпуновских по-
казателей отображения Эно и средней
скорости перемешивания M1, вычисля-
емой по предлагаемому алгоритму, ил-
люстрирует рис. 4. Как и следовало ожи-
дать, в режиме регулярных колебаний
(окнах прозрачности) перемешивание в
отображении пропадает, а в хаотическом
режиме значение средней скорости пе-
ремешивания сильно коррелирует со зна-
чением старшего ляпуновского показа-
теля отображения.

Очевидно, что обоснованности
оценок скорости перемешивания следу-
ет ожидать только при наличии доста-
точно репрезентативного набора началь-
ных условий G0, выявляющего тонкую
структуру аттрактора. Вместе с тем
представляет интерес вопрос об устой-
чивости предлагаемого алгоритма к ва-
риациям размера локальной окрестности
Wn. Чтобы получить ответ на этот во-
прос, была построена гистограмма ло-
кальных скоростей M1 для разных раз-
меров локальной окрестности (рис. 5, a),
а также зависимость среднего значения
M1 от размера локальной окрестности
(рис. 5, б).

Из рис. 5, a видно, что с изме-
нением размера локальной окрестности
распределение значений скорости пере-
мешивания M1 претерпевает некоторые
изменения, однако эти изменения суще-
ственны только для области M1 < 0.2 и
практически не влияют на среднюю скорость перемешивания M1, которая, как пока-
зано на рис. 5, б, очень слабо реагирует на изменение размера локальной
окрестности.

3.2. Перемешивание в системе Чуа. Система Чуа задается уравнениями

ẋ = 9(y − 2/7x + 3/14(|x + 1| − |x− 1|)),
ẏ = x− y + z,

ż = −14.286y.
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Рис. 5. Динамика средней степени перемеши-
вания M(t) на аттракторе. Сплошная линия –
экспериментальная кривая, штриховая – полуа-
налитическая оценка (9)

Рис. 6. Локальная степень перемешивания M(1)
на аттракторе. Линиями изображены траекто-
рии, на которых M(1) < 0.5, точками показана
область, в которой M(1) > 0.5

При данных значениях параметров аттрактор системы представляет собой двой-
ной завиток (double scroll), а динамика является хаотической.

Для этой системы были проведены аналогичные расчеты по вычислению рас-
пределения локальных скоростей перемешивания траекторий на аттракторе и оценке
средней степени перемешивания. Результаты вычисления зависимости средней сте-
пени перемешивания M(t) от времени эволюции показаны на рис. 5.

В отличие от отображения Эно, в данном случае наблюдается значительно
худшее согласие экспериментальных и полуаналитических оценок средней степени
перемешивания. Это объясняется тем, что в системе Чуа сильно проявляется явле-
ние выхода траекторий из заданной окрестности, а затем их возврата в нее. Такое
поведение фазовых траекторий было запрещено нами при выводе аналитического
выражения для степени перемешивания и оно приводит к заниженной, по сравне-
нию с полуаналитической (9), экспериментальной оценкеM(t) на среднем интервале
времени (1 < t < 10), на котором и происходит возврат траекторий в их «родитель-
скую» окрестность. Этот возврат отражается на рис. 6 как участки спада либо более
медленного роста зависимости M(t). На интервале времени t À 10 этот эффект
перестает проявляться из-за полного разрушения всех начальных областей W0.

Как и в случае с отображением Эно, локальная степень перемешивания на
аттракторе Чуа не постоянна. Распределение значений M(1) для этой системы по-
казано на рис. 6. Из рисунка видно, что области слабой перемешиваемости четко
расположены вокруг неустойчивых положений равновесия. Фазовые траектории во-
круг них раскручиваются, двигаясь в почти плоских лентах, где их перемешивание
затруднено, но при выходе траекторий в пространство между завитками они подвер-
гаются гораздо более сильному перемешиванию. Среднее время движения траекто-
рий в этом пространстве составляет приблизительно 1 ед. Затем траектории снова
попадают на один из завитков и в этот момент происходит описанный выше возврат
траекторий в их «родительские» окрестности. Этим объясняется существование ло-
кальных минимумов в зависимости M(t), изображенной на рис. 6.

Заключение

В работе описан метод построения распределения локальных скоростей и
средней скорости перемешивания в хаотических системах и показано его приме-
нение при анализе отображения Эно и системы Чуа.
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Полученная идеализированная полуаналитическая оценка динамики степени
перемешивания указывает только на экспоненциальный характер ее роста. Будучи
весьма точной для отображения Эно, она существенно отклоняется от эксперимен-
тально полученных значений для системы Чуа, в которой значительно проявляется
описанное в п. 3.2 явление возврата траекторий.

Предлагаемый алгоритм оценки скорости перемешивания прост и устойчив
к вариациям его параметров (в частности, размера локальной окрестности) и да-
ет обоснованные оценки распределения локальных скоростей перемешивания, под-
тверждением правильности которых могут служить: сам вид распределения, который
можно визуализировать для малоразмерных систем (см. рис. 3 и рис. 7) – положе-
ние быстро и медленно перемешивающих областей аттракторов на них совпадает
с интуитивными представлениями о перемешивании; схожесть экспериментальной
и полуаналитической оценок изменения средней степени перемешивания M(t) со
временем (см. рис. 1 и рис. 6); сильная корреляция между средней скоростью пере-
мешивания и старшим показателем Ляпунова (см. рис. 4).

Этот алгоритм может быть полезен при анализе и изучении перемешивания
как в непосредственно экспериментальных наблюдениях, так и в математических
моделях динамических систем с известным оператором эволюции.
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ИНДУЦИРОВАННЫЕ ШУМОМ
КОГЕРЕНТНЫЕ РЕЖИМЫ ГЕНЕРАЦИИ

В МАЛЫХ АНСАМБЛЯХ НЕЙРОНОВ С ИОННОЙ СВЯЗЬЮ

Д.Э. Постнов, Р.А. Жирин, Ю.А. Сердобинцева

Методами математического моделирования и вычислительного эксперимента изуча-
ются свойства особого типа межнейронного взаимодействия, обусловленного изменени-
ем межклеточной концентрации калия в результате активности самих нейронов (ионная
связь). Предложена простейшая модификация модели типа Ходжкина–Хаксли, позволя-
ющая учесть указанный механизм. Исследовано поведение малых ансамблей из 2, 4 и
8 возбудимых нейронов в условиях их активации шумовым сигналом. Выявлены основ-
ные эффекты, обусловленные наличием ионной связи, включающие появление новых
временных масштабов, а также пространственно упорядоченную генерацию импульсов-
спайков.

Введение

Общеизвестно, что передача информации между нейронами осуществляется
посредством синапсов, в числе которых выделяют электрические и химические [1,2].
В математических моделях электрический синапс обычно учитывают как омическое
сопротивление между клетками, посредством разностного члена в уравнении для
трансмембранного потенциала. Такая форма записи совпадает с хорошо изученной в
различных областях физики диффузионной связью, действие которой всегда направ-
лено на выравнивание перепада концентраций, разности потенциалов и т.д.

Химический синапс описывают, как минимум, одним дополнительным диффе-
ренциальным уравнением, обычно с пороговой активацией. Такая связь нейронов но-
сит: во-первых, однонаправленный характер; во-вторых, она нелинейна; в-третьих,
она характеризуется наличием задержки и интегрирующими свойствами по отноше-
нию к быстроменяющимся сигналам; в-четвертых, синаптическая связь мультипли-
кативна, ее действие непосредственно зависит от текущего состояния постсинапти-
ческого нейрона.

Однако возможные пути взаимовлияния нейронов этим далеко не исчерпыва-
ются. В условиях близкого расположения большого количества нейронов (например,
в тканях мозга) важную роль играет состав межклеточной жидкости, окружающей
нейроны. На состояние каждого нейрона существенно влияет как наличие в ней в
заметных концентрациях различных химических агентов (нейромедиаторы), так и
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изменение концентраций основных ионов. Если первый из двух упомянутых факто-
ров часто можно рассматривать как медленно меняющийся параметр окружающей
среды, то второй – изменение ионного состава межклеточной жидкости – напрямую
обусловлен активностью самих нейронов.

Следует заметить, что не каждый тип ионов может быть агентом такого рода
взаимодействия. Внеклеточные концентрации натрия, хлора и кальция много выше,
чем их содержание в цитоплазме клетки [1,3]. Соответственно, и изменение их кон-
центраций много заметней внутри клетки, нежели снаружи. Обратная ситуация име-
ет место для ионов калия, внутриклеточная концентрация которого в 14-20 раз боль-
ше, нежели внеклеточная. За последние десятилетия биологами и нейрофизиолога-
ми накоплено немало фактов, свидетельствующих о том, что как патологические,
так и физиологически нормальные состояния могут сопровождаться значительным
ростом межклеточной концентрации калия. Так, установлено, что продолжительная
активность нейрона приводит к росту внеклеточной концентрации калия (ВКК) до
величин порядка 10 ммоль/л [4]. Показано, что гигантская глиальная клетка ганглия
медицинской пиявки активируется ростом ВКК в 2.5 раза от нормы [5]. Большой
рост ВКК наблюдается при ишемии тканей, в отдельных случаях – до величин по-
рядка 80 ммоль/л [6–8]. Наконец, резкий рост ВКК рассматривается в настоящее
время как один из важных факторов развития эпилептического припадка [9, 10].

Таким образом, представляется актуальным вопрос о том, каковы характери-
стики такого рода взаимовлияния электрически активных клеток? Приводит ли оно
к синхронизации генерации импульсов нейронами или блокирует нормальную их
работу? Может ли существенно влиять на обработку шумоподобных информацион-
ных сигналов? Ранее, в статье [11], нами рассматривался первый из перечисленных
вопросов. Однако наиболее типичным для нейронов является возбудимый режим,
при котором генерация импульса-спайка инициируется неким внешним воздействи-
ем. На практике это – тот самый информационный сигнал, который обрабатывают и
передают нейроны. Он имеет сложную структуру и, как неоднократно отмечалось,
подобен по своим свойствам шумовому сигналу. Зачастую даже близко расположен-
ные нейроны имеют существенно различную топологию синаптических контактов.
Это означает, что различные нейроны возбуждаются различными (некоррелирован-
ными) шумоподобными сигналами.

В данной работе мы попытаемся охарактеризовать действие связи посредством
модуляции межклеточной концентрации ионов калия (ниже для краткости – ионная
связь) в описанных выше условиях, когда каждый из нейронов находится в возбуди-
мом режиме под воздействием флуктуаций приложенного тока.

Следует заметить, что различные аспекты индуцированной шумом генерации
спайков нейронами интенсивно изучались в последнее десятилетие в контексте эф-
фекта когерентного резонанса [12,13]. Как было показано, в пределах некоторого оп-
тимального диапазона значений интенсивности шумового воздействия, возбудимый
нейрон способен генерировать достаточно регулярную последовательность спайков,
как если бы он находился в пейсмейкерном (автоколебательном) режиме. Исследо-
валась и динамика малых ансамблей возбудимых систем под воздействием флукту-
аций [14–16]. Как было показано, индуцированные шумом колебания в режиме ко-
герентного резонанса во многом подобны детерминированным автоколебаниям. Они
демонстрируют эффект синхронизации, можно говорить о многомодовых режимах и
фазовых соотношениях.
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Таким образом, наличие выраженного ритма генерации спайков на частоте,
определяемой как параметрами модели нейрона, так и интенсивностью шума, равно
как и наличие синхронных индуцированных шумом колебаний являются ожидаемы-
ми и в контексте нашей задачи.

1. Уравнения математической модели

Для решения поставленных задач необходимо, чтобы уравнения математиче-
ской модели позволяли включить в них внеклеточную концентрацию калия как пе-
ременную величину. Этого не позволяют сделать простейшие модели качественного
уровня, такие как модели Хиндмарш–Розе или ФитцХью–Нагумо. В то же время,
детальные количественные модели, используемые для моделирования конкретных
нейрофизиологических объектов, содержат множество уравнений и параметров, зна-
чительная часть которых несущественна для целей нашего исследования. Разумным
компромиссом представляется адаптация одного из вариантов широкоизвестной мо-
дели Ходжкина–Хаксли [17], описывающей динамику ионных токов натрия и калия.

В качестве прототипа нами была использована четырехмерная система урав-
нений для P-нейрона пиявки, описание которой имеется в литературе [18, 19]. Ее
уравнения близки к модели Ходжкина–Хаксли, небольшие отличия заключаются в
виде нелинейных функций α, β и значительно более низкой калиевой проводимости
в сравнении с натриевой проводимостью. Таким образом, можно было ожидать, что
добавление в модель зависимости от ВКК не изменит кардинально ее динамику.

Уравнение для трансмембранного потенциала Vi нейрона имеет вид

Cm
dVi

dt
= −Ii,К − Ii,Na − Ii,l + I + Ii,g, (1)

Ii,K = gК(ni)2(Vi − Vi,К), (2)

Ii,Na = gNa(mi)4hi(Vi − VNa), (3)

Ii,l = gl(Vi − Vl), (4)

где индекс i обозначает номер клетки; Cm – удельная емкость мембраны нейрона;
Ii,К, Ii,Na, Ii,l – калиевый и натриевый токи и ток утечки (leakage), соответственно;
I – внешний приложенный ток; gK, gNa, gl – проводимости по ионам калия, натрия,
по остальным ионам, вносящим вклад в изменение трансмембранного потенциала,
соответственно.

Как уже обсуждалось во Введении, важной особенностью модели является
учет изменения внеклеточной концентрации калия как новой переменной модели.
А именно, равновесный потенциал по калию (потенциал Нернста) определяется со-
отношением (см., например, [2, 3])

Vi,К =
RT

F
ln

[K]
[K]i

, (5)

где [K] – внеклеточная концентрация калия, [Ki] – внутриклеточная концентрация
калия i-го нейрона, R – универсальная газовая постоянная, T – температура, F –
число Фарадея.
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Безразмерные переменные активации модели удовлетворяют стандартной ки-
нетике Ходжкина–Хаксли

dξ
dt

= αξ(Vi)(1− ξ)− βξ(Vi)ξ, (6)

где ξ = ni,mi, hi. Конкретный вид нелинейных функций αξ(Vi) и βξ(Vi) приведен в
таблице.

Таблица

ξ αξ βξ

ni 0.024(Vi − 17)/(1− e−(Vi−17)/18) 0.2e−(Vi+48)/35

mi 0.03(Vi + 28)/(1− e−(Vi+28)/15) 2.7e−(Vi+53)/18

hi 0.045e−(Vi+58)/18 0.72/(1 + e−(Vi+23)/14)

В простейшем случае, когда межклеточный объем принимается небольшим и
пространственно однородным, баланс внеклеточной концентрации калия описывает-
ся одним уравнением

W
d[K]
dt

=
1
F

N∑

i

Ii,K + γ([K]0 − [K]), (7)

где W – удельная величина внеклеточного объёма на единицу площади мембраны
клетки; Ii,K – калиевые токи каждого из N нейронов; γ([K]0 − [K]) – выражение,
описывающее диффузионный процесс выравнивания концентрации калия с окружа-
ющей средой. Структура моделируемого ансамбля для случая двух и четырех нейро-
нов схематически показана на рис. 1. Моделирование более сложного случая, когда
распределение ионов калия в межклеточном пространстве неоднородно, обсуждает-
ся в разделе 4.

Воздействие шумоподобного информационного сигнала на нейрон моделиро-
валось с помощью шумовой добавки в токе I , характеризуемой интенсивностью D,

Ii = Ii,0 +
√

Dξi(t), (8)

Рис. 1. Схематическое представление ионной связи по калию между близко расположенными клетками:
a – базовая конфигурация для двух клеток; б – малый ансамбль с глобальной связью, состоящий из
четырех клеток
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где Ii,0 есть среднее значение приложенного тока; ξi(t) – Гауссов белый шум, свой
источник для каждого нейрона.

В приведенных выше уравнениях математической модели Vi, Vi,К, VNa = 60.5,
Vl = −49.0 измеряются в мВ, n1,2, m1,2, h1,2 – безразмерные переменные.
Cm = 1.0 мкФ/см2, gК, gNa и gl принимались равными 6.0, 350.0 и 0.5 мСм/см2,
соответственно; R = 8.315 Дж/(моль К), T = 293.15 К, F = 96.49 кКл/моль,
[K1,2] = 60.0 ммоль/л, [K]0 = 4.0 ммоль/л, [K] – переменная модели, измеряется
в ммоль/л; W имеет размерность нл/см 2, γ – нл/(мс·см2), интенсивность флуктуа-
ций тока D измеряется в мкА2/см4.

Ниже по тексту опущена размерность параметров и переменных модели, ука-
заны только их значения.

В порядке тестирования модели изучалась динамика модели одиночной клет-
ки [11] при изменении приложенного тока I и равновесной концентрации калия [K]0
как управляющих параметров (рис. 2). Технически, это достигается выбором боль-
ших значений γ→∞.

Рис. 2. Фазовые проекции (вверху) и бифуркационные диаграммы для индивидуальной модели нейро-
на: а – при изменении параметра внешнего тока система демонстрирует возбудимый и автоколебатель-
ный (закрашенная область) режимы: б – аналогичная последовательность бифуркаций наблюдается
при изменении концентрации калия. Черная точка указывает выбор управляющих параметров, исполь-
зуемых в качестве типичных
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При [K]0 = 4 ммоль и D = 0 увеличение I0 позволяет наблюдать рождение
пары (устойчивого и седлового) предельных циклов в точке седлоузловой бифур-
кации (SN) при I0 = J1 ≈ 14.2, в то время как состояние равновесия претерпе-
вает субкритическую бифуркацию Андронова–Хопфа (SH) при несколько большем
I0 = J2 ≈ 18.6 (рис. 2, а). Дальнейший рост I0 сопровождается постепенным умень-
шением амплитуды спайков (сужение закрашенной области на диаграмме), а при
I0 = J3 ≈ 65.2 автоколебательный режим исчезает посредством инверсной супер-
критической бифуркации Андронова–Хопфа (H). В области I0 ≤ J1, модель нейрона
находится в возбудимом режиме.

При увеличении [K]0 как управляющего параметра, бифуркационные значе-
ния J1, J2, J3 смещаются в сторону меньших величин I0 при сохранении последо-
вательности бифуркаций (рис. 2, б). Фазовые проекции в верхней части рис. 2 дают
представление о том, каким образом модель нейрона ведет себя при нормальной
(4 ммоль/л), повышенной (12 ммоль/л) и высокой (30 ммоль/л) внеклеточной кон-
центрации калия при I = 16.0. А именно, в первом случае траектория, сделав одну
петлю, достигает состояния равновесия при V ≈ −40 мВ (возбудимый режим). Во
втором случае – траектория выходит на предельный цикл (непрерывная генерация
спайков нейроном). В третьем случае – вновь достигается состояние равновесия, од-
нако, характерная для возбудимого режима нейрона петля траектории отсутствует. В
этом состоянии калиевый ток практически блокирован, нейрон сильно деполяризо-
ван и не способен генерировать потенциал действия.

Таким образом, динамика изучаемой модели качественно соответствует хоро-
шо известной модели Ходжкина–Хаксли, а увеличение внеклеточной концентрации
калия оказывает деполяризующее воздействие, уменьшая порог возбуждения ней-
рона, переводя его в автоколебательный режим, либо даже подавляя колебания в
зависимости от выбора значения приложенного тока I0. В дальнейшем будем ис-
пользовать значение I0 = 12.2 как стандартное. При этом модель нейрона находится
в возбудимом режиме, а рост [K] уменьшает величину порога возбуждения.

2. Индуцированные шумом спайк-берст колебания

На рис. 3 проиллюстрированы индуцированные шумом колебания в ансамбле
из двух нейронов как при исчезающе слабой (а), так и при конечной силе ионной
связи (б). Как можно видеть, в отсутствие взаимодействия выбранная интенсивность
шума приводит лишь к спорадической генерации отдельных импульсов-спайков и их
небольших групп, появляющихся независимо в первом и втором нейронах. Наличие
ионной связи приводит к существенному увеличению частоты генерации спайков
при той же интенсивности шума. Более того, в обоих нейронах они теперь органи-
зованы в четко различимые группы (берсты). Очевидна корреляция между индуци-
рованными шумом процессами в первом и втором нейроне: периоды активной гене-
рации и молчания двух нейронов практически совпадают во времени. Во временной
реализации для межклеточной концентрации калия (нижний график на рис. 3, б)
различима специфическая структура: пики концентрации калия выглядят двойными
(см. вставку). Такая структура наблюдается для подавляющего большинства всплес-
ков концентрации калия и связана с особенностями взаимодействия нейронов.
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Рис. 3. а – временные реализации трансмембранных потенциалов V1 и V2 при отсутствии связи;
б – те же временные реалицации, но при наличии связи (два верхних графика) и изменение вне-
клеточной концентрации калия (нижний график и укрупненно – вставка) при W = 0.5. Для обоих
случаев D = 1.8

Более детальная информация о характерных временных масштабах изучае-
мой системы может быть получена путем расчета функции плотности распределения
межспайковых интервалов (ISI). Результаты расчета для различных интенсивностей
шума приведены на рис. 4, a. Как можно видеть, имеется два выраженных пика
на значениях ISI около 20 мс и около 30 мс. Значительно менее выраженный пик
имеется также на больших значениях ISI.

Временной интервал в 20 мс соответствует типичному времени между спай-
ками при спонтанной генерации нейрона. Как уже упоминалось во Введении, при
возбуждении шумом подходящей интенсивности, частота индуцированных шумом
колебаний приближается к частоте спонтанной генерации и характеризуется высокой
степенью регулярности (эффект когерентного резонанса). Интерпретация остальных
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Рис. 4. a – распределение плотности вероятности межспайковых интервалов для каждого из нейронов
при различной интенсивности шума D и постоянном межклеточном объеме W = 0.5. Наблюдаются
два выраженных пика на ISI≈ 20 и ISI≈ 30. б – к объяснению структуры распределения на рис. a:
отрезки временных реализаций мембранных потенциалов нейронов и величины внеклеточной концен-
трации калия

временных масштабов не столь очевидна. Для анализа механизма появления пика
на 30 мс было рассчитано распределение интервалов времени между моментами
генерации спайков в первом и втором нейроне, как некий аналог сдвига фаз. Как
выяснилось, в широком диапазоне интенсивностей шума временная задержка между
импульсами двух нейронов имеет величину около 5 мс. Очевидно, это связано с су-
щественной инерционностью механизма взаимодействия нейронов: выброс калия из
нейрона несколько отстает от пика трансмембранного потенциала. В свою очередь,
межклеточная концентрация калия также возрастает не мгновенно. Индуцирован-
ный первым нейроном рост межклеточной концентрации калия деполяризует второй
нейрон и способствует генерации спайка под воздействием шума через некоторое
характерное время, зависящее от интенсивности шума. Вся эта цепочка событий и
обеспечивает задержку во времени величиной порядка 5 мс.

Описанный механизм играет определяющую роль в формировании временного
масштаба 30 мс, что проиллюстрировано на рис. 4, б. При взаимной обусловленно-
сти появления спайков в первом и втором нейроне, возможны два основных варианта
их последовательности. Предположим, индуцированный шумом спайк первого ней-
рона «провоцирует» генерацию спайка вторым нейроном. В дальнейшем, каждый
из нейронов с определенной вероятностью сгенерирует спайк примерно через 20 мс
после «своего» спайка. Если это будет вновь первый нейрон – то ситуация повто-
рится и оба нейрона внесут вклад в формирование пика распределения ISI на 20 мс.
В случае (как это проиллюстрировано на рис. 4, б), если второй нейрон сгенерирует
спайк, то межспайковый интервал для первого нейрона составит как раз величину
порядка 30 мс, что и соответствует второму по величине пику распределения ISI на
рис. 4, a.

Наконец, невысокий подъем в правой части распределения на рис. 4, a (време-
на около 45 мс) связан с ритмичностью пачечной генерации нейронов, которая хоро-
шо прослеживается на рис. 3. Механизм ее возникновения следующий. На больших
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временных масштабах описанная выше причинно-следственная цепочка генерации
импульсов нейронами имеет продолжение. А именно, активность любого из нейро-
нов повышает уровень межклеточной концентрации калия и тем самым деполяри-
зует оба нейрона, поддерживая их дальнейшую активность. Таким образом реали-
зуется положительная обратная связь: активность нейронов ансамбля способствует
поддержанию генерации. В случае если (в силу случайного характера воздействия)
генерация спайка не произошла в течение времени, достаточного для релаксации
концентрации калия к ее равновесному значению, порог возбуждения обоих нейро-
нов увеличивается, тем самым увеличивая среднее время до следующего индуциро-
ванного шумом превышения порога и генерации спайка. Таким образом, характер-
ное время, связанное с индуцированной шумом пачечной активностью, оказывается
зависимым как от скорости релаксации межклеточной концентрации калия к равно-
весному состоянию, так и от интенсивности шума.

3. Индуцированный шумом коллективный разряд нейронов
в ансамбле с глобальной связью

Увеличение числа нейронов в ансамбле не меняет механизма их взаимодей-
ствия, но приводит к значительному усложнению соотношения моментов генерации
спайков. Для ансамбля из четырех связанных нейронов наблюдаются самые раз-
нообразные шаблоны генерации, то есть различные варианты взаимообусловленных
событий генерации спайков. Для анализа такого кооперативного поведения нейронов
вычислялись межспайковые интервалы по сигналу так называемого коллективного
отклика, содержащего времена срабатывания всех нейронов, входящих в ансамбль.
Построенное таким образом распределение приведено на рис. 5, а. Обращает на себя
внимание максимум вблизи нуля, что соответствует практически синхронному появ-
лению импульсов. Такое поведение не наблюдалось для ансамбля из двух нейронов
и требует дополнительного исследования. С этой целью был проведен численный
эксперимент, который заключался в следующем. Из всех нейронов ансамбля выби-
рался один в качестве «ведущего». Действующий на систему шум выключался, в
результате чего все нейроны релаксировали к невозбужденному состоянию. Далее
на ведущий нейрон подавался возбуждающий импульс и одновременно включался
шум, действующий на все нейроны ансамбля. В результате действия возбуждающе-
го импульса, первый нейрон генерировал спайк. В процессе численного экспери-
мента вычислялась статистика временного интервала до спайков в остальных ней-
ронах ансамбля. Результат приведен на рис. 5, б. Как можно видеть, имеется четко
выраженный временной масштаб: подавляющее большинство спайков генерируется
через время от 4 до 6 мс после спайка «ведущего» нейрона, генерация импульса
которым вызывает небольшое повышение межклеточной концентрации калия, а это
деполяризует остальные нейроны ансамбля. Как и в случае ансамбля двух нейронов,
рассмотренном выше, характерное время, через которое деполяризованный нейрон
сгенерирует спайк по действием шума, составляет примерно 5.5 мс, однако, теперь
это условие выполняется для всех нейронов ансамбля, кроме «ведущего». В резуль-
тате они генерируют спайки почти одновременно.

Теперь можно проанализировать результаты, представленные на рис. 5 а. Оче-
видно, максимум в нуле соответствует почти одновременному «разряду» нейронов
ансамбля, тогда как более слабо выраженный подъем функции распределения, при-
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Рис. 5. a – распределение межспайковых интервалов для ансамбля их четырех нейронов выявляет три
временных масштаба: ∆ ≈ 0 (почти синфазное поведение нейронов), ∆ ≈ 5.5 и ∆ ≈ 20. б – численный
эксперимент с нейроном-лидером; пик распределения на 5.5 мс выявляет почти синхронную генерацию
импульсов остальными нейронами ансамбля, D = 1.2, W = 1.0, γ = 0.8. в, г – усредненные временные
реализации трансмембранных потенциалов в ответ на возбуждение одного из нейронов. в – увеличение
размера ансамбля усиливает коллективный отклик. Три кривые соответствуют двум, четырем и восьми
нейронам в ансамбле, соответственно. г – при вариации величины удельного внеклеточного объема
(параметрW ) происходит значительное изменение усредненного отклика ансамбля из восьми нейронов
при D = 0.8

мерно, на 5 мс соответствует разряду того нейрона, который играл роль ведущего.
Как и для ансамбля из двух клеток, максимум на временном масштабе в 20 мс соот-
ветствует наиболее вероятному интервалу времени между спайками одного нейрона.

Таким образом, стохастическая динамика малого ансамбля нейронов с гло-
бальной ионной связью характеризуется неравномерным процессом генерации спай-
ков, которые с большей вероятностью появляются сразу группами. Интересно прона-
блюдать, к чему приводят описанные эффекты с точки зрения амплитудного сигнала
коллективного отклика, представляющего собой сумму потенциалов всех нейронов.
С точки зрения нейрофизиологического эксперимента, такой сигнал соответствует
записи внеклеточного потенциала, когда спайки, продуцированные всеми нейрона-
ми ансамбля, вносят вклад в колебания усредненного электрического потенциала,
измеряемого аппаратно. На рис. 5, в приведен усредненный по большому числу со-
бытий вид зависимости сигнала коллективного отклика от времени. Для случая двух
нейронов первый максимум соответствует генерации спайка ведущим нейроном. Он
жестко привязан к сигналу возбуждения и потому четко выражен в усредненном
сигнале, в то время как генерация спайка вторым нейроном носит вероятностный
характер, а потому максимум «размазан» и имеет меньшую амплитуду.
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Для случая четырех и восьми нейронов ситуация существенно иная. Как мож-
но видеть, амплитуда усредненного отклика последующих нейронов значительно
превышает амплитуду пика, соответствующего генерации спайка ведущим нейро-
ном. Таким образом, в амплитудном сигнале коллективного отклика ансамбля фор-
мируются всплески большой интенсивности, что делает, по сути, невозможным раз-
деление спайков от различных нейронов.

На рис. 5, г показаны изменения в сигнале коллективного отклика, связанные
с вариацией параметра, определяющего межклеточный объем. Как можно видеть,
с увеличением этого параметра, максимум реакции всех нейронов сначала растя-
гивается во времени, а затем, при еще больших величинах межклеточного объема
формируется вторичный пик, отстающий по времени от пика первой реакции. Ин-
терпретация наблюдаемого эффекта следующая. Чем больше межклеточный объем,
тем менее выражена индуцированная «ведущим» нейроном деполяризация осталь-
ной части ансамбля. В результате, не все нейроны могут среагировать на нее гене-
рацией спайка. Предположим, в ансамбле из восьми нейронов таких нейронов ока-
жется три. Далее, их активация вызовет более сильную деполяризацию остальных
четырех нейронов, и те с высокой вероятностью сгенерируют потенциал действия
спустя, примерно, 5 мс после упомянутых трех нейронов. Таким образом, наблюда-
ется своеобразный каскад индуцированных шумом спайков – коллективный разряд
нейронов ансамбля оказывается растянутым во времени.

4. Учет неоднородности распределения ионов калия
в межклеточном пространстве. Генерация упорядоченных

последовательностей спайков

Очевидно, что по мере увеличения числа нейронов в ансамбле, допущение
однородности ионного состава межклеточного пространства становится неадекват-
ным. К тому же самому приводит и попытка учета взаимодействия на относительно
протяженном участке мембраны: расстояние между мембранами нейрона, а значит,
и удельный объем W различны в различных точках. По этой причине естественным
следующим шагом усложнения моделей является учет геометрии (пространственной
структуры) ансамблей нейронов с ионной связью. При этом и распределение ВКК
становится пространственно неоднородным. Для решения подобных задач нами бы-
ла разработана специализированнная программа [20]. Принцип аппроксимации ней-
ронного ансамбля с нерегулярной геометрией проиллюстрирован на рис. 6. Как мож-
но видеть, пространственная структура представлена в виде набора дискретных эле-
ментов различных типов. Элементы Ni представляют фрагмент мембраны нейрона
и описываются уравнениями (1)–(4). Для придания группе таких элементов свойств
цельного отрезка мембраны между уравнениями (1) соседних элементов вводится
сильная диффузионная связь, что обеспечивает быструю передачу потенциала дей-
ствия от одного элемента Ni к другому. Элементы Ki представляют внеклеточную
среду с переменной концентрацией калия и описываются уравнением вида (7) каж-
дый, причем, суммарный ток калия определяется вкладом соседних элементов Ni,
а диффузионный член уравнения описывает взаимодействие с каждым из соседних
элементов Ki. При большом числе аппроксимирующих элементов такая модель спо-
собна воспроизвести достаточно сложную геометрию исследуемой системы.

93



Рис. 6. К построению математической модели в случае пространственно- неоднородного распределения
внеклеточной концентрации калия: а – пример взаиморасположения мембран четырех нейронов; б –
схематическое представление структуры математической модели

Рис. 7. Распределение плотности вероятности временного сдвига между импульсом опорного нейрона
и остальными тремя нейронами в случаях, когда: a – ионная связь слаба (γ = 30.0, W = 0.4, D = 45);
б – ионная связь заметно влияет на динамику ансамбля (γ = 0.8, W = 0.5, D = 12)

Численное исследование поведения различных моделей ансамблей с ионной
связью показало: с одной стороны, описанные в предыдущих разделах эффекты со-
храняют свое значение; с другой стороны, появляется ряд новых особенностей, та-
ких как локализация областей с высокой ВКК и их неупорядоченное перемещение
в пределах большого ансамбля близкорасположенных нейронов. В рамках данной
работы рассмотрим эффект пространственно упорядоченной генерации импульсов
ансамблем из четырех нейронов вида, приведенного на рис. 6, при его аппроксима-
ции небольшим числом элементов Ni (четыре на нейрон) и Ki (два на межклеточное
расстояние).

На рис. 7 приведены графики плотности распределения интервалов времени
∆τ между моментами генерации импульса первым нейроном и остальными тремя
(см. подобные результаты на рис. 5, б). Рис. 7, a соответствует случаю слабой ион-
ной связи, что достигалось выбором больших значений коэффициента диффузии
γ = 30.0. Из графиков можно заключить, что поведение ансамбля в целом подоб-
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но уже обсуждавшемуся выше: имеет место коллективный разряд нейронов ансам-
бля, при котором кривые для различных нейронов совпадают (нет пространственной
неоднородности) и наблюдается глобальный максимум на времени, примерно, 3.5 мс,
которое обусловлено задержкой в выбросе калия нейроном и временем роста концен-
трации калия в межклеточном пространстве. Однако при более сильной ионной свя-
зи (γ = 0.8) ситуация кардинально меняется. Рис. 7, б показывает, что распределение
времен генерации импульсов третьим нейроном (по отношению к первому) суще-
ственно иное, нежели для первого и четвертого нейронов. В то время как кривые для
второго нейрона и четвертого нейрона практически совпадают и имеют максимум,
примерно, на 8 мс, кривая для третьего нейрона имеет два, примерно, равнозначных
максимума: один – в районе нуля, а второй – примерно, на 16 мс. Такое различие кри-
вых говорит о том, что статистика моментов генерации спайков нейронами зависит
от их расположения относительно первого нейрона: третий нейрон наиболее уда-
лен, в то время как второй и четвертый расположены на одинаковом расстоянии от
первого. Это может свидетельствовать о наличии неких «предпочтительных» после-
довательностей при генерации спайков ансамблем нейронов. Их можно попытать-
ся выявить при визуальном анализе режимов генерации на относительно коротких
временах.

Рис. 8 содержит три диаграммы, на которых градациями серого дан уровень
концентрации калия в областях K1−K5 (см. рис. 6), а белыми вертикальными штри-

Рис. 8. Схематическое представление шаблонов индуцированной шумом генерации импульсов ансам-
блем из четырех нейронов с ионной связью. Белые поперечные штрихи указывают моменты генерации
спайков нейронами N1 − N4. Полосами K1 − K4 в градации серого представлено изменение кон-
центрации калия в соседней с нейроном области. Интенсивность серой заливки в узкой полосе по
центру штрихов каждого нейрона отражает изменение концентрации калия в центральной области
K5 (см. рис. 6). Черный цвет заливки соответствует концентрации калия 8 ммоль/л, белый цвет –
20 ммоль/л. Значения параметров: a – γ = 1.2, W = 0.4, D = 9.9; б – γ = 0.8, W = 0.5, D = 12;
в – γ = 1.2, W = 0.4, D = 20
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хами отображены моменты генерации спайков нейронами. Диаграмма (а) иллюстри-
рует характер возникновения генерации в такой системе: а именно, черная область
«молчания» всех четырех нейронов резко сменяется областью с интенсивной гене-
рацией, что соответствует обсуждавшемуся в разделе 2 механизму с самоподдер-
живающейся деполяризацией. Стоит одному из нейронов сгенерировать спайк под
действием шумового сигнала, как повышенная концентрация калия в межклеточном
пространстве облегчает генерацию остальных нейронов.

Анализ диаграмм на рис. 8, a–в позволяет объяснить результат расчета распре-
деления межспайковых интервалов. На диаграмме (б) хорошо видно, как случайно
появляющиеся спайки нейронов (слева) преобразуются в упорядоченную структу-
ру (остальная часть диаграммы), в которой нейроны срабатывают парами: N1 и
N3, затем – N2 и N4, затем снова N1 и N3. В исходной геометрии ансамбля та-
кой шаблон генерации выглядит как последовательное срабатывание пар нейронов,
расположенных по диагоналям. Диаграмма (в) выявляет еще более интересную за-
кономерность: «лесенка» поперечных штрихов означает, что нейроны срабатывают
по кругу N1 → N4 → N3 → N2 → N1.

Таким образом, два максимума для нейрона N3 на графике рис. 7, б соответ-
ствуют двум различным пространственно упорядоченным режимам генерации им-
пульсов ансамблем. Максимум вблизи нуля соответствует почти синхронному сра-
батыванию нейронов N1 и N3, которое имеет место при диагональном шаблоне ге-
нерации, в то время как максимум на 16 мс отвечает противофазному срабатыванию
N1 и N3 в случае вращательного шаблона генерации.

На качественном уровне возникновение индуцированных шумом простран-
ственно упорядоченных шаблонов генерации можно интерпретировать следующим
образом. Предположим, в изначально молчащем ансамбле срабатывает нейрон но-
мер 4 (рис. 9, a). Выброс им калия обеспечивает более сильную деполяризацию
для нейронов 1 и 3, тогда как нейрон 2, более удаленный, испытывает более сла-
бое воздействие. Предположим, что следующим срабатывает нейрон 3. Теперь более

Рис. 9. Схематическое представление последовательности событий при вращательном (a) и диагональ-
ном (б) шаблонах генерации спайков ансамблем из четырех нейронов
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сильная деполяризация распространяется на нейроны 4 и 2. Но нейрон 4 находится
в состоянии рефрактерности и не способен генерировать спайк. Таким образом, с
наиболее высокой вероятностью, следующий спайк будет сгенерирован нейроном 2.
Далее ситуация повторяется со сдвигом против часовой стрелки. Все вместе приво-
дит к формированию вращательного шаблона генерации импульсов нейронами.

Диагональный шаблон генерации (рис. 9, б) объясняется еще проще и, пред-
положительно, более стабилен. При близком во времени срабатывании двух диаго-
нально расположенных нейронов, они обеспечивают значительную деполяризацию
двум оставшимся нейронам, а сами переходят в состояние рефрактерности. Если к
моменту их возвращения в состояние покоя индуцированная спайками двух осталь-
ных нейронов деполяризация еще не затухла, то последующая парная генерация ими
импульсов имеет высокую вероятность, а это означает поддержание диагонального
шаблона генерации.

Заключение

В данной работе исследованы основные свойства взаимодействия возбудимых
нейронов посредством модуляции внеклеточной концентрации калия (ионная связь)
в условиях их активации некоррелированными шумовыми сигналами. Основные по-
лученные результаты можно сформулировать следующим образом.

• Наличие ионной связи существенно увеличивает частоту генерации нейро-
нов вследствие деполяризации (уменьшения порога возбуждения), вызванной их
собственной активностью. Этот эффект носит характер положительной обратной
связи (выброс калия поддерживает деполяризацию, а деполяризация способствует
генерации последующего импульса и новому выбросу калия), он проявляется для
одиночного нейрона и усиливается в случае их ансамбля. С учетом случайного ха-
рактера возбуждения нейронов шумовым сигналом, указанный выше механизм при-
водит к формированию нерегулярной пачечной активности (индуцированная шумом
спайк-берст динамика).

• Инерционный характер ионной связи выражается в наличии заметного от-
ставания роста внеклеточной концентрации калия от генерации импульса нейроном.
Эта временная задержка (в рассмотренных выше случаях она составляла 3.5–8 мс)
лежит в основе механизма формирования нового временного масштаба процесса ге-
нерации импульсов ансамблем из двух нейронов, а также эффекта индуцированного
шумом коллективного разряда ансамбля нейронов с глобальной связью.

• Учет пространственной неоднородности распределения внеклеточной кон-
центрации калия в случае малого ансамбля из четырех нейронов позволяет наблю-
дать эффект индуцированной шумом генерации пространственно упорядоченных
шаблонов импульсов. А именно, изначально симметричный ансамбль не связан-
ных синаптически нейронов при подходящих значениях управляющих параметров
и интенсивностей шума способен генерировать повторяющиеся последовательности
спайков, как если бы его элементы были изначально организованы в структуриро-
ванную сеть. Обнаруженный эффект, на наш взгляд, представляет несомненный ин-
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терес и должен учитываться при интерпретации результатов нейрофизиологических
экспериментов в условиях, когда внеклеточная концентрация калия может меняться
значительно.

Авторы выражают благодарность профессору Максимову Г.В., кандидатам био-
логических наук Браже Н.А. и Браже А.Р. (МГУ) за заинтересованное обсуждение
работы и ценные рекомендации.
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СВЯЗАННЫЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ
ВАН ДЕР ПОЛЯ И ВАН ДЕР ПОЛЯ–ДУФФИНГА:

ФАЗОВАЯ ДИНАМИКА И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

А.П. Кузнецов, Н.В. Станкевич, Л.В. Тюрюкина

Обсуждается синхронизация в системе связанных неидентичных, неизохронных ос-
цилляторов ван дер Поля с диссипативной и инерционной связью. Получено и исследо-
вано обобщенное уравнение Адлера в присутствии всех перечисленных факторов. Вы-
явлены характерные симметрии уравнения, приводящие к эквивалентности некоторых
физических факторов. Проведено численное исследование устройства пространства па-
раметров исходной дифференциальной системы методом построения карт динамических
режимов. Результаты двух подходов сопоставляются и обсуждаются.

Введение

Система связанных автоколебательных осцилляторов ван дер Поля и
ван дер Поля–Дуффинга является базовой моделью теории колебаний, иллюстри-
рующей явление синхронизации и сопутствующие эффекты. Однако задача синхро-
низации в системе связанных осцилляторов характеризуется большим количеством
физических параметров и непростой картиной бифуркаций в пространстве этих па-
раметров [1–12]. Соответственно, обнаруживается множество интересных и взаимо-
связанных колебательных эффектов. К настоящему времени стало понятно, что в
методическом плане эта задача оказывается существенно более сложной, чем зада-
ча о вынужденной синхронизации осциллятора внешним сигналом [1, 15]. Большой
интерес представляет вопрос о соотношении фаз взаимодействующих осцилляторов
[1, 3]. При этом оказывается, что разные физические факторы ведут к синхрониза-
ции с различными фазовыми условиями. В то же время при некоторых условиях
результаты воздействия разных факторов оказываются эквивалентными.

В части 1 работы данный круг вопросов обсуждается в рамках следующих
ограничений. Во-первых, используется метод медленно меняющихся амплитуд. Во-
вторых, возмущения орбит осцилляторов считаем слабыми, что позволит, как и в
классической теории вынужденной синхронизации, перейти к уравнению для разно-
сти фаз осцилляторов. Оно будет представлять собой некоторое обобщение извест-
ного уравнения Адлера [1, 15].
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В качестве факторов, которые оказывают влияние на динамику разности фаз,
рассмотрим:

• диссипативную связь,
• инерционную связь,
• неизохронность осцилляторов, то есть зависимость скорости изменения фа-

зы от радиуса орбиты осциллятора,
• неидентичность осцилляторов по управляющим параметрам, отвечающим за

бифуркацию Андронова–Хопфа в подсистемах.
Как показано ниже, определенная тонкость состоит в том, что для описания

динамики фазы при наличии каждого из этих факторов, за исключением диссипа-
тивной связи, необходим учет эффектов второго порядка. Поэтому соответствующий
анализ требует тщательного обсуждения.

Конечно, связанным осцилляторам ван дер Поля и ван дер Поля–Дуффинга
посвящена обширная литература. Прежде всего следует отметить фундаментальную
монографию [1], а также [2–12] и цитированную там литературу. Однако в силу
очень большого числа параметров охватить общую картину очень сложно. Поэтому
обычно описываются лишь ее отдельные фрагменты. Например, в известной и ча-
сто цитируемой работе [2] в рамках укороченных уравнений анализируется случай
диссипативно связанных идентичных по управляющим параметрам осцилляторов.
В работе [3] обсуждение идет в контексте обобщения уравнения Адлера и предпо-
лагается комбинированная связь, но осцилляторы считаются идентичными и изо-
хронными. Вообще, идентичность осцилляторов – это одно из традиционных огра-
ничений. Определенное исключение составляет недавняя работа [12]. Однако в ней
не учтена неизохронность осцилляторов, которая, согласно [1], обеспечивает один из
механизмов синфазной или противофазной синхронизации («притягивающие» и «от-
талкивающие» взаимодействия). Таким образом, ощущается необходимость в неко-
торой систематизации и осмыслении имеющихся результатов. Замечательной осо-
бенностью рассматриваемой задачи является также наличие целого ряда симметрий
относительно фазы, которые приводят к симметриям относительно физических фак-
торов и также обсуждаются в настоящей работе. Заметим также, что проведенный
анализ имеет некоторые черты, характерные для теории катастроф [13–14, 21]. Это
позволяет надеяться на определенную общность представленных результатов и их
обсуждения.

Фазовая динамика, хотя и дает четкую физическую картину и механизмы син-
хронизации, но, конечно, не позволяет описать важный «атрибут» картины синхро-
низации любой колебательной системы – структуру языков синхронизации и особен-
ности их внутреннего устройства. Поэтому после обсуждения фазовой динамики, в
части 2 работы обращаемся к иллюстрациям для исходной системы дифференци-
альных уравнений. Используем метод карт динамических режимов [16], который
позволяет изучать систему в «стиле» компьютерного эксперимента. Соответствую-
щий программный инструментарий не столь сложен, а преимущество состоит в том,
что автоматически визуализируется вся система языков синхронизации, включая их
внутреннее устройство, которое может быть достаточно сложно и тонко организова-
но. Выявляются, например, даже особенности картины синхронизации, связанные с
существованием бифуркации Неймарка–Сакера и пр. При этом результаты аналити-
ческих исследований фазовой динамики дают некоторую методологию проведения
компьютерных экспериментов, без которой очень сложно ориентироваться в этой
многопараметрической задаче.
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Часть 1. Фазовая динамика

1.1. Обобщенное уравнение для фазы. Исходная система дифференциаль-
ных уравнений, описывающая взаимодействие осцилляторов указанного типа, имеет
вид

d2x

dt2
− (
λ1 − x2

) dx

dt
+

(
1− ∆

2

)
x + βx3 + ε(x− y) + µ

(
dx

dt
− dy

dt

)
= 0,

d2y

dt2
− (
λ1 − y2

) dy

dt
+

(
1 +
∆
2

)
y + βy3 + ε(y − x) + µ

(
dy

dt
− dx

dt

)
= 0.

(1.1)

Здесь λ1 и λ2 – параметры, отвечающие за бифуркации Андронова–Хопфа в авто-
номных осцилляторах; ∆ – относительная частотная расстройка осцилляторов; β –
параметр, введенный по аналогии с осциллятором Дуффинга и ответственный за
неизохронность малых колебаний [1, 2, 17]; µ и ε – коэффициенты связи, причем µ
отвечает за диссипативную связь, а ε – за инерционную1.

Применим для анализа уравнений (1.1) метод медленно меняющихся амплитуд
[15]. С этой целью представим динамические переменные в виде

x =
1
2
(aeit + a∗e−it),

y =
1
2
(beit + b∗e−it),

(1.2)

где a(t) и b(t) – комплексные амплитуды первого и второго осцилляторов. Наклады-
вая стандартные дополнительные условия

ȧeit + ȧ∗e−it = 0, ḃeit + ḃ∗e−it = 0,

имеем следующие выражения для скоростей осцилляторов:

ẋ =
1
2
(iaeit − ia∗e−it), y =

1
2
(ibeit − ib∗e−it). (1.3)

Подставим соотношения (1.2), (1.3) в уравнения (1.1), умножим полученные выраже-
ния на e−it и проведем усреднение для исключения быстро осциллирующих членов.
После соответствующих преобразований получаем уравнения для комплексных ам-
плитуд

da

dt
=
λ1a
2
− |a|2 a

8
+

3iβ |a|2 a

8
+

iε
2

(a− b)− µ
2
(a− b)− i∆a

4
,

db

dt
=
λ2b
2
− |b|2 b

8
+

3iβ |b|2 b

8
+

iε
2

(b− a)− µ
2
(b− a) +

i∆b
4

.

(1.4)

1Разные авторы для двух типов связи используют разные термины. В [3] оба они названы диффу-
зионными, в [12] – диссипативным и консервативным, в [1] – диссипативным и реактивным, в [2] –
скалярным и нескалярным. Мы используем термин инерционная связь [23], который отражает как
«перекрестный» нескалярный характер связи (см. обсуждение в [1, с. 297]), так и влияние связи на
собственные частоты системы даже в отсутствие диссипации.

103



Удобно ввести замены переменных: τ = t/2, z = a/2, w = b/2, χ = 3β. Тогда
уравнения (1.4) приобретают следующий вид:

dz

dτ
= λ1z − |z|2 z + iχ |z|2 z + iε(z − w) + µ(w − z)− i∆z

2
,

dw

dτ
= λ2w − |w|2 w + iχ |w|2 w + iε(w − z) + µ(z − w) +

i∆w
2

.

(1.5)

Положим теперь z = Rei31 и w = rei32 , где R, r и 31, 32 – действитель-
ные амплитуды и фазы осцилляторов. Подставим эти выражения в (1.5) и умножим
первое уравнение на e−i31 , а второе – на e−i32 . Отделяя в полученных соотношени-
ях действительную и мнимую части, приходим к уравнениям для действительных
амплитуд и фаз:

dR

dτ
= R(λ1 − µ)−R3 + µr cos(32 − 31) + εr sin(32 − 31),

dr

dτ
= r(λ2 − µ)− r3 + µR cos(31 − 32) + εR sin(31 − 32),

d31

dτ
= χR2 + ε− r

R
ε cos(32 − 31) +

r

R
µ sin(32 − 31)− ∆2 ,

d32

dτ
= χr2 + ε− R

r
ε cos(31 − 32) +

R

r
µ sin(31 − 32) +

∆
2

.

(1.6)

Замечательно, что в уравнения для амплитуд входит лишь разность фаз осцилля-
торов. Поэтому можно вычесть из первого уравнения для фазы второе и получить
уравнения, содержащие только относительную фазу осцилляторов 3 = 32 − 31

dR

dτ
= R(λ1 − µ)−R3 + µr cos3+ εr sin3,

dr

dτ
= r(λ2 − µ)− r3 + µR cos3− εR sin3,

d3
dτ

= ∆+ χ(r2 −R2) + ε
(

r

R
− R

r

)
cos3− µ

(
r

R
+

R

r

)
sin3.

(1.7)

В уравнениях (1.7) один из управляющих параметров может быть убран пе-
ренормировкой. Удобнее всего это сделать, используя среднее значение параметров.
Для этого положим

λ1 = λ+ δ и λ2 = λ− δ.
Здесь λ = (λ1 + λ2)/2 – среднее значение управляющего параметра, а δ = (λ1 − λ2)/2 –
параметр неидентичности. Выполним также замену переменных

R =
√
λ~R, r =

√
λ~r, t = ~t/λ,
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и параметров
δ = λ~δ, ε = λ~ε, µ = λ~µ, ∆ = λ~∆. (1.8)

Тогда приходим к окончательной форме искомых укороченных уравнений [12]

dR

dτ
= R(1 + δ− µ)−R3 + µr cos3+ εr sin3,

dr

dτ
= r(1− δ− µ)− r3 + µR cos3− εR sin3,

d3
dτ

= ∆+ χ(r2 −R2) + ε(
r

R
− R

r
) cos3− µ( r

R
+

R

r
) sin3.

(1.9)

Для сокращения записи мы опустили черту, которой обозначены «новые» параметры
и переменные в укороченном уравнении (1.9). В случае идентичных по управляю-
щему параметру систем уравнения (1.9) совпадают с полученными в [1].

В укороченных уравнениях (1.9) амплитуды осцилляторов и разность их фаз
взаимосвязаны. Однако, используя определенный прием, предложенный в [1, 3],
можно получить независимое уравнение для фазы 3. Для этого необходимо, что-
бы коэффициенты связи µ, ε и параметры неизохронности χ и неидентичности δ
были малыми. (По сравнению с единицей в принятой нормировке или по сравнению
с λ в исходных уравнениях.) В этом случае в «нулевом» приближении для амплитуд
осцилляторов из первых двух уравнений (1.9) имеем

dR

dτ
= R−R3,

dr

dτ
= r − r3.

Этим уравнениям отвечает установившееся движение по одинаковым орбитам еди-
ничного радиуса R = r = 1.

Перейдем теперь к возмущенным движениям. В первом приближении мож-
но положить R = 1 + R̃ и r = 1 + r̃, где тильдой отмечены малые возмущения
соответствующих переменных. Подставим сначала эти соотношения в первые два
уравнения (1.9). Пренебрегая членами высшего порядка, получаем

dR̃

dτ
= −2R̃ + µ(cos3− 1) + ε sin3+ δ,

dr̃

dτ
= −2r̃ + µ(cos3− 1)− ε sin3− δ.

Вслед за [1] обращаем внимание, что возмущения амплитуды сильно демпфированы,
поэтому их значения очень быстро выходят на стационарный уровень. Этот факт поз-
воляет вычислить возмущения, определяющие стационарные орбиты
осцилляторов

105



R̃ =
1
2
[µ(cos3− 1) + ε sin3+ δ],

r̃ =
1
2
[µ(cos3− 1)− ε sin3− δ].

(1.10)

Из выражений (1.10) видно, что присутствие диссипативной связи уменьшает
орбиты обоих осцилляторов, причем одинаковым образом. В свою очередь, инерци-
онная связь влияет иначе. Например, при сдвиге фаз между осцилляторами π/2 и
ε > 0 радиус орбиты первого осциллятора возрастает, а второго – уменьшается. Эти
особенности оказываются существенными при обсуждении отличия в поведении си-
стем с разным типом связи.

Подставим теперь выражения R = 1 + R̃ и r = 1 + r̃ в третье уравнение (1.9).
После некоторых преобразований имеем

d3
dτ

= ∆+ 2χ(r̃ − R̃)− 2µ sin3+ 2ε(r̃ − R̃) cos3. (1.11)

Теперь мы можем получить обобщенное уравнение Адлера для нашей зада-
чи. Для этого подставим соотношения (1.10) для возмущений радиусов в уравнение
(1.11). После некоторых преобразований получим

d3
dτ

= ∆− 2χδ− 2(µ+ χε) sin3− ε2 sin 23− 2εδ cos3. (1.12)

Это и есть искомое фазовое уравнение2. Его анализ позволяет выяснить характер ди-
намики относительной фазы слабо связанных осцилляторов в зависимости от всех
существенных факторов: диссипативной связи µ, инерционной связи ε, а также па-
раметров неидентичности по управляющим параметрам δ и неизохронности χ.

Сделаем еще одно замечание, касающееся нормировки. При выводе уравнений
(1.9) можно было использовать нормировку не на среднее значение управляющих па-
раметров, а на один из них, λ2, как это сделано, например, в [12]. Нетрудно показать,
что в этом случае мы приходим все равно точно к тому же фазовому уравнению
(1.12), но тогда фактор пересчета параметров исходной системы (1.1) и фазового
уравнения (1.12) будет λ = λ2. Таким образом, взаимосвязь параметров не вполне
однозначна, что связано с приближенным характером уравнения (1.12). Эта неодно-
значность, однако, не столь существенна, поскольку в соответствии с (1.8) приводит
лишь к одновременному изменению масштабов всех параметров. Представляется,
что использованная при выводе (1.9) нормировка предпочтительнее, поскольку учи-
тывает симметрию осцилляторов при смене знака δ. Однако, чтобы минимизировать
проблемы, связанные с пересчетом параметров, в компьютерных расчетах в части 2
мы будем выбирать либо среднее значение λ, либо величину λ2 всегда равными еди-
нице.

2При сопоставлении (1.12) и (1.9) и их обсуждении с другими работами [1, 3, 12] следует иметь в
виду, что разные авторы используют различные варианты выбора знаков параметров и относительной
фазы осцилляторов. Так, в [1] использованы противоположные знаки параметров неизохронности χ и
инерционной связи ε. В [12] при получении уравнения, аналогичного (1.9), нормировка осуществлена
не по среднему значению управляющих параметров, а по одному из них и т.д.
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1.2. Качественное обсуждение влияния различных факторов на динамику
фазы. Каждый из перечисленных в п. 1.1 факторов влияет на динамику фазы по-
своему. Обсудим сначала их влияние на качественном уровне. С этой целью удобно
ввести эффективный потенциал U(3) [15, 24]

d3
dτ

= −∂U(3)
∂3

. (1.13)

Тогда устойчивым режимам синхронизации (захвата фазы) отвечает минимум потен-
циала U(3). Максимумам отвечают неустойчивые состояния равновесия. В нашем
случае, в соответствии с (1.12), имеем

U(3) = −(∆− 2χδ)3− 2(µ+ χε) cos3− 1
2
ε2 cos 23+ 2εδ sin3. (1.14)

Обсудим влияние каждого фактора.
Диссипативная связь. Диссипативная связь стремится сблизить фазы осцил-

ляторов. Отвечающий ей член в эффективном потенциале

U(3) = −2µ cos3+ ... (1.15)

(в изохронном случае) имеет минимум в точке 3 = 0. Таким образом, диссипатив-
ная связь стремится синхронизовать осцилляторы в фазе. Случаю 3 = π отвечает
неустойчивое состояние равновесия.

Инерционная связь. Инерционная связь приводит к синхронизации во втором
порядке по параметру связи. В соответствии с вкладом в общий потенциал

U(3) = −1
2
ε2 cos 23+ ... (1.16)

может быть выявлена особенность инерционной связи – наличие фазовой биста-
бильности. Действительно, соотношению (1.16) отвечают два устойчивых состояния
равновесия: 3 = 0 и 3 = π. Таким образом, инерционная связь может синхро-
низовать осцилляторы как в фазе, так и в противофазе в зависимости от начальных
условий. Между устойчивыми положениями равновесия располагаются два неустой-
чивых, так что общее число равновесий – четыре.

Неизохронность. Неизохронность приводит к «добавке» в члене, соответству-
ющем диссипативной связи

U(3) = −2(µ+ χε) cos3+ ... (1.17)

Это тоже эффект второго порядка, связанный с комбинированным воздействием
неизохронности и инерционной связи. Соответствующий механизм фазировки ос-
цилляторов описан в [1] и состоит в следующем. Пусть второй осциллятор опережа-
ет первый по фазе на π/2. В соответствии с (1.10), он будет иметь орбиту меньшего
радиуса, а первый – большего. За счет неизохронности, в соответствии с двумя по-
следними уравнениями (1.6), у первого осциллятора угловая скорость вращения воз-
растет, а у второго – уменьшится. В результате осцилляторы начнут сближаться по
угловой координате. Это и приводит к тому, что изохронность в комбинации с инер-
ционной связью действует аналогично диссипативной связи, что видно формальным
образом из (1.17).
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Если же параметр неизохронности χ отрицателен, то у отстающего по фа-
зе первого осциллятора угловая скорость уменьшится, а у второго – увеличится.
Осцилляторы начнут «расходиться» по фазе. Это пример «отталкивающего» взаи-
модействия, которое приводит к противофазной синхронизации. В соответствии с
(1.17) эта ситуация аналогична отрицательному значению параметра µ. Последние
соображения говорят о том, что для общности картины имеет смысл вводить в рас-
смотрение и случай µ < 0, который можно назвать активной связью3. В случае
активной связи в соответствии с (1.17) будет наблюдаться противофазная синхрони-
зация.

Неидентичность. Малая неидентичность по управляющим параметрам дей-
ствует тоже как эффект второго порядка в системе с инерционной связью. Член в
эффективном потенциале

U(3) = 2εδ sin3+ ... (1.18)

отвечает устойчивому режиму синхронизации со сдвигом фаз между вторым и пер-
вым осцилляторами на 3π/2. Точке π/2 соответствует неустойчивое состояние рав-
новесия. Смена знака связи или изменение знака добавки к управляющим парамет-
рам меняет характер устойчивости этих состояний равновесия на противоположный.

Неидентичность в неизохронной системе дает еще и аддитивную добавку к
частотной расстройке, поскольку теперь

U(3) = −(∆− 2χδ)3+ ... (1.19)

Итак, в общем случае есть несколько механизмов, которые стремятся привести
к синхронизации с разным фазовым сдвигом (0, π/2, π, 3π/2) между осциллятора-
ми. Кроме того, в системе с инерционной связью возможна фазовая мультистабиль-
ность.

Заметим, что полученное нами фазовое уравнение (1.12) образует своего рода
«нормальную» форму для фазовой динамики связанных осцилляторов. Действитель-
но, оно имеет вид

d3
dτ

= ∆+ A sin3+ B cos3+ C sin 23. (1.20)

Понятна его «организация»: постоянный член (дрейф фазы), члены с осцилляция-
ми в виде синуса и косинуса и их произведение, обусловленное эффектом второго
порядка4.

Уравнение (1.20) характеризуется целым рядом симметрий. Например, оно пе-
реходит в себя при замене 3 → −3, ∆ → −∆, B → −B. Такого рода симметрии,
как мы увидим ниже, приводят к соответствующим симметриям в устройстве языков
синхронизации.

3Представление об «активной» связи кажется логичным с формальной точки зрения (см. в этой свя-
зи уравнение (1.20)). В современной радиотехнике, однако, создание «отрицательного сопротивления»
в цепи связи не представляет проблем, например, с использованием операционного усилителя. Таким
образом, включение в анализ только положительных констант диссипативной связи отчасти является
исторической традицией.

4Может показаться, что в общем случае мы «упустили» член cos 23. Этот член, однако, можно
убрать сдвигом фазы на постоянную величину. Так что уравнение (1.20) в определенной мере уни-
версально. С его вариантом, В = 0, можно встретиться, например, в теории солитонов для так назы-
ваемого двойного синус-уравнения Гордона [18], правда, следует использовать не первую, а вторую
производную.
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Периодичность фазы предоставляет в этом плане новые интересные возмож-
ности. Пусть, например, в (1.20) «включены» только два члена

d3
dτ

= ∆+ A sin3+ C sin 23.

Выполним замену переменной 3 = π/2− θ. Тогда это уравнение приводится к
dθ
dτ

= −[∆+ A cos θ+ C sin 2θ].

Оно эквивалентно (1.20), в котором нужно положить A = 0, выполнить замену
B → A и обратить время. Следовательно, картина бифуркаций в этих двух случаях
будет полностью эквивалентной, но устойчивые равновесия заменятся на неустой-
чивые и наоборот. С такими симметриями мы встретимся при обсуждении влияния
неидентичности и неизохронности осцилляторов.

1.3. Диссипативная связь. Система с чисто диссипативной связью приводит
к фазовому уравнению

d3
dτ

= ∆− 2µ sin3. (1.21)

Это классическое уравнение Адлера [1, 15]. Положения равновесия (ситуации захва-
та фазы) в соответствии с (1.21) ищутся из уравнения

∆
2µ

= sin3. (1.22)

На плоскости частотная расстройка – величина связи (∆, µ) им отвечает область
внутри языка синхронизации с «изломом» при вершине, ограниченная линиями
µ = ±∆/2 (рис. 1.1).

Внутри языка наблюдается синфазная синхронизация, причем при нулевой
расстройке ∆ = 0 фаза точно равна нулю. На рис. 1.1 показана только область дис-
сипативной связи µ > 0. Для «активной» связи, когда µ < 0, в соответствии с (1.22)
картина получается симметричной относительно оси частотных расстроек, при этом
синфазный режим сменяется противофазным.

Рис. 1.1. а – Язык синхронизации в системе с диссипативной связью, в кружочке указано число
устойчивых состояний равновесия фазы; б – бифуркационная диаграмма при пересечении языка по
указанной на левом рисунке стрелке
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Введение малой неидентичности по управляющим параметрам δ в системе с
чисто диссипативной связью в соответствии с (1.12) не сказывается на форме языка.
Точно так же в этом приближении введение неизохронности χ не меняет картины,
поскольку диссипативная связь изменяет орбиты одинаковым образом и скорость
изменения фазы оказывается одинаковой для обоих осцилляторов. А вот одновре-
менное введение и неидентичности и неизохронности, согласно выражению (1.12),
приводит к появлению в фазовом уравнении постоянной добавки к частотной рас-
стройке. Это, в свою очередь, означает сдвиг языка синхронизации вправо или влево
на величину этой добавки. Однако наиболее интересные и многообразные эффекты
наблюдаются при наличии инерционной связи.

1.4. Инерционная связь. Инерционная связь и неидентичность. Перейдем
теперь к случаю инерционно связанных осцилляторов. Для идентичных изохронных
осцилляторов имеем

d3
dτ

= ∆− ε2 sin 23. (1.23)

В этом случае границы языка синхронизации задаются соотношением

∆ = ± ε2. (1.24)

Таким образом, язык имеет очень узкое острие в виде корневой особенности
(рис. 1.2, а). Этот факт связан с тем, что синхронизация осцилляторов в этом слу-
чае, как мы уже говорили – эффект «второго порядка». Однако язык очень быстро
расширяется с ростом ε и вполне выявляется компьютерным моделированием (см.
часть 2). На рис. 1.2 представлен случай положительных значений параметра связи ε;
для отрицательных ε картина получается зеркальным отражением относительно оси
частотной расстройки.

Существенная особенность задачи в анализируемом случае – фазовая биста-
бильность внутри языка, что формально связано с удвоенным аргументом синуса в
соотношении (1.23). Бистабильные состояния одновременно рождаются и одновре-
менно исчезают при переходе через границу языка. Соответствующая бифуркаци-
онная диаграмма при движении по выделенной на рис. 1.2, а линии показана на

Рис. 1.2. а – Язык синхронизации в системе с инерционной связью, в кружочке – число устойчивых
состояний равновесия фазы, серым цветом выделена область бистабильности; б – бифуркационная
диаграмма при пересечении языка по указанной на левом рисунке линии
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рис. 1.2, б. На рис. 1.2 и далее цифрами в кружочке показано число устойчивых
состояний равновесия фазы, а серым цветом выделена область бистабильности.

Рассмотрим теперь влияние неидентичности по управляющим параметрам в
системе с инерционной связью. В этом случае фазовое уравнение имеет вид

d3
dτ

= ∆− ε2 sin 23− 2εδ cos3, (1.25)

и мы приходим к следующему уравнению для определения положений равновесия
фазы:

∆ = ε2 sin 23+ 2εδ cos3. (1.26)

Заметим, прежде всего, что введение неидентичности «исправляет» форму
языка у его основания: при очень малых ε первым членом можно пренебречь, и
язык будет иметь традиционный вид с изломом ε = ±∆/(2δ). При этом с ростом
неидентичности язык становится все более широким.

Полезно проанализировать случай нулевой расстройки ∆ = 0 (середина языка
синхронизации). Из (1.26) имеем соотношение

0 = cos3(ε sin3+ δ). (1.27)

Оно распадается на два:

cos3 = 0 и ε sin3+ δ = 0. (1.28)

Из первого мы видим, что имеются два положения равновесия, которые не зависят
от величины связи: 3 = π/2 и 3 = 3π/2. При малых ε первое неустойчиво, а второе
устойчиво.

В свою очередь, при выполнении второго условия (1.28) возможны еще два
положения равновесия. Они возникают при ε = δ для фазы 3 = 3π/2 и с ростом
ε расходятся, стремясь в асимптотике к значениям 3 = π и 3 = 2π. Общая бифур-
кационная диаграмма показана на рис. 1.3, б. В соответствии с эти рисунком, при
ε = δ наблюдается бифуркация типа «вилка», когда положение равновесия 3 = 3π/2

Рис. 1.3. а – Язык синхронизации в системе с инерционной связью в присутствии неидентичности
(δ = 0.5) по управляющим параметрам; б – бифуркационная диаграмма при пересечении языка по
линии нулевой частотной расстройки ∆ = 0
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теряет устойчивость, и от него отделяются симметричным образом два новых устой-
чивых. До этой бифуркации бистабильность невозможна – она возникает при ε > δ.
Таким образом, неидентичность осцилляторов разрушает общую границу синхрони-
зации бистабильных состояний – теперь у каждого из них она своя.

Определим теперь границы областей синхронизации. Для этого надо продиф-
ференцировать соотношение (1.26) по 3 и приравнять производную нулю, что отве-
чает ситуации слияния корней. Соответствующие линии на плоскости параметров,
по терминологии теории бифуркаций [1, 15], являются линиями седло-узловых би-
фуркаций или линиями складок, по терминологии теории катастроф [14, 21]. В ре-
зультате получаем

0 = ε cos 23− δ sin3. (1.29)

Соотношения (1.26), (1.29) задают границы областей синхронизации на плоскости
частотная расстройка – величина связи (рис. 1.3, а) в параметрической форме

∆ = ε2 sin 23+ 2εδ cos3,

ε =
δ sin3
cos 23

.

(1.30)

На рисунке видим, что, действительно, границы седло-узловых бифуркаций для со-
стояний с разными положениями равновесия для фазы не совпадают.

Заметим, что наличие бифуркации типа вилка «сигнализирует» о существова-
нии точки сборки на плоскости (∆, ε) в точке (0, δ). Несложно показать, что в этой
точке располагается вершина полукубического острия. Для этого положим
3 = 3π/2 + x. Тогда из (1.29) получаем

ε =
δ cosx

cos 2x
= δ

(
1 +

3
2
x2 + ...

)
. (1.31)

В свою очередь, из (1.30) и (1.31) следует

∆ = δ2(− sin 2x + 2 sinx) = δ2(x3 + ...).

Комбинируя эти соотношения, действительно получаем полукубическую параболу

∆ = ±
[
2
3
δ1/3(ε− δ)

]3/2

.

Рассматриваемая задача характеризуется тремя параметрами (∆, ε, δ). Поэтому по-
лезно изобразить и сечение плоскостью (∆, δ). Соответствующая область (язык) син-
хронизации и бифуркационная диаграмма при движении внутри языка снизу вверх
показаны на рис. 1.4. В этом случае также имеется точка сборки, но обращенная
острием вверх, так что область бистабильности расположена в нижней части языка.

Итак, наш анализ в рассматриваемом случае выявил две характерные конфи-
гурации областей (языков) синхронизации, показанные на рис. 1.3, а и рис. 1.4, а.
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Рис. 1.4. а – Язык синхронизации в системе неидентичных осцилляторов с инерционной связью на
плоскости параметров частотная расстройка ∆ – параметр неидентичности осцилляторов δ в случае
ε=0.5; б – бифуркационная диаграмма при пересечении языка по линии нулевой частотной расстройки
∆ = 0

1.5. Эквивалентные случаи: инерционная связь и неизохронность, комби-
нированная связь. В предыдущем разделе мы добавили к системе с инерционной
связью неидентичность осцилляторов по управляющим параметрам. Вновь возьмем
систему с инерционной связью, но добавим другой фактор – неизохронность осцил-
ляторов. Тогда из (1.12) получаем

d3
dτ

= ∆− 2χε sin3− ε2 sin 23. (1.32)

Выполним в этом соотношении замену переменной 3 = π/2− θ:

−dθ
dτ

= ∆− ε2 sin 2θ− 2χε cos θ. (1.33)

Если положить χ = δ, (1.33) с точностью до знака производной от фазы совпада-
ет с соотношением (1.25) для неидентичной изохронной системы, Таким образом,
в рассматриваемом приближении неидентичность и неизохронность приводят к эк-
вивалентной картине бифуркаций с точностью до сдвига фаз осцилляторов на π/2
и смене неустойчивых равновесий на устойчивые и наоборот. Это одно из проявле-
ний симметрии, о которой мы говорили при обсуждении соотношения (1.20). Сле-
довательно, конфигурация бифуркационных линий в системе с инерционной связью
и неидентичностью оказывается такой же, как в системе с инерционной связью и
неизохронностью.

В определенной мере, то же самое относится и к ситуации, когда имеется
комбинированная связь – диссипативная и инерционная, а остальные возмущающие
факторы не включены. Действительно, для этого случая уравнение фазовой динами-
ки имеет вид

d3
dτ

= ∆− 2µ sin3− ε2 sin 23. (1.34)

При фиксированном уровне инерционной связи ε = 1 (1.34) совпадает с (1.32), ес-
ли положить µ = χ. Таким образом, для неизохронной системы устройство языка
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синхронизации на плоскости (∆, χ) точно совпадает с устройством языка для комби-
нированной связи на плоскости (∆, µ).

Картина будет аналогичной и при других значениях инерционной связи, необ-
ходимо только пересчитывать ее величину по определенному правилу. Действитель-
но, если выполнить в выражении (1.32) замены вида

∆→ ε2∆, ε→ ε2, χ→ µ ,

то оно с точностью до изменения масштаба времени на фактор ε2 перейдет в (1.34).
Таким образом, картина бифуркаций будет эквивалентна при пересчете уровня инер-
ционной связи по правилу ε→ ε2.

Итак, неизохронность, диссипатив-

Рис. 1.5. Язык синхронизации в системе с комби-
нированным типом связи на плоскости параметров
частотная расстройка ∆ – параметр инерционной
связи ε в случае µ = 0.25

ная связь и неидентичность, добавляе-
мые поодиночке к инерционной связи,
дают одинаковую геометрию бифурка-
ционных линий в соответствующих се-
чениях пространства параметров. В этом
плане рис. 1.3, а и рис. 1.4, а выступа-
ют как «эталонные» варианты устрой-
ства языков синхронизации. Правда,
неизохронность и неидентичность раз-
личаются реализацией сдвига фаз меж-
ду осцилляторами на π/2 и сменой устой-
чивых равновесий на неустойчивые и на-
оборот.

В заключение этого раздела представим на рис. 1.5 для случая комбинирован-
ной связи вид области синхронизации на плоскости параметров (частотная расстрой-
ка ∆ – величина инерционной связи ε). В этом случае язык синхронизации опирается
на конечный интервал частотных расстроек ∆ = 4µ, который легко находим из (1.34),
полагая ε = 0 и sin3 = ±1.

1.6. Инерционная связь, неидентичность и неизохронность. С позиций
уравнения фазовой динамики (1.12) рассмотренные выше случаи отвечают «включе-
нию» двух существенных членов. Теперь следует перейти к более общей ситуации,
когда нужно учитывать все три. При этом эквивалентность между разными физиче-
скими факторами нарушится, потому что решения, отвечающие, например, сдвигу
фазы на π/2, оказываются уже неэквивалентными.

Для того чтобы сохранить физическую интерпретацию, рассмотрим конкрет-
ный пример. Так, логичным продолжением пункта 1.3 может служить ситуация,
когда системе с чисто инерционной связью и неидентичностью добавляют неизо-
хронность. Естественно рассмотреть, как меняется устройство «типичных» языков
рис. 1.3, а и рис. 1.4, а при введении дополнительного существенного фактора.
В этом случае имеем следующее уравнение для равновесия фазы:

∆ = 2χδ+ 2χε sin3+ ε2 sin 23+ 2εδ cos3. (1.35)
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Здесь проявляется еще одна особенность неизохронности, которая отвечает постоян-
ной добавке к частотной расстройке, тем большей, чем более неидентичными явля-
ются осцилляторы. Для поиска границ областей синхронизации приравниваем нулю
производную по фазе

χ cos3+ ε cos 23− δ sin3 = 0. (1.36)

Откуда

δ =
ε cos 23+ χ cos3

sin3
. (1.37)

Используя соотношения (1.35) и (1.37), изучим сначала трансформации язы-
ка на плоскости (∆, δ) при вариации параметра неизохронности χ. Соответствую-
щие перестройки показаны на рис. 1.6. Заметим, что теперь, в отличие от рис. 1.4,
мы представляем области как положительных, так и отрицательных значений δ, по-
скольку это существенно с точки зрения происходящих перестроек.

Из рисунка хорошо видно, что с ростом неизохронности χ язык становится
асимметричным (рис. 1.6, б). Две ветви линий складок сближаются и при χ = 0.5
сливаются (рис. 1.6, в), так что от начала координат отделяются две новые сборки,
которые затем постепенно расходятся (рис. 1.6, г). Соответствующая перестройка
в терминах теории катастроф называется «клюв к клюву» [21]. (См. в этом кон-
тексте характерное расположение двух наиболее близких сборок на рис. 1.6, г.) Ее
пороговое значение может быть найдено аналитически из тех соображений, что на
плоскости параметров при δ = 0 сливаются и исчезают две точки пересечения ли-
ний складок с осью ∆ (переход от рис. 1.6, б к рис. 1.6, г). Поэтому, полагая в (1.37)

Рис. 1.6. Метаморфозы бифуркационных линий системы с инерционной связью в присутствии неиден-
тичности и неизохронности на плоскости параметров (∆, δ). Параметр инерционной связи ε = 0.5.
Параметр неизохронности χ: 0 (а); 0.25 (б); 0.5 (в); 0.51 (г); 0.6 (д); 0.75 (е)
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δ = 0, получаем
ε cos 23 = −χ cos3.

Условия исчезновения корней, очевидно, cos3 = ±1; при этом получаем χ = ±ε, что
находится в соответствии с рис. 1.6, в.

Далее, одна «новая» и одна «старая» сборки попарно образуют на рис. 1.6, г, д
характерные конфигурации, известные в теории катастроф как «ласточкин хвост»
[13, 14, 21]. Входящие в них точки сборки, в свою очередь, сближаются и, как видно
из рис. 1.6, д, е, сливаются и исчезают. Соответствующую бифуркационную ситуа-
цию коразмерности три ищем, приравнивая нулю три производные по 3 от выраже-
ния (1.35):

χ cos3+ ε cos 23− δ sin3 = 0,

χ sin3+ 2ε sin 23+ δ cos3 = 0,

χ cos3+ 4ε cos 23− δ sin3 = 0.

(1.38)

Из первого и третьего соотношений следует, что cos 23 = 0 и χ cos3 − δ sin3 = 0.
Первое уравнение имеет два корня, 31 = π/4 и 32 = 3π/4, и поэтому χ = ±δ. Под-
ставляя этот результат во второе уравнение (1.38), после некоторых преобразований
получаем

χ = ∓
√

2ε,

что при ε = 0.5 дает χ = ∓0.707... и находится в соответствии с рис. 1.6, д, е.
На плоскости параметров (∆, δ) моменту катастрофы «ласточкин хвост» отве-

чают точки с координатами ∆ = χ2/2, δ = χ, а также ∆ = −χ2/2, δ = −χ. Таким
образом, на плоскости параметров две особенности типа «ласточкин хвост» появля-
ются одновременно симметричным образом, в первой и третьей четверти графика,
на разных ветвях бифуркационных линий (рис. 1.6, д). Это одно из проявлений сим-
метрии, присущей системе.

Эволюция языка синхронизации на плоскости (∆, ε) при фиксированном па-
раметре неидентичности δ = 0.5 и добавлении все возрастающей неизохронности
представлена на рис. 1.7. В этом случае линии седло-узловых бифуркаций даются
соотношениями (1.35) и (1.37), причем последнее следует представить в следующем
виде:

ε =
δ sin3− χ cos3

cos 23
. (1.39)

Анализ соответствующих иллюстраций показывает, что введение неизохрон-
ности приводит к асимметрии языка и смещению его вершины в область положи-
тельных расстроек на величину ∆ = 2χδ, тем большую, чем больше неизохронность.
Из рисунка мы видим, что имеется особая ситуация при χ = δ. В этом случае 3 = π/4
и соотношение (1.39) приводит к неопределенности, поэтому на рис. 1.7, в показан
«почти» бифуркационный случай. Как видно из рис. 1.7, в, г, при превышении зна-
чения χ = δ «сценарий» изменения внутреннего устройства языка повторяется в
обратном порядке.
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Рис. 1.7. Метаморфозы бифуркационных линий системы с инерционной связью в присутствии неиден-
тичности и неизохронности на плоскости параметров (∆, ε). Параметр неидентичности δ = 0.5. Пара-
метр неизохронности χ: 0 (а); 0.25 (б); 0.4999 (в); 0.75 (г)

1.7. Инерционная связь, диссипативная связь, неидентичность и неизо-
хронность. «Включим» теперь все возможные физические факторы. Тогда, в соот-
ветствии с (1.12) имеем

∆ = 2χδ+ 2(µ+ χε) sin3+ ε2 sin 23+ 2εδ cos3. (1.40)

Продифференцировав это соотношение по 3, можно прийти к соотношению

δ =
ε cos 23+ (µ/ε+ χ) cos3

sin3
. (1.41)

Совместно с (1.40) оно задает вид языка синхронизации на плоскости (∆, δ).
Его устройство и перестройки иллюстрирует рис. 1.8, на котором показана конфи-
гурация бифуркационных линий при χ = 0.75 и ε = 0.5. Это случай «большой»
неизохронности, параметр χ = 0.75 соответствует рис. 1.6, е. Параметр диссипатив-
ной связи µ на серии рисунков 1.8 постепенно уменьшается от 1.5 до -0.75.

«Стартовая» ситуация отвечает языку синхронизации в виде наклоненной «по-
лосы», которая не имеет особенностей и вершин. Области бистабильности отсут-
ствуют (рис. 1.8, а). Обсудим наблюдаемые перестройки при уменьшении уровня
диссипативной связи. Для этого заметим, что соотношение (1.41) эквивалентно (1.37)
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Рис. 1.8. Метаморфозы бифуркационных линий системы с инерционной и диссипативной связью
в присутствии неидентичности и неизохронности на плоскости параметров (∆, δ) при уменьшении
параметра диссипативной связи µ: 1.5 (а); −0.11 (б); −0.4 (в); −0.625 (г); −0.63 (д); −0.75 (е). Случай
µ = 0 представлен на рис. 1.6, е. Параметры инерционной связи ε = 0.5 и неизохронности χ = 0.75

при замене (µ/ε+χ) → χ. Поэтому можно использовать результаты раздела 1.5. Дей-
ствуя таким образом, заключаем, что при µ/ε + χ = ± ε или µ = ε(± ε − χ) имеют
место перестройки «клюв к клюву». В свою очередь, при µ/ε + χ = ±√2ε или
µ = ε(±√2ε− χ) наблюдаются катастрофы типа «ласточкин хвост».

Если мы фиксируем χ и ε, и уменьшаем µ, как на рис. 1.8, то последовательно
имеем следующие перестройки. При µ1 = ε(

√
2ε − χ) происходит катастрофа «ла-

сточкин хвост» и образуются две небольшие области бистабильности (рис. 1.8, б).
Затем при µ2 = ε(ε− χ) имеет место перестройка «клюв к клюву» и области биста-
бильности объединяются в одну (рис. 1.8, в).

При дальнейшем уменьшении параметра µ, при µ3 = −ε(ε + χ) происходит
вторая перестройка «клюв к клюву», а при µ4 = −ε(√2ε + χ) – «ласточкин хвост»
(рис. 1.8, г, д). В результате при µ < −ε(√2ε + χ) мы приходим к конфигурации
рис. 1.8, е, аналогичной «стартовой», рис. 1.8, а. В представленном примере все пе-
рестройки происходили при µ < 0, то есть в случае активной связи. Однако две
первые перестройки могут отвечать и случаю диссипативной связи, если только па-
раметр неизохронности не превышает параметр инерционной связи, то есть χ < ε.

Чтобы выявить конфигурацию языка на плоскости (∆, ε), следует разрешить
соотношение (1.41) относительно коэффициента инерционной связи ε, в результате
чего придем к квадратному уравнению

ε2 cos 23− ε(δ sin3− χ cos3) + µ cos3 = 0.

Решая его, получаем

ε =
δ sin3− χ cos3±

√
(δ sin3− χ cos3)2 − 4µ cos3 cos 23

2 cos 23
. (1.42)
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Мы видим, что даже малое введение диссипативной связи по сравнению с
(1.39) приводит к появлению новой ветви решения, которой отвечает знак «минус»
перед квадратным корнем. (При µ = 0 этой ветви отвечала ось ε = 0.)

Несколько характерных иллюстраций для этого случая показаны на рис. 1.9.
Параметры неидентичности и неизохронности фиксированы и равны значениям
δ = 0.5, χ = 0.75. Как и на рис. 1.8, «стартовая» ситуация отвечает достаточно
большой диссипативной связи µ = 1, а затем величина связи убывает.

На рис. 1.9, а можно видеть конфигурации, аналогичные рис. 1.7. Однако в
области отрицательных значений инерционной связи ε < 0 две разные ветви бифур-
кации седло-узел пересекаются, формируя несколько иную картину областей биста-
бильности. С уменьшением параметра диссипативной связи (переход от рис. 1.9, а к
рис. 1.9, б) расположенная в нижней полуплоскости точка сборки приближается ко
второй линии бифуркации седло-узел. Вслед за этим в ее окрестности происходят
перестройки, которые в увеличенном масштабе иллюстрирует рис. 1.10.

На рис. 1.10, а показан увеличенный фрагмент рис. 1.9, б. Можно видеть точ-
ку сборки и две близко расположенные ветви линий седло-узловых бифуркаций.
С уменьшением параметра диссипативной связи µ, эти ветви сближаются, касаются
друг друга, и происходит «разрыв» в результате перестройки «клюв к клюву» (пере-
ход от рис. 1.10, а к рис. 1.10, б). При этом возникает характерная для катастрофы
ласточкин хвост конфигурация, которую иллюстрирует в еще большем масштабе
правый рисунок 1.10, б.

Рис. 1.9. Метаморфозы бифуркационных линий системы с инерционной и диссипативной связью
в присутствии неидентичности и неизохронности на плоскости параметров (∆, ε) при уменьшении
параметра диссипативной связи µ: 1.0 (а); 0.6 (б); 0.3 (в); 0 (г); −0.4 (д). Параметры неидентичности
δ = 0.5 и неизохронности χ = 0.75
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Рис. 1.10. а – увеличенная окрестность точки сборки, представленной на рис. 1.9, б и построенной
для µ = 0.6; б, в – перестройка «ласточкин хвост» при переходе от µ = 0.495 к µ = 0.44

По аналогии с анализом п. 1.5, без труда получаем условия катастрофы «ла-
сточкин хвост»

µ =
δ(χ+ δ)√

2
. (1.43)

Для данных значений параметров δ = 0.5, χ = 0.75, имеем µ = 0.4419417... Пере-
ход через это бифуркационное значение можно наблюдать на увеличенных правых
фрагментах рис. 1.10, б и рис. 1.10, в5.

5Еще одна перестройка имеется при µ =
δ(χ− δ)√

2
.
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Полезно указать также точки на плоскости параметров (∆, ε), которым отвеча-
ет катастрофа «ласточкин хвост»

∆ = 2χδ− 3
2
δ2, ε = − δ√

2
. (1.44)

Вернемся к рис. 1.9. С дальнейшим уменьшением параметра диссипативной
связи (рис. 1.9, в) возникает структура бифуркационных линий, аналогичная рис. 1.5,
но не обладающая соответствующей симметрией. Язык синхронизации имеет «ос-
нование» в виде отрезка конечной ширины по частотной расстройке, края которого
даются соотношением ∆ = 2χδ±2µ. С уменьшением величины диссипативной связи
ширина «основания» уменьшается, и при µ = 0 обращается в ноль. Возникает сим-
метричный относительно оси расстроек язык с характерным острием (рис. 1.9, г).
При дальнейшем уменьшении параметра µ в отрицательную сторону вновь наблю-
дается появление «основания» конечной ширины и асимметрии картины (рис. 1.9, д).

Часть 2. Компьютерное моделирование
системы связанных осцилляторов ван дер Поля–Дуффинга

2.1. Общая методика. Обратимся теперь к компьютерному исследованию
исходной системы связанных осцилляторов ван дер Поля–Дуффинга (1.1). Эта за-
дача характеризуется пятью параметрами, оказывающими влияние на динамику фа-
зы и картину синхронизации в соответствии с представленным выше обсуждением.
Для исходной системы (1.1) количество значимых параметров возрастает, поскольку
оказываются существенными уже оба параметра λ1 и λ2, а не только их разность
δ = (λ1 − λ2)/2.

Использованный в первой части работы метод медленно меняющихся ампли-
туд применим в случае малых значений λ1 и λ2. Теперь мы будем выбирать их при-
мерно равными единице. Такой выбор, с одной стороны, дает возможность хотя бы
на качественном уровне выявить особенности, характерные для фазовой динамики, а
с другой – иллюстрирует феномены исходной системы связанных осцилляторов, ко-
торые оказываются, конечно, существенно богаче. В конкретных расчетах для иден-
тичных систем полагаем λ1 = λ2 = 1, а для неидентичных – либо λ1 = 2 и λ2 = 1,
если неидентичность фиксирована, либо λ1 = 1+δ, λ2 = 1−δ, если неидентичность
является изменяемым параметром (см. также замечание о нормировке в конце п. 1.1).

Для иллюстрации колебательных режимов и картины синхронизации исполь-
зовался метод карт динамических режимов [16]. На таких картах белым цветом и
оттенками серого показаны найденные численно области, соответствующие различ-
ным периодам колебаний (рис. 2.1). Черный цвет обозначает хаотические и квазипе-
риодические режимы. Периоды циклов при построении карт динамических режимов
определялись с использованием метода сечений Пуанкаре. После достаточно дли-
тельного переходного процесса, когда можно считать фазовую траекторию вышед-
шей на предельный цикл, определялись точки ее пересечения с секущей плоскостью.
При этом рассматривались только траектории, пересекающие сечение Пуанкаре в од-
ном направлении. Количество точек пересечения секущей плоскости принималось за
период предельного цикла. В качестве сечения Пуанкаре удобно выбрать гиперпо-
верхность в четырехмерном фазовом пространстве, соответствующую обращению в
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Рис. 2.1. Языки синхронизации и области квазипериодических режимов на плоскости параметров
частотная расстройка осцилляторов – величина связи (∆, µ): а – для системы (1.1), б – для системы
(2.1). Параметры: λ1 = λ2 = 1, β = 0, ε = 0

ноль скорости одного из осцилляторов, например, ẏ = 0. Цвет на карте выбирался в
соответствии с периодом в таком сечении.6

Прежде чем перейти к иллюстрациям, сделаем еще два замечания. Во-первых,
укороченная система (1.7) получена из (1.1) с помощью некоторых приближений.
Поэтому отвечающая ей форма полной дифференциальной системы может быть по-
добрана неоднозначно. Поясним это. Если вместо (1.1) использовать, например,

d2x

dt2
− (λ1 − x2)

dx

dt
+ x + βx3 + ε(x− y) + µ(

dx

dt
− dy

dt
) = 0,

d2y

dt2
− (λ2 − y2)

dy

dt
+ (1 + ∆)y + βy3 + ε(y − x) + µ(

dy

dt
− dx

dt
) = 0,

(2.1)

то придем тем не менее к тому же укороченному уравнению (1.7). Хотя (2.1) и
отличается от (1.1) всего лишь перенормировкой, эти отличия оказываются суще-
ственными. Например, система (1.1) при ∆ > 2 описывает ситуацию, когда первый
осциллятор характеризуется двухъямным потенциалом, а (2.1) – нет; на плоскости
параметров может «исчезнуть» область гибели колебаний при одинаковых значени-
ях параметра λ (см. ниже) и т.д. Мы выберем для дальнейших иллюстраций именно
систему (1.1), поскольку для нас важны характерные симметрии задачи, а они в этой
форме максимально представлены.

Во-вторых, для компьютерных экспериментов знак коэффициентов в уравне-
ниях не является (с точки зрения расчетов) существенным моментом. В этом отличие
от реальной системы, когда изменение знака связи может потребовать использования

6Поскольку осцилляторы равноправны, при таком выборе только одна из систем языков синхро-
низации по одну сторону от основного языка оказывается окрашенной, а вторая – фиксируется как
область периода 1 (например, языки с числами вращения 3:1 и 1:3, соответственно). Чтобы сделать
картину более информативной, мы учитываем равноправие осцилляторов и окрашиваем такие языки в
одинаковый цвет.
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совершенно другого радиотехнического элемента. Мы уже отмечали, что полезно
выбирать разные варианты знаков, и не будем делать в компьютерных эксперимен-
тах никаких ограничений.

2.2. Чисто диссипативная связь. Будем следовать структуре первой части
работы. Поэтому, прежде всего, представим карту динамических режимов для чи-
сто диссипативно связанных осцилляторов ван дер Поля (1.1) в случае идентичных
по управляющему параметру систем при λ1 = λ2 = 1 (рис. 2.1, а). В соответствии
с нашими замечаниями, «разрешаем» константе связи принимать и отрицательные
значения. По частотной расстройке масштаб рисунка ограничен точками ∆ = ±2,
вне которого изображающие точки при компьютерном моделировании убегают на
бесконечность. Для иллюстрации «проблемы» выбора дифференциальной системы
на рис. 2.1, б показана аналогичная карта для системы (2.1). Заметны определен-
ные различия, например, с точки зрения реализации эффекта гибели колебаний7 и
симметрии картины.

Вернемся к системе (1.1). На рис. 2.1, а видим четко выраженный, симметрич-
ный относительно вертикальной оси язык, границы которого с высокой точностью

даются полученным в п. 1.2 соотношением µ = ±∆
2
. Языки для случаев диссипатив-

ной и активной связи на рисунке визуально идентичны, как и предсказывает анализ
фазовой динамики.

На рис. 2.2 показаны две проекции четырехмерного фазового пространства
системы (2.1): фазовый портрет первого осциллятора на плоскости (x, ẋ) и своего
рода «фигуры Лиссажу» на плоскости переменных (x, y). Выбрана очень маленькая
частотная расстройка и представлены случаи диссипативной и активной связи. Из
рассмотрения рисунков хорошо видно, что в первом случае (диссипативной связи)
осцилляторы синхронизовались практически точно в фазе, а во втором – в противо-
фазе. Хорошо видно также, что при диссипативной связи радиус орбиты уменьшает-
ся, а при активной – увеличивается. Физически это совершенно понятно, поскольку
активная связь подкачивает дополнительную энергию в систему, а формально это
следует из (1.10). В последнем случае цикл искажается еще и по форме с ростом λ
[15] так же, как и в автономной системе.

Рис. 2.2. Проекции аттракторов на плоскости (x, ẋ) и «фигуры Лиссажу» на плоскости (x, y) для
системы (1.1). Параметры: λ1 = λ2 = 1, ∆ = 0.01; µ = 0.5 – диссипативная связь (а) и µ = −0.5 –
активная связь (б)

7Эффект гибели колебаний состоит в том, что положение равновесия в начале координат становится
устойчивым из-за значительной величины диссипативной связи и колебания исчезают [1, 2].
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Рис. 2.3. Увеличенные фрагменты рис. 2.1 в случае диссипативной (а) и активной (б) связи. Значения
параметров те же, что и на рис. 2.1

На плоскости параметров на рис. 2.1 мы видим также целую систему выс-
ших языков синхронизации, из которых наиболее значительный отвечает соотноше-
нию частот осцилляторов 3:1 (и 1:3). Эти языки уже не описываются укороченными
уравнениями (1.7).

Увеличенные фрагменты карты режимов на рис. 2.3, а, б показывают, что при
рассмотрении всей системы языков, в отличие от уравнения фазовой динамики, дис-
сипативная и активная связь уже не эквиваленты. Действительно, для активной связи
языки заполняют более широкую частотную полосу и характеризуются более раз-
витым внутренним устройством. Это объясняется тем, что, в соответствии с (1.7),
диссипативная связь несколько понижает «эффективный» управляющий параметр, а
активная – повышает. Поэтому в системе с активной связью колебания в некотором
смысле отвечают большему превышению значения «эффективного» управляющего
параметра над пороговым.

2.3. Диссипативная связь, неидентичность и неизохронность. Добавим те-
перь к диссипативной связи последовательно неидентичность, а затем – неизохрон-
ность. Уравнение фазовой динамики (1.12) говорит о том, что введение этих фак-
торов в отсутствие инерционной связи не сказывается на картине синхронизации.
Посмотрим, что будет в случае, когда управляющий параметр λ уже не мал.

Сначала добавим только неидентичность осцилляторов, выбрав λ1 =2, λ2 =1.
Карта динамических режимов на плоскости параметров (∆, µ) для данного слу-
чая представлена на рис. 2.4. Хорошо видно, что в области малых расстроек язык
остается симметричным, как и предсказывает анализ на основе фазового уравнения,
но в области больших расстроек он становится асимметричным. При этом порог
синхронизации при отрицательных расстройках существенно ниже, чем при поло-
жительных. В рамках уравнения фазовой динамики (1.12) этот эффект уже нельзя
объяснить8.

8Здесь представлен случай, когда отсутствует эффект гибели колебаний. В его присут-
ствии неидентичность осцилляторов оказывается более существенной, соответствующие вопросы
обсуждаются в [22].
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Добавим теперь к диссипативной
связи неизохронность осцилляторов,
то есть положим в (1.1) β 6= 0 (рис. 2.5).
В этом случае вершина языка распола-
гается точно при нулевой расстройке,

Рис. 2.4. Карта динамических режимов неидентич-
ных по управляющему параметру систем с дисси-
пативной связью, λ1 =2, λ2 =1, β = 0

и язык строго симметричен. Видно, од-
нако, что система высших языков син-
хронизации испытала очень существен-
ные метаморфозы. Теперь они имеют
развитое внутреннее устройство, более
характерное для традиционного синус-
отображения окружности [1, 16]. На уве-
личенном фрагменте (рис. 2.5, б) мож-
но видеть характерные структуры
crossroad area [16], каскады удвоений и
области хаоса. На рис. 2.5, б граница
основного языка синхронизации (пока-
занного белым цветом) является линией седло-узловой бифуркации. В соответствии
с этим высшие языки выстраиваются вдоль этой линии.

Следует отметить, однако, что система (1.1) с учетом нелинейности вида βx3

может демонстрировать и режимы, которые уже не имеют никаких аналогов в рам-
ках укороченных уравнений. Действительно, несвязанным осцилляторам с помощью
(1.1) можно сопоставить потенциал

U(x) =
1
2

(
1− ∆

2

)
x2 +

1
4
βx4, U(y) =

1
2

(
1− ∆

2

)
y2 +

1
4
βy4. (2.2)

Если ∆ > 2 или ∆ < −2, то либо первый, либо второй осциллятор имеет
вблизи начала координат не минимум, а максимум потенциала. В этом случае они
при β > 0 характеризуются «двухъямным» потенциалом. Тогда вблизи начала ко-
ординат нет движения с некоторой собственной частотой, которое можно было бы

Рис. 2.5. Карта динамических режимов неизохронных систем с диссипативной связью и ее увеличен-
ный фрагмент. λ1 = λ2 = 1.0, β = 0.5. F – линия седло-узловой бифуркации
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использовать как «опорное» в методе медленно меняющихся амплитуд, и укорочен-
ная система уравнений (1.9) не применима. В то же время система (1.1) может быть
решена численно и в этом случае. Как видно из (2.2), даже при малых β за счет

члена
1
4
βx4 исчезает разбегание траекторий при любых величинах параметра ∆. Со-

ответственно, диапазон ∆ может быть увеличен (сравните рис. 2.4 и рис. 2.5,а).
Фрагмент карты динамических режимов в окрестности точки ∆ = 2, отве-

чающей «фазовому переходу» от одноямного к двухъямному потенциалу в первом
осцилляторе, представлен на рис. 2.6. На этом рисунке в области ∆ > 2 граница
языка устроена сложнее, чем мы видели ранее. Можно видеть, например, жесткий
переход для области периода 1 (в левой части рис. a), который возникает при ска-
нировании плоскости параметров в ходе построения карты. Кроме того, в области
периода 1 выделяются некоторые дополнительные линии.

Для более ясного понимания устройства плоскости параметров на рис. 2.6, б
показаны найденные численно бифуркационные линии. На этом рисунке наряду с
линией седло-узловой бифуркации можно видеть две линии бифуркации Неймарка–
Сакера. Именно переход между линиями седло-узловой бифуркации и Неймарка–
Сакера и фиксируется как «скачок» на карте рис. 2.6, а. Одна из линий бифуркации
Неймарка–Сакера имеет концевую точку на линии седло-узловой бифуркации, ко-
торая является бифуркацией коразмерности два – резонанс 1:1 [17]. Вторая линия
бифуркации Неймарка–Сакера кончается в точке резонанса 1:2 на линии бифурка-
ции удвоения периода. Соответственно, в правой части рис. 2.6 при уменьшении
величины связи имеют место удвоения периода. Имеется некоторая особая точка –
точка слияния двух линий бифуркации Неймарка–Сакера при µ = λ1 = λ2 = 1. Это
некоторая вырожденная ситуация. Природа вырождения понятна: при µ = λ1 = λ2
в системе, в соответствии с (1.1) и (1.7), диссипативная связь точно компенсирует
отрицательное трение в автоколебательной системе.

Рис. 2.6. а – Фрагмент карты динамических режимов, показанной на рис. 2.5, а, в окрестности точки
∆ = 2. б – Линии и точки бифуркаций: NS – линии бифуркации Неймарка–Сакера, F – линия седло-
узловой бифуркации, PD – линия бифуркации удвоения периода, R1 – точка резонанса 1:1, R2 – точка
резонанса 1:2
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Теперь добавим и неидентичность и неизохронность одновременно (рис. 2.7).
В этом случае основной язык очень сильно смещается в область положительных
расстроек. В рамках фазового уравнения (1.12) получаем оценку ∆ = 2χδ = 6βδ ≈ 3.
Смещение настолько велико, что вершина языка оказывается вне области
−2 < ∆ < 2, которой соответствуют положительные коэффициенты, отвечающие
за собственные колебания в исходной системе (1.1). По сравнению с изохронным
случаем, видна резко выраженная асимметрия картины относительно вершины ос-
новного языка.

Выделенный фрагмент на рис. 2.7, б демонстрирует систему языков, содер-
жащих острова удвоенного периода. Четко фиксируется мультистабильность и воз-
можность перекрытия языков синхронизации. На карте это выглядит как система
перекрывающихся своеобразных «колец», принадлежащих разным языкам синхро-
низации.

Вершины языков на рис. 2.7, б выстраиваются весьма характерным образом
вдоль линии бифуркации Неймарка–Сакера NS. (Сравните с альтернативным слу-

Рис. 2.7. Карта динамических режимов (а) и ее увеличенный фрагмент (б) для неизохронной неиден-
тичной системы с диссипативной связью: λ1 = 2, λ2 = 1, (δ = 0.5) и β1 = β2 = 1. Линии и точки
бифуркаций на границе основного языка синхронизации (в): NS – линия бифуркации Неймарка–Сакера,
F – линии седло-узловой бифуркации, R1 – точка резонанса 1:1, С – точка сборки
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чаем седло-узловой бифуркации рис. 2.5, б.) В правой части рисунка границей ос-
новной области синхронизации вновь является линия седло-узловой бифуркации.
В окрестности точки ∆ = −0.2 можно видеть жесткий переход с линии седло-
узловой бифуркации на линию Неймарка–Сакера.

На рис. 2.7, в показаны найденные с помощью численного бифуркационного
анализа основные линии и точки. Можно видеть, что линия седло-узловой бифурка-
ции имеет острие с точкой сборки, а линии седло-узловой бифуркации и Неймарка–
Сакера имеют общую точку бифуркации коразмерности два, резонанс 1:1. Представ-
ленная конфигурация весьма характерна для задач синхронизации и выявляется и в
системе ван дер Поля с гармоническим воздействием [19].

2.4. Чисто инерционная связь. Обратимся теперь к случаю инерционной
связи. На рис. 2.8, а показана соответствующая карта для идентичных (λ1 = λ2 = 1)
изохронных осцилляторов. При построении рисунка масштабы изменения связи и
частотной расстройки выбирались так, чтобы в «поле зрения» оказалась вся систе-
ма основных языков синхронизации. В отличие от случая диссипативной связи это
требует существенно больших значений параметров.

Прежде всего, отметим, что основной язык синхронизации имеет ярко выра-
женное острие (корневую особенность), как и следует из анализа фазовой динамики.
С другой стороны, в выбранных нами масштабах частоты и связи случаи отрицатель-
ной и положительной связи резко различаются. Можно видеть также область «убе-
гания» траекторий на бесконечность своеобразной формы. Ее границы можно найти
аналитически. Действительно, в случае чисто инерционной связи система уравнений
(1.1) в изохронном случае может быть записана следующим образом:

d2x

dt2
− (λ1 − x2)

dx

dt
+

∂U(x, y)
∂x

= 0,

d2y

dt2
− (λ2 − y2)

dy

dt
+

∂U(x, y)
∂y

= 0,

(2.3)

где потенциал задается соотношением

U(x, y) =
1
2

[
(1− ∆

2
+ ε)x2 − 2εxy + (1 +

∆
2

+ ε)y2

]
. (2.4)

Таким образом, в отличие от диссипативной связи, инерционная связь изменя-
ет форму потенциала так, что он становится функцией обеих координат. Нетрудно
показать, что выражение (2.4) отвечает двумерному минимуму при условии

ε >
1
2

(
∆2

4
− 1

)
. (2.5)

Если же неравенство имеет противоположный знак, минимум превращается в седло.
В этом случае наблюдается убегание траекторий. Граница области убегания дается
соотношением

ε =
1
2

(
∆2

4
− 1

)
. (2.6)

Эту границу и можно видеть на рис. 2.8. Пороговое значение связи, при которой еще

возможны колебания, ε = −1
2
.
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Рис. 2.8. а – Система языков синхронизации для системы с чисто инерционной связью при λ1=λ2=1,
β = 0. б – увеличенный фрагмент в области острия основного языка синхронизации. Здесь и далее D
обозначает область, в которой траектории системы убегают на бесконечность

На рис. 2.8, б показан фрагмент рис. 2.8, а, демонстрирующий в увеличенном
виде острие основного языка. Видно, что в этих масштабах случаи положительных
и отрицательных параметров связи уже почти эквивалентны, как и предсказано ана-
лизом динамики фазы. Более того, в области отрицательных ε можно видеть и всю
систему высших языков синхронизации.

2.5. Инерционная связь и неидентичность. На рис. 2.9, а представлена
карта для случая инерционной связи с добавлением неидентичности осцилляторов.
Анализ фазовой динамики предсказывал бистабильность внутри основного языка
синхронизации (см. рис. 1.2 и его об-

Рис. 2.9. Плоскость параметров частотная рас-
стройка – величина связи для неидентичных систем
с инерционной связью; δ = 0.5 (λ1 = 2 и λ2 = 1).

суждение). Компьютерные эксперимен-
ты также обнаруживают бистабильность,
которая проявляется в перекрытии раз-
ных «листов» карты. (Вообще говоря,
разные листы карты, отвечающие раз-
ным начальным условиям, но одному,
периоду, формально не должны визуа-
лизироваться. Однако на краях листа,
когда имеет место седло-узловая бифур-
кация, процессы во времени резко за-
медляются, и при компьютерном иссле-
довании линия бифуркации проявляет-
ся отдельными точками или даже целой
линией [16], как и видно на рис. 2.9.
(Для более точного описания многолист-
ной структуры карты, однако, нужно ис-
пользовать бифуркационный анализ.)

При обсуждении фазовой динами-
ки обращалось внимание на две харак-
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Рис. 2.10. Карты динамических режимов для случаев: а – инерционная связь и неидентичность;
б – комбинированная связь; в – инерционная связь и неизохронность. Все карты построены для ε = 0.5

терные «базовые» конфигурации языков, которые реализуются соответственно на
плоскостях параметров частотная расстройка – сила связи (∆, ε) и частотная рас-
стройка – параметр неидентичности (∆, δ). На рис. 2.10, а показана карта режимов,
представляющая второй характерный тип языка синхронизации, которую следует
сравнивать с рис. 1.4. Как и в рамках фазовой динамики, в этом случае язык опира-
ется на конечный интервал частотных расстроек. Можно видеть и два листа карты
динамических режимов, «нависающие» друг над другом, что отвечает бистабильно-
сти и соответствует рис. 1.4.

2.6. Исследование симметрий, предсказанных в рамках уравнения фазовой
динамики. В первой части работы, анализируя возможные симметрии обобщенно-
го уравнения Адлера (1.12) относительно сдвига фазы, мы установили эквивалент-
ность трех случаев: наличие инерционной связи и неидентичности, комбинирован-
ной связи, инерционной связи и неизохронности. На рис. 2.10 показаны карты дина-
мических режимов, отвечающие второму «типу» языка синхронизации для этих трех
вариантов. Можно видеть хорошее соответствие пары инерционная связь и неиден-
тичность (рис. 2.10, а) паре диссипативная и инерционная связь (рис. 2.10, б). Это
соответствие касается не только формы основного языка синхронизации, но отчасти
и устройства всей системы языков. Существенно хуже соотносится с этими двумя
ситуациями случай инерционная связь и неизохронность (рис. 2.10, в). Различия,
однако, касаются, в первую очередь, системы высших языков синхронизации.

2.7. Инерционная связь с добавкой неидентичности, неизохронности и дис-
сипативной связи. Обратимся теперь к системе с инерционной связью и неизо-
хронностью. На рис. 2.11 показано устройство системы языков синхронизации в
такой системе в широком диапазоне изменения параметров. Иллюстрации даны на
плоскости частотная расстройка и один из параметров: величина связи ε (рис. 2.11, а)
и параметр неизохронности χ = 3β (рис. 2.11, б). Можно видеть, что добавление
неизохронности существенно влияет на систему высших языков синхронизации. На
рис. 2.11, а наблюдаются острова удвоенного периода внутри высших языков в обла-
сти положительных значений константы связи. В области отрицательных значений
ε, в нижней части карты, можно видеть еще более сильные метаморфозы: возникают
развитые структуры crossroad area и картина перекрытия языков, характерная для
традиционного синус-отображения окружности [1, 16].
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На плоскости параметров частотная рассстройка ∆ – параметр неизохронно-
сти χ (рис. 2.11, б) высшие языки синхронизации имеют совершенно другую, весьма
специфическую конфигурацию. В нижней части карты можно видеть области разбе-
гания траектории. Это понятно: при отрицательных значениях параметра неизохрон-
ности соответствующий потенциал (2.2) характеризуется обращенными «вниз» вет-
вями параболы четвертой степени. Интересно отметить, что доминирующие высшие
языки 1:3 при приближении к границе разбегания заметно расширяются и внутри
них наблюдаются удвоения периода и структуры crossroad area.

На следующем рис. 2.12 показаны карты динамических режимов, представля-
ющие собой модификацию рис. 2.11 при введении нового фактора: существенной

Рис. 2.11. Карты динамических режимов для системы с инерционной связью и неизохронностью,
λ1 = λ2 = 1: а – β = 1, б – ε = 0.5

Рис. 2.12. Карты динамических режимов для неидентичных неизохронных систем с инерционной
связью: а – на плоскости (δ,∆) при фиксированном значении ε = 0.5; б – на плоскости (ε,∆) при
фиксированном значении δ = 0.5 (λ1 = 2 и λ2 = 1). Параметр неизхронности в обоих случаях
χ = 0.75 (β = 0.25)
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неидентичности. При обсуждении соответствия со случаем фазовой динамики, ле-
вый рисунок рис. 2.12 нужно сопоставить с рис. 1.6, е. (При этом следует только
иметь в виду разные масштабы по осям координат на этих рисунках.) Можно видеть,
что предсказанная в рамках фазовой динамики характерная «наклонная» структура
области периода 1, выявляется и на карте динамических режимов. При этом четко
фиксируются и характерные «изломы» на ее краях, связанные, как мы видели при
обсуждении в п.1.6, с катастрофой типа «ласточкин хвост». Рис. 2.12, б также де-
монстрирует появление асимметрии в устройстве плоскости параметров частотная
расстройка – величина связи.

На рис. 2.13 и 2.14 можно видеть карты динамических режимов, представляю-
щие собой дальнейшую модификацию рис. 2.12 при введении в неидентичной неизо-

Рис. 2.13. Карты динамических режимов для неидентичных неизохронных систем с диссипативной и
инерционной связью на плоскости (∆, δ) для χ = 0.75, ε = 0.5, µ = 0.6 (а) и µ = −0.4 (б)

Рис. 2.14. Карты динамических режимов для неидентичных неизохронных систем с диссипативной
и инерционной связью на плоскости (∆, ε) для χ = 0.75, δ = 0.5 (λ1 = 2 и λ2 = 1), µ = 0.6 (а), и
µ = −0.4 (б)
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хронной системе с инерционной связью добавки диссипативной связи. На рис. 2.13
представлены карты на плоскости частотная расстройка – параметр неидентично-
сти, а на рис. 2.14 – частотная расстройка – величина инерционной связи. При этом
рисунки (а) соответствуют диссипативной связи (µ > 0), а рисунки (б) – активной
(µ < 0). Это случай, когда существенны все четыре фактора, оказывающие влияние
на поведение системы связанных осцилляторов ван дер Поля (1.1).

Из рис. 2.13, а можно видеть, что резко увеличивается область основной син-
хронизации 1:1 при µ > 0. Несколько меньшее уширение имеется и для случая
µ < 0, однако, для него характерно заметное уширение высших языков синхрониза-
ции, которые на рис. 2.13, б, фактически, смыкаются краями. На плоскости частот-
ная расстройка – величина инерционной связи на рис. 2.14 также увеличивается и
меняет конфигурацию область синхронизации 1:1, и весьма характерным является
уширение высших языков синхронизации.

Заключение

В настоящей работе получено обобщенное уравнение Адлера, описывающее
фазовую динамику связанных осцилляторов ван дер Поля–Дуффинга с учетом всех
существенных факторов: неидентичности, неизохронности, диссипативной и инер-
ционной связи. Показано, что все они, за исключением диссипативной связи, для
описания динамики фазы требуют учета эффектов второго порядка. Поэтому, напри-
мер, введение неидентичности или неизохронности проявляется лишь в присутствии
инерционной связи как комбинированный эффект.

В рамках фазового уравнения условия основных бифуркаций, ответственных
за конфигурацию областей синхронизации, находятся аналитически. При этом ти-
пичными являются перестройки «клюв к клюву» и «ласточкин хвост». Проведенное
рассмотрение наглядно показало продуктивность подхода, основанного на рассмот-
рении случаев произвольных знаков всех параметров системы, включая величину
диссипативной связи.

Фазовое уравнение обладает определенными симметриями, которые за счет
преобразования сдвига фазы приводят к одинаковой картине бифуркационных линий
в случае совместного действия некоторых факторов: инерционная связь и неидентич-
ность, комбинированная связь, а также инерционная связь и неизохронность.

Методом карт динамических режимов выявлено устройство пространства па-
раметров дифференциальной системы осцилляторов ван дер Поля–Дуффинга в слу-
чае не малых управляющих параметров с учетом неидентичности, неизохронности,
диссипативной и инерционной связи. При этом обнаруживаются как черты пове-
дения, предсказанные в рамках фазовой динамики (форма основного языка у его
основания, наличие областей бистабильности и др.), так и существенно отличающи-
еся моменты (например, исчезновение областей гибели колебаний). В общем случае
система характеризуется большим числом параметров и ее полный численный ана-
лиз очень объемен. Исследование фазовой динамики облегчает его, давая некоторый
«путеводитель» в пространстве параметров.

К числу достоинств метода карт динамических режимов можно отнести вы-
явление всей структуры языков синхронизации и их внутреннего устройства, кото-
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рое, особенно в неизохронном случае, оказывается достаточно сложным и включа-
ет острова удвоенного периода, структуры crossroad area и области хаоса. Весьма
наглядно выявляются два типа организации высших языков: в окрестности линии
седло-узловой бифуркации, ограничивающей основной язык синхронизации, и ли-
нии бифуркации Неймарка–Сакера.

Компьютерное исследование подтверждает также связанную с симметрией фа-
зового уравнения эквивалентность некоторых типов поведения. При этом случаи
инерционная связь плюс неидентичность и комбинированная связь демонстрируют
не только сходство формы основного языка синхронизации, но и похожую структуру
высших языков синхронизации.

Авторы выражают благодарность Сатаеву И.Р. и Кузнецову С.П. за полезное
обсуждение.
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COUPLED VAN DER POL AND VAN DER POL–DUFFING OSCILLATORS:
DYNAMICS OF PHASE AND COMPUTER SIMULATION

A.P. Kuznetsov, N.V. Stankevich, L.V. Turukina

Synchronization in the system of coupled nonidentical and nonisochronous
van der Pol oscillators with dissipative and inertial type of coupling is discussed. Gene-
ralized Adler equation is obtained and investigated in the presence of all factors. Basic
symmetry of the equation, with leads to equivalence of some physical factors, is displayed.
Numerical investigation of parameters space of initial differential system is realized.
Results of two methods are compared and discussed.
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АСИМПТОТИКА СЛОЖНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ
СТРУКТУР В СИСТЕМАХ С БОЛЬШИМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

С.А. Кащенко, И.С. Кащенко

Работа посвящена локальной динамике дифференциальных уравнений с двумя за-
паздываниями. Рассмотрена ситуация, когда одно из запаздываний является асимптоти-
чески большим. При этом условии критические случаи в задаче об устойчивости со-
стояния равновесия имеют бесконечную размерность. Показано, что роль нормальных
форм играют семейства уравнений типа Гинзбурга–Ландау. Их нелокальная динамика и
определяет локальное поведение решений исходных уравнений.

Введение

Дифференциальные уравнения с запаздыванием служат математическими мо-
делями для многих прикладных задач [1–4]. Одним из простейших и в то же время
наиболее часто встречающихся в прикладных задачах [4–5] уравнением с запазды-
ванием является скалярное дифференциальное уравнение первого порядка

dx

dt
+ x = F (x, x(t− T )), T > 0.

В ряде работ отмечалась важность исследования динамики этого уравнения при
условии

T À 1.

В настоящей работе при таком условии исследуется динамика более сложного
объекта – уравнения с двумя запаздываниями

ẋ + x = ax(t− T ) + bx(t− T1) + f(x, x(t− T ), x(t− T1)), (1)

где 0 < T < T1, а достаточно гладкая функция f(·, ·, ·) имеет в нуле порядок малости
выше первого. Уравнение (1) является естественным обобщением уравнения с одним
запаздыванием.

Для упрощения дальнейших вычислений считаем, что нелинейность f зависит
только от первого аргумента, то есть f(x, y, z) ≡ f(x) = f2x

2 + f3x
3 + . . . .

Ситуация, когда f зависит от x(t − T ) и от x(t − T1), разбирается полностью
аналогично.
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Центральное место исследования занимает изучение поведения корней харак-
теристического квазиполинома

λ+ 1 = a exp(−λT ) + b exp(−λT1), (2)

линеаризованного в нуле уравнения (1).
Критический случай в задаче об устойчивости нулевого состояния равновесия

(1) реализуется, когда характеристическое уравнение (2) имеет корни с нулевой ве-
щественной частью и не имеет с положительной. Интерес представляет выявление
тех особенностей, которые, во-первых, возникают при достаточно большом парамет-
ре T1, характеризующем запаздывание, и, во-вторых, специфичны для уравнения с
двумя запаздываниями.

Изучим динамику уравнения (1) в окрестности нулевого состояния равнове-
сия при условии, что параметры a, b и T как-то фиксированы, а для параметра T1

выполнено условие
T1 À 1. (3)

Необходимо отметить, что численное исследование (1) наталкивается на значитель-
ные сложности вычислительного характера.

Произведем нормировку времени t → tT1. В итоге получим другую форму
записи уравнения (1)

εẋ + x = ax(t− εT ) + bx(t− 1) + f(x), (4)

где 0 < ε = T−1
1 ¿ 1.

1. Линейный анализ

Характеристический квазиполином для линеаризованного в нуле уравнения (4)
имеет вид

ελ+ 1 = a exp(−ελT ) + b exp(−λ). (5)

Для формулировки результатов введем несколько обозначений. Пусть P (ω) –
комплексная функция вещественного аргумента ω, такая что

P (ω) = iω+ 1− a exp(−iωT ) = ρ(ω) exp(i3(ω)).

Здесь ρ(ω) ≥ 0 и 3(ω) – вещественнозначные функции. Обозначим через b0 мини-
мум функции ρ(ω)

b0 = min
0≤ω<∞

ρ(ω) = ρ(ω0).

Отметим, что ω0 определяется единственным образом.
Кроме этого, обозначим через ω(T ) наименьший положительный корень урав-

нения
−ω = tgωT

и определим значение a0(T ) = −
√

1 + ω2(T ).
Сформулируем несколько простых промежуточных утверждений. Через q ни-

же обозначена некоторая положительная и не зависящая от ε постоянная, точное
значение которой несущественно.
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Лемма 1. Пусть либо a > 1 либо a < a0(T ). Тогда при всех достаточно
малых ε уравнение (5) имеет корень λ(ε), удовлетворяющий неравенству Reλ(ε) ≥ q.

Тем самым в условии Леммы 1 задача о динамике уравнения (4) становит-
ся нелокальной: в достаточно малой (но не зависящей от ε) окрестности нулево-
го состояния равновесия уравнения (4) не может существовать аттрактор. Поэтому
предполагаем, что выполнено неравенство

a0(T ) ≤ a ≤ 1.

Отметим, что в случае a = a0(T ) или a = 1 параметр b0 = 0. Этот случай рассмотрен
ниже. Здесь же считаем, что

a0(T ) < a < 1. (6)

Лемма 2. Пусть |b| > b0. Тогда при всех достаточно малых ε существует
такой корень λ(ε) уравнения (5), для которого Reλ(ε) ≥ q.

Лемма 3. Пусть |b| < b0. Тогда при всех достаточно малых ε все корни
уравнения (5) удовлетворяют неравенству Reλ ≤ −q.

В условии Леммы 2 задача о динамике уравнения (4) снова является нелокаль-
ной, а в условии Леммы 3 – тривиальной: все решения из достаточно малой (но не
зависящей от ε) окрестности нулевого решения стремятся к нулю при t →∞.

Таким образом, в изучении нуждается ситуация, когда параметр b близок по
модулю к b0. Положим

b = b0(1 + µb1), 0 < µ¿ 1.

Случай, когда b близок к −b0, совпадает с этим в пределах точности вычислений,
поэтому разбирать его мы не будем.

Легко показать, что в данном случае квазимногочлен (5) имеет бесконечное
количество корней, стремящихся к мнимой оси, вида

λk =
ω0

ε
i + (θ0(ε) +Ω+ 2πk)i + ελ̃k1 + ε2λ̃k2 + µb1 + o(ε2 + µ), (7)

где θ0(ε) ∈ [0, 2π) такое, что ω0ε−1 + θ0(ε) является целым кратным 2π; Ω ∈ [0, 2π)
определяется уравнением

b0 exp(−iΩ) = iω0 + 1− a exp(−iω0T );

а для λk1 и λk2 справедливы формулы

λ̃k1 = −3′(ω0)(θ0(ε) +Ω+ 2πk)i,

λ̃k2 = −1
2
(3′(ω0)2 +

ρ′′(ω0)
b−1
0

)(θ0(ε) +Ω+ 2πk)2 −

− (3′(ω0))2(θ0(ε) +Ω+ 2πk)i− 1
2
3′′(ω0)(θ0(ε) +Ω+ 2πk)2i.

Формула (7) дает асимптотическое представление корней, которые непрерывно
зависят от малого параметра ε. Снимем требование непрерывности. Тогда мы можем
записать корни (5) следующим образом.
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Фиксируем 0 < γ < 1 и выберем произвольно положительное число ω. Анало-
гично θ0 обозначим через θ(ε) такое число из полуинтервала [0, 2π), что ωε−γ+θ(ε)
является целым кратным 2π.

Тогда можно показать, что характеристический многочлен (5) имеет набор кор-
ней вида

λk(ε) =
(
ω0

ε
+
ωk

εγ
+ θ0(ε) + kθ(ε) +Ω

)
i + ε1−γi(λk1 + o(1)) + ε2−2γλk2 +

+ µb1 + o(ε2−2γ + µ),

где θ0, θ ∈ [0, 2π) и дополняют до целого кратного 2π величины ω0ε−1 и ωεp/2−1,
соответственно. А коэффициенты λk1 и λk2 определяются по формулам

λk1 = −iωk3′(ω0),

λk2 = −ω
2k2

2
((3′(ω0)2 + ρ′′(ω0)b−1

0 ).

Ниже рассмотрены две ситуации:

b = b0(1 + ε2b1), то есть µ = ε2 (8)

и
b = b0(1 + εpb1), то есть µ = εp, 0 < p < 2. (9)

2. Нелинейный анализ

Изучим локальную динамику (4) в окрестности нуля при условиях (8) и (9).
Случай (8) подробно разобран в [6]. Основной результат состоит в том, что при
условии (8) локальную динамику исходного уравнения (4) определяет поведение
решений комплексного уравнения типа Гинзбурга–Ландау

∂u

∂τ
= d1

∂2u

∂r2
+ d2

∂u

∂r
+ d3u + du|u|2, u(τ, r) = u(τ, r + 1), (10)

где

d1 =
1
2
((3′(ω0)2 + ρ′′(ω0)b−1

0 + i3′′(ω0)),

d2 = −(3′(ω0))2 + 2id1(θ0 +Ω),

d3 = b1 − d1(θ0 +Ω)2 − (3′(ω0))2(θ0 +Ω),

d = 3f3e
iΩ + 2f2[P (2ω0)− b0e

−2iΩ]−1.

Задача (10) играет роль нормальной формы для уравнения (4).
Коэффициенты уравнения (10) через θ0 зависят от малого параметра ε. При

ε → 0 функция θ0(ε) принимает бесконечное количество раз каждое значение из
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промежутка [0, 2π). Обозначим через εn(α) такую последовательность, что εn(α)→0
и θ0(εn(α)) ≡ α (α ∈ [0, 2π)).

Теорема 1. Пусть при θ0 = α уравнение (10) имеет периодическое орбиталь-
но устойчивое (неустойчивое) решение u∗(τ, r). Тогда исходное уравнение (4) при
ε=εn(α) имеет быстро осциллирующее асимптотическое по невязке решение

x∗(t) = ε
(
e(ω0ε−1+θ0+Ω−ε3′(ω0)(θ0+Ω))itu∗(ε2t, t(1− ε3′(ω0)) +

+ e−(ω0ε−1+θ0+Ω−ε3′(ω0)(θ0+Ω))itu∗(ε2t, t(1− ε3′(ω0))
)

+ o(ε).
(11)

Здесь и далее асимптотическим по невязке решением называется такое реше-
ние, которое удовлетворяет уравнению с некоторой асимптотически малой невязкой.

Пусть теперь выполнено условие (9). Положим γ = 1− p/2.
Произведем в (4) замену

x(t, ε) = εp/2e(ω0ε−1+θ0+Ω)ti
∞∑

k=−∞
ξk(τ)eωikt1 +

+ εp/2e−(ω0ε−1+θ0+Ω)ti
∞∑

k=−∞
ξk(τ)e−ωikt1 + εpx2 + ε3p/2x3 + . . .

(12)

Здесь t1 = (ωε−γ+θ−εp/23′(ω0))t, τ = εpt, а функции xj = xj(tε−1, t1, τ) периодич-
ны по первым двум аргументам. Действуя стандартным образом, то есть приравни-
вая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получим, что амплитуды ξk должны
удовлетворять бесконечномерной системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений

dξk
dτ

= λk2ξk +
(
3f3e

iΩ + 2f2

[
P (2ω0)− b0e

−2iΩ]−1
)

Ψk(ξ). (13)

Здесь через Ψk(ξ) обозначен коэффициент при exp(2πikt) в разложении функции

( ∞∑
m=−∞

ξm(τ)e2πimt +
∞∑

m=−∞
ξm(τ)e−2πimt

)3

в ряд Фурье.
Система (13) может быть представлена в виде одного комплексного параболи-

ческого уравнения типа Гинзбурга–Ландау

∂u

∂τ
= d1

∂2u

∂r2
+ b1u + du|u|2, u(τ, r) = u

(
τ, r +

2π
ω

)
, (14)

где

d1 =
1
2
((3′(ω0)2 + ρ′′(ω0)b−1

0 + i3′′(ω0)),

d = 3f3e
iΩ + 2f2[P (2ω0)− b0e

−2iΩ]−1.
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Это следует из того, что, разложив функцию u(t, x) в ряд по собственным
функциям рассматриваемой краевой задачи для определения соответствующих ко-
эффициентов разложения, приходим в точности к системе (13).

Теорема 2. Пусть краевая задача (14) имеет решение u∗(τ, r). Тогда у ис-
ходного уравнения (4) существует асимптотическое по невязке с точностью до
O(ε3p/2) решение вида

x∗(t, ε) = εp/2
(
e(ω0ε−1+θ0+Ω)tiu∗(εpt, (ωεp/2−1 + θ− εp/23′(ω0))t) +

+ e−(ω0ε−1+θ0+Ω)tiu∗(εpt, (ωεp/2−1 + θ− εp/23′(ω0))t)
)

+ o(εp/2).

Заметим, что мы не можем сделать вывод о существовании у (4) точного реше-
ния с приведенной асимптотикой. Однако, если u∗ неустойчиво, то даже если точное
решение существует – оно неустойчиво. Таким образом, нам достаточно рассматри-
вать только устойчивые решения (14).

3. Роль малых возмущений

Изучим роль малых возмущений в уравнениях с большим запаздыванием.
Предположим, что выполняется одно из равенств

a = 1 или a = a(T ).

Тогда, как было сказано выше, критическим является случай b0 = 0. При этом в
уравнении (4)

b = µb1, 0 < µ¿ 1.

Ситуация, когда µ меньше по порядку, чем ε, является тривиальной. Поэтому уделим
внимание тем случаям, когда εµ−1 ≤ c, где константа c не зависит ни от µ, ни от ε.

Тогда уравнение (4) записывается в виде

εẋ + x = ax(t− εT ) + µb1x(t− 1) + f(x). (15)

Первый случай. Положим
a = 1 + µa1.

Рассмотрим вопрос о поведении корней уравнения (5). Если a1 > 0, то у (5) су-
ществует корень λ+(ε, µ) = a1µε−1(1 + o(1)). Понятно, что при малых ε этот ко-
рень имеет положительную вещественную часть и отделен от нуля. Следовательно,
в некоторой окрестности нулевого решения уравнения (4) нет устойчивых решений.

Если a1 < 0, то положим в (4) λ = µε−1λ1(ε, µ) + . . . Выделяя главную часть
уравнения, получим, что λ1(ε) должно удовлетворять уравнению

(1 + T )λ1(ε) = a1 + b1 exp(−µε−1λ1(ε)). (16)

Уравнение (16) является характеристическим квазиполиномом для уравнения с за-
паздыванием

(1 + T )ẋ = a1x + b1x(t− µε−1).
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Обозначим через λ1k (k = 0, 1 . . . ) все корни (16) (занумеруем в порядке убывания
вещественных частей).

Перейдем теперь к рассмотрению нелинейного уравнения (15). Положим в нем

x(t, ε, µ) = µξ(τ) + µ2x2(τ) + . . . , (17)

где τ = µε−1t, а функция x2(τ) ограничена при τ→∞.
Подставим (17) в (15) и будем собирать коэффициенты при одинаковых сте-

пенях ε. На первом шаге приходим к верному тождеству, а на втором – получим
уравнение для нахождения ξ(τ)

(1 + T )
dξ
dτ

= a1ξ(τ) + b1ξ(τ− µε−1) + f2ξ2. (18)

Основной результат состоит в том, что в рассматриваемом случае уравнение (18)
играет роль нормализованной формы для исходного уравнения (15).

Отметим, что, если εµ−1 ¿ 1, то уравнение (18) является уравнением с боль-
шим запаздыванием. Для исследования его динамики применимы методы, изложен-
ные в [7, 8].

Теорема 3. Пусть уравнение (18) имеет орбитально устойчивое периодиче-
ское решение ξ∗(τ). Тогда уравнение (15) имеет устойчивое решение с асимптоти-
кой

x(t, ε) = µξ∗(µε−1(1 + o(1)t) + o(µ)).

Второй случай. Пусть
a = a0(T )(1 + µa1), (19)

где a0(T ) такое, как было определено выше.
Стандартными методами легко показать, что при условии (19) квазимногочлен

λ+ 1 = ae−λT

имеет пару комплексно-сопряженных корней λ±(µ) вида

λ+(µ) = iω0(T ) + µλ1 + O(µ2), (20)

где λ1 описывается выражением

λ1 =
a1(iω0(T ) + 1)

1 + T (iω0(T ) + 1)
.

При этом все остальные корни этого квазимногочлена имеют отрицательные веще-
ственные части и отделены от нуля при малых µ.

Положим θ(ε) ∈ [0, 2π) таким, что выражение ω0(T )ε−1 +θ(ε) является целым
кратным 2π. Затем в (4) положим

λ = λ(ε, µ) =
iω0(T )
ε

+
µ
ε
λ1(µ) + . . .

Собирая коэффициенты при одинаковых степенях ε и µ, приходим к уравнению для
определения λ1(µ)

λ1 = A + B exp(−λ1µε−1), (21)
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в котором

A =
a1(iω0(T ) + 1)

1 + (iω0(T ) + 1)T
,

B =
b1

1 + (iω0(T ) + 1)T
exp(iθ(µ)).

Уравнение (21) имеет счетное множество корней λ1k (k = 1, 2, . . . ), которые
можно занумеровать в порядке убывания их вещественных частей. Важно отметить,
что это уравнение является характеристическим квазиполиномом уравнения с запаз-
дыванием

ẋ−Ax = Bx(t− µε−1).

Все остальные корни характеристического квазиполинома (4) имеют отрица-
тельные вещественные части, которые при ε, µ → 0 находятся в левой комплексной
полуплоскости и отделены от мнимой оси.

Вернемся к исходному нелинейному уравнению (15). Положим в нем

x(t, ε, µ) = µ1/2
[
ξ(τ)eiω0(T )ε−1t + ξ(τ)e−iω0(T )ε−1t

]
+ µx2(t, τ) + µ3/2x3(t, τ) + . . . ,

(22)
где τ = µε−1t, а функции xj(t, τ) являются (2πε/ω0(T ))-периодическими по первому
аргументу. Подставим (22) в (15) и будем собирать коэффициенты при одинаковых
степенях ε и µ. На первом шаге получится верное тождество, а на втором, то есть
для коэффициентов при µ, получим уравнение для нахождения x2(t, τ)

∂x2

∂t
+ x2 − a0(T )x2(t− T ) = f2

(
ξ2(τ)e2iω0ε−1t + 2|ξ(τ)|2 + ξ

2
(τ)e−2iω0ε−1t

)
. (23)

Из (23) находим функцию x2(t, τ)

x2(t, τ) = x21ξ2(τ)e2iω0(T )ε−1t + x22|ξ(τ)|2 + x21ξ
2
(τ)e−2iω0(T )ε−1t,

где

x21(τ) =
f2a0(T )

(1 + iω0(T ))2 + a0(1 + 2iω0(T ))
,

x22(τ) =
2f2

1− a0(T )
.

После этого, собирая коэффициенты при µ3/2, приходим к уравнению для
определения функции x3(t, τ), условие разрешимости которого в классе (2πε/ω0)-
периодических функций состоит в выполнении равенства

dξ
dτ
−Aξ = Bξ(τ− µε−1) + σ1|ξ|2ξ, (24)

где
σ1 = 2f2(x21 + x22) + 3f3.
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Уравнение (24) играет роль нормальной формы для уравнения (15) в случае
(19). Так же, как и выше, если εµ−1 ¿ 1, то это уравнение является уравнением
с большим запаздыванием, для исследования которого можно применять методы,
описанные в [7, 8].

Теорема 4. Пусть уравнение (24) имеет решение ξ∗(τ). Тогда уравнение (15)
имеет асимптотическое по невязке решение с точностью O(µ) вида

x∗(t, ε) = µ1/2
(
ξ∗(µε−1t)eiω0(T )ε−1t + ξ∗(µε−1t)e−iω0(T )ε−1t

)
(1 + o(1)).

Выводы

Сделаем некоторые выводы относительно влияния второго запаздывания на
динамику системы.

Если параметр a = 0, то исходное уравнение (4) является уравнением с одним
большим запаздыванием, которое может быть записано в виде

εẋ + x = bx(t− 1) + f2x
2 + f3x

3 + . . .

Принципиальное упрощение этого случая состоит в том, что введенный выше пара-
метр ω0 = 0. То есть критические случаи могут реализоваться на асимптотически
небольших модах. Если же a 6= 0, то есть мы имеет дело с уравнением с двумя
запаздываниями, то все критические случаи реализуются только на асимптотически
больших модах.

Нормализованные формы для уравнения с одним запаздыванием будут, в от-
личие от задач (10) и (14), не комплексными, а действительными. Динамика таких
уравнений проще, хотя и остается достаточно богатой.

Присутствие в нормализованной форме зависящего от ε коэффициента
θ0 = θ0(ε) позволяет сделать вывод о чувствительности динамики даже к неболь-
шим вариациям параметра T1.

Таким образом, добавление второго запаздывания T делает динамику системы
существенно сложнее.
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ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВЫЕ МЕТОДЫ
ПРИ АНАЛИЗЕ УСТОЙЧИВОСТИ ДИНАМИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ
В НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ С ДИСКРЕТНОЙ СИММЕТРИЕЙ

К.Г. Жуков, Г.М. Чечин

В настоящей работе подробно описан разработанный авторами теоретико-групповой
метод, который позволяет в ряде случаев существенным образом упростить исследова-
ние устойчивости динамических режимов в нелинейных физических системах с дис-
кретной симметрией. Суть метода состоит в расщеплении линеаризованной в окрест-
ности данного режима исходной нелинейной системы дифференциальных уравнений на
некоторое число независимых подсистем малой размерности. Применение метода ил-
люстрируется на примере анализа устойчивости нескольких колебательных режимов в
простой октаэдрической структуре.

Введение

Исследование устойчивости динамических режимов в нелинейных системах
представляет собой достаточно сложную задачу. Это особенно ощутимо в тех слу-
чаях, когда изучаемая система описывается большим числом степеней свободы, а
рассматриваемый динамический режим не является периодическим.

Стандартный подход к исследованию устойчивости предполагает линеариза-
цию исходной системы в окрестности данного динамического режима и дальнейший
анализ устойчивости нулевого решения полученной системы линейных дифферен-
циальных уравнений с переменными во времени коэффициентами. В работе [1] нами
был предложен теоретико-групповой метод упрощения анализа устойчивости дина-
мических режимов в произвольных системах (консервативных и диссипативных) с
дискретной симметрией, который в ряде случаев позволяет существенным образом
упростить анализ устойчивости за счет расщепления вышеупомянутой линеаризо-
ванной системы на отдельные независимые подсистемы малой размерности.

В настоящей работе рассмотрено применение этого метода для анализа устой-
чивости трех различных колебательных режимов в нелинейной октаэдрической си-
стеме. Изложению развиваемого теоретико-группового подхода предпошлем описа-
ние некоторых понятий, идей и результатов теории нелинейных динамических си-
стем с дискретной симметрией (более подробное их рассмотрение можно найти в
предыдущих работах [2–5]).
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1. Симметрия нормальных мод

Все возможные динамические режимы в нелинейной системе с дискретной
группой симметрии G можно классифицировать по ее подгруппам Gj ⊆ G [2, 4].
В качестве группы G может фигурировать группа симметрии равновесной конфи-
гурации системы, группа симметрии ее гамильтониана (для гамильтоновых систем)
или группа симметрии описывающих данную систему динамических уравнений.

В разделах 1 и 2 вышесказанное

Рис. 1. Механическая модель плоской четырехатом-
ной молекулы

иллюстрируется на простейшем приме-
ре. Рассмотрим механическую модель
плоской четырехатомной молекулы, рав-
новесная конфигурация которой пред-
ставляет собой изображенный на рис. 1
квадрат. Эта равновесная конфигурация
атомов, расположенных в узлах квадра-
та, обладает группой симметрии
G = C4v. Здесь и далее мы будем
использовать обозначения точечных
групп симметрии по Шенфлису (см.,
например, [6]). Эта группа состоит из
восьми элементов симметрии. В нее вхо-

дят повороты на углы 0◦, 90◦, 180◦, 270◦ вокруг оси Z, проходящей через центр
квадрата и перпендикулярной к плоскости рисунка, и четыре плоскости зеркально-
го отражения (σ1, σ2, σ3, σ4), которые также перпендикулярны плоскости рисунка и
проходят через центр квадрата.

Зная силы взаимодействия между атомами нашей модельной молекулы1, мож-
но с помощью гармонического приближения, предлагаемого теорией малых коле-
баний механических систем (см., например, [7]), построить систему линейных нор-
мальных мод (нормальных колебаний).

Будем далее рассматривать колебания атомов около своих положений равно-
весия лишь в плоскости XY . Таким образом, динамика исследуемой механической
системы описывается восемью степенями свободы, и, стало быть, имеем восемь
нормальных мод.

Каждая из нормальных мод описывает некоторый колебательный режим моле-
кулы и обладает определенной группой симметрии. На рис. 2 стрелками показаны
атомные смещения в некоторый момент времени, которые соответствуют четырем из
этих нормальных мод. Заметим, что в пределах каждой конфигурации длины стре-
лок, то есть величины атомных смещений одинаковы.

В любой момент времени конфигурация атомов, соответствующая первой нор-
мальной моде (рис. 2, а), представляет собой квадрат, причем ребро этого квадрата
осциллирует во времени. Атомная конфигурация, отвечающая второй моде (рис. 2, б),
представляет собой ромб, который в процессе колебаний вытягивается то вдоль од-
ной, то вдоль другой своей диагонали. Третья нормальная мода (рис. 2, в), описывает

1Например, они могут характеризоваться парным центральным потенциалом типа Леннарда–
Джонса или Морзе.
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Рис. 2. Некоторые нормальные моды квадратной молекулы: а – квадрат, б – ромб, в – прямоугольник,
г – трапеция

колебательный режим, соответствующий прямоугольной атомной конфигурации (в
процессе колебаний этот прямоугольник вытягивается попеременно вдоль осей X и
Y ), а четвертой моде (рис. 2, г) отвечает мгновенная атомная конфигурация в форме
трапеции.

Существенно, что каждая из нормальных мод обладает некоторой группой
симметрии, которая является подгруппой Gj группы симметрии G = C4v равно-
весной конфигурации рассматриваемой четырехатомной молекулы. Действительно,
произвольные малые смещения атомов из положения равновесия в вершинах квадра-
та на рис. 1 приводят к исчезновению, по крайней мере, одного из элементов симмет-
рии этой квадратной конфигурации, и только смещения, указанные на рис. 2, а, не
приводят к понижению симметрии колебательного состояния (G1 = G = C4v). На-
пример, симметрия колебательного состояния на рис. 2, б, отвечающая ромбической
конфигурации, имеет симметрию G2 = Cd

2v. Последняя группа симметрии состоит
из четырех элементов: поворотов на 0◦ и 180◦ вокруг оси Z и отражений в двух
зеркальных плоскостях, которые проходят через диагонали ромба. Таким образом,
при переходе от группы симметрии равновесной конфигурации G = C4v к ромби-
ческой колебательной конфигурации (см. рис. 2, б) исчезают повороты на 90◦, 270◦,
а также отражения в «координатных» зеркальных плоскостях (то есть в плоскостях,
перпендикулярных координатным осям X и Y ).

Аналогично, прямоугольной конфигурации колебательного состояния нашей
молекулы (см. рис. 2, в) также отвечает группа симметрии C2v, но в нее, наряду с
поворотами на 0◦ и 180◦, входят другие плоскости отражения, а именно, те, кото-
рые проходят через координатные оси. Для того, чтобы различать эти две разные
подгруппы введем дополнительный верхний индекс d или c, который определяет,
является ли «установка» рассматриваемой подгруппы в исходной группе симметрии
G = C4v диагональной или координатной. Иными словами, этот индекс определяет,
какие плоскости зеркального отражения входят в группу C2v – проходящие через ко-
ординатные оси или проходящие через диагонали ромба. Итак, нормальным модам
на рис. 2, б и в отвечают группы симметрии G2 = Cd

2v и G3 = Cc
2v, соответственно.

Наконец, четвертой моде (см. рис. 2, г) отвечает группа симметрии
G4 = CS , которая также является подгруппой исходной группы симметрии G = C4v

и содержит кроме тождественного элемента симметрии лишь отражение в плоско-
сти, перпендикулярной оси X .

Итак, каждой нормальной моде отвечает вполне определенная группа точечной
симметрии Gj , которая является подгруппой группы симметрии G = C4v рассмат-
риваемой молекулы в состоянии равновесия.
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Заметим, что приведенные на рис. 2 картинки атомных смещений для нормаль-
ных мод в системах с разными законами межчастичного взаимодействия (потенци-
ал Леннарда–Джонса, Морзе и др.) оказываются одинаковыми. Этот факт связан с
тем, что в нашем случае нормальные координаты являются одновременно и сим-
метрическими, то есть базисными векторами неприводимых представлений группы
симметрии G = C4v (см. далее).

Нахождение нормальных координат в сложных молекулярных и кристалличе-
ских структурах обычно проводят в два этапа. На первом этапе с помощью теоретико-
групповых методов находят симметрические координаты, в результате чего матрица
силовых постоянных, фигурирующая в теории малых колебаний механических си-
стем, приводится к некоторому блочно-диагональному виду, который определяется
рассматриваемой в разделе 3 теоремой Вигнера. На этом этапе исследования зна-
ние конкретного закона межатомного взаимодействия не требуется. На втором этапе
нужно привести к диагональному виду каждый из вышеупомянутых блоков, для чего
уже необходимо знание силовых постоянных (то есть этот этап вычислений суще-
ственным образом зависит от закона межатомного взаимодействия). На этом этапе
мы переходим от симметрических координат к нормальным координатам.

В заключение заметим, что симметрия колебательного состояния (Gj) сохра-
няется во времени в том смысле, что если в данный момент рассматриваемое состо-
яние обладало некоторым элементом симметрии, то этот элемент не может спон-
танно исчезнуть. Приведенное утверждение является прямым следствием принципа
классического детерминизма. Однако следует иметь в виду, что потеря колебатель-
ным режимом устойчивости обычно влечет за собой спонтанное понижение его
симметрии.

2. Буши колебательных мод

В линейных динамических системах, которые отвечают гармоническому при-
ближению, нормальные моды являются независимыми друг от друга. В нелинейной
же системе между обычными нормальными модами имеются определенные взаи-
модействия, в результате чего они перестают быть точными решениями соответ-
ствующих динамических уравнений. Тем не менее, оказывается, что в нелинейных
системах могут существовать некоторые их аналоги.

Попытаемся, например, возбудить колебательный режим типа «a» (см. рис. 2)
в исходной нелинейной динамической системе с помощью задания соответствующих
начальных условий: все атомы отклоняются в начальный момент времени t = t0
вдоль диагоналей квадрата на одинаковые расстояния из своих положений равно-
весия, а их начальные скорости полагаются равными нулю. Можно показать, что
такой режим (ему отвечает группа симметрии G1 = C4v) будет существовать беско-
нечно долго и в нелинейной системе, но временная зависимость отклонений атомов
молекулы из своих положений равновесия, оставаясь периодической, уже не будет
синусоидальной, как это имеет место в случае линейных нормальных мод. Такой
колебательный режим представляет собой нелинейную нормальную моду Розенбер-
га2 [8, 9].

2Сам Розенберг называет такие динамические режимы «similar nonlinear normal modes».
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Любой динамический режим, возникающий в рассматриваемой нами нелиней-
ной системе, можно описать с помощью задания восьмимерного «конфигурацион-
ного вектора»

X(t) = {x1(t), y1(t) |x2(t), y2(t) |x3(t), y3(t) |x4(t), y4(t)},
где xi(t) и yi(t) суть смещения i-го атома вдоль координатных осей X и Y , соот-
ветственно. Поскольку нормальные координаты {φφφj | j = 1, ..., 8} образуют базис
в восьмимерном пространстве всех возможных атомных смещений, конфигурацион-
ный вектор X(t) можно разложить по этому базису

X(t) =
8∑

j=1

µj(t)φφφj . (1)

Явный вид базисных векторов φφφj легко восстановить по рисункам типа «а»–«в» (см.
рис. 2), например,

φφφ1 = { 1, 1 | −1, 1 | −1, −1 | 1, −1},
φφφ2 = { 1, 1 | 1, −1 | −1, −1 | −1, 1},
φφφ3 = { 1, 0 | −1, 0 | −1, 0 | 1, 0},
φφφ4 = { −1, 0 | 1, 0 | −1, 0 | 1, 0},
и т. д.

Если возбудить колебательный режим X(t) с помощью начальных условий
X(t0) = φφφ1, Ẋ(t0) = 0, то в разложении (1) справа останется только одно слагаемое

X(t) = µ1(t)φφφ1, (2)

где µ1(t) удовлетворяет некоторому дифференциальному уравнению второго поряд-
ка (отличному от уравнения для гармонического осциллятора), которое можно по-
лучить, зная явный вид межчастичных взаимодействий в рассматриваемой нами си-
стеме.

Если же возбудить «ромбический» колебательный режим с помощью началь-
ных условий X(t0) = φφφ2, Ẋ(t0) = 0, то можно показать, что в разложении (1)
останется два члена

X(t) = µ1(t)φφφ1 + µ2(t)φφφ2. (3)

В первом случае (см. формулу (2)) возникающий динамический режим X(t)
представляет собой нелинейную нормальную моду Розенберга, а во втором слу-
чае (см. формулу (3)) – двумерный буш (куст), состоящий из двух колебательных
мод [2,4]. Последний результат означает, что возбуждение от первоначально возбуж-
денной в нелинейной системе второй нормальной моды (в любой момент времени
она пропорциональна вектору φφφ2) может передаться только первой моде (пропорци-
ональной вектору φφφ1), но не другим колебательным модам. В работе [2], где нами
было введено понятие бушей мод, с помощью теоретико-групповых методов дока-
зывается, что возбуждение от колебательной моды µj(t)φφφj с группой симметрии Gj
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может передаться только тем модам, симметрия которых не ниже симметрии ис-
ходно возбужденной моды. Таким образом, в нелинейных системах с дискретной
симметрией существуют определенные теоретико-групповые правила отбора для
передачи возбуждения между модами различной симметрии. Эти правила отбора
могут существенным образом ограничить размерность динамического режима, то
есть число характеризующих его независимых степеней свободы. Таким образом,
размерность динамического режима X(t) определяется числом слагаемых в правой
части формулы (1), а функции µj(t) являются новыми динамическими переменными
рассматриваемой нами системы. Коллективные переменные µj(t)φφφj мы для кратко-
сти будем называть колебательными модами.

Для наших дальнейших целей более удобно делать разложения типа (1) не по
нормальным координатам (нахождение которых предполагает, вообще говоря, знание
сил взаимодействия между частицами системы), а по симметрическим координатам,
которые являются базисными векторами неприводимых представлений соответству-
ющих групп симметрии (см. далее). Дело в том, что симметрические координаты
(мы будем их также обозначать символами φφφj) можно построить, исходя из чисто
симметрийных соображений, то есть без знания явного вида взаимодействия между
элементами нашей динамической системы.

Полный комплект независимых колебательных мод, определяющих данный
динамический режим, называется бушем (кустом) мод [2, 4]. Состав буша мод, то
есть совокупность тех m мод, которые дают в него вклад в разложении типа (1),
можно найти с помощью соответствующих теоретико-групповых методов без зна-
ния характера межчастичного взаимодействия. Это – «геометрический аспект» буша
мод.

С другой стороны, динамика m-мерного буша определяется m дифференци-
альными уравнениями второго порядка, вид которых уже существенным образом
зависит от вышеупомянутого характера межчастичных взаимодействий. Например,
ромбический динамический режим в рассматриваемой нами квадратной молекуле
имеет вид

X(t) = {a, a | − b, b | − a,−a | b,−b}, (4)

где введены обозначения a = µ1(t)+µ2(t) и b = µ1(t)−µ2(t), а зависящие от времени
функции µ1(t) и µ2(t) определяются дифференциальными уравнениями вида

µ̈1(t) = F1(µ1(t), µ2(t)),

µ̈2(t) = F2(µ1(t), µ2(t)).

Явный вид такого типа уравнений будет обсужден далее на примере октаэдрической
молекулы с потенциалом взаимодействия Леннарда–Джонса (см. раздел 4 настоящей
работы).

Заметим, что, с позиций теории бушей мод, нелинейные нормальные моды
Розенберга являются одномерными бушами мод.

Существенно, что во многих N -частичных механических системах могут су-
ществовать буши мод достаточно малой размерности: одномерные, двумерные, трех-
мерные, четырехмерные и т. д. [2–4, 10–13].

Дадим следующее строгое математическое определение. Буши мод представ-
ляют собой инвариантные многообразия рассматриваемой динамической системы,
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разложенные по базисным векторам неприводимых представлений группы симмет-
рии этой системы3.

Подробное изложение теории бушей мод можно найти в наших предыдущих
работах, в частности, в [4].

Из формулы (1) очевидно, что каждый буш мод характеризуется некоторой
группой симметрии, которая является пересечением групп симметрии всех входящих
в него мод. В свою очередь, эти группы симметрии являются подгруппами группы
симметрии исходной нелинейной динамической системы.

Подведем итоги всего вышесказанного.
Динамические режимы в нелинейной системе, характеризующейся группой

симметрии G, можно классифицировать по ее подгруппам Gj (Gj ∈ G). Таким об-
разом, каждый динамический режим обладает некоторой группой симметрии Gj .
В частности, могут быть и такие режимы, которым соответствует лишь тривиальная
группа симметрии (состоящая только из единичного элемента) – это есть случай «от-
сутствия всякой симметрии». Каждый из таких режимов (бушей мод) имеет вполне
определенную размерность – число независимых степеней свободы, которое может
быть определено с помощью теоретико-групповых методов.

3. Проблема устойчивости бушей мод

Поскольку понятие устойчивости является весьма разноплановым, необходимо
точно определить, что мы понимаем под этим термином, говоря об устойчивости
бушей мод.

Пусть в начальный момент времени t = t0 в механической системе был воз-
бужден некоторый m-мерный буш мод с группой симметрии Gj . При малых ампли-
тудах входящих в него мод он может быть устойчивым динамическим объектом, в
том смысле, что с течением времени сохраняется его размерность (m) и группа сим-
метрии (Gj) (при этом, разумеется, соответствующие ему динамические переменные
µj(t) эволюционируют во времени). При увеличении амплитуд мод буша, которые
мы определяем с помощью задания некоторых начальных условий, он может по-
терять устойчивость: при t > t0 число входящих в него мод (то есть размерность
буша) может увеличиться, и, как следствие этого явления, происходит спонтанное
понижение симметрии колебательного состояния рассматриваемой системы.

Будучи точным нелинейным возбуждением, каждый буш имеет свою соб-
ственную область устойчивости в пространстве всех возможных амплитуд его мод
и их скоростей. Вне области устойчивости имеет место явление, аналогичное па-
раметрическому резонансу (более подробно см. [4]), которое и приводит к потере
его устойчивости и возникновению в системе нового буша большей размерности с
группой симметрии Gk (k 6= j), которая является подгруппой группы симметрии Gj

исходного буша (Gk ∈ Gj).
В настоящей работе будем рассматривать устойчивость динамических режи-

мов в консервативных механических системах, динамика которых описывается N

3Такое разложение имеет вполне определенный физический смысл, поскольку разным неприводи-
мым представлениям отвечают, вообще говоря, разные физические характеристики рассматриваемой
системы (см. [6]).

153



автономными дифференциальными уравнениями вида

Ẍ = F(X). (5)

Здесь X = {x1(t), x2(t), . . . , xN (t)} есть конфигурационный вектор,
компоненты которого задают отклонения частиц из своих положений равновесия
(равновесному состоянию отвечает вектор X = 0), а вектор-функция
F(X) = {f1(X), f2(X), . . . , fN (X)} определяет правые части рассматриваемых урав-
нений движения.

Пусть G0 есть группа таких преобразований (g) N -мерного пространства, ко-
торые оставляют систему уравнений (5) инвариантной. Это условие инвариантности
может быть записано в виде F(gX) = gF(X) (см., например, [1]). Иными словами,
в результате преобразования

X̃ = gX (g ∈ G0) (6)

система уравнений (5) в новых переменных {x̃1(t), . . . , x̃N (t)} будет эквивалентна
исходной (например, преобразование (6) может привести просто к перестановке от-
дельных уравнений системы (5)).

Динамический режим X(t), подлежащий исследованию на устойчивость, бу-
дем определять N -мерным векторомC(t), зависящим лишь отm независимых функ-
ций времени. Этот вектор определяет инвариантное многообразие рассматриваемой
динамической системы, и может быть найден из решения системы линейных алгеб-
раических уравнений вида

gX = X ∀ g ∈ G, (7)

где группа симметрии G данного динамического режима является подгруппой груп-
пы симметрии G0 системы уравнений движения (5). Таким образом,C(t) получается
из произвольного конфигурационного вектораX(t) в результате наложения симмет-
рийных ограничений (7), что приводит к определенной функциональной связи между
его компонентами (см., например, формулу (4), где приведен восьмимерный вектор
X(t) ≡ C(t), зависящий лишь от двух произвольных функций времени a(t) и b(t)).

Согласно известной схеме исследования локальной устойчивости, линеаризу-
ем исходную систему динамических уравнений (5) в окрестности рассматриваемого
нами динамического режима (буша мод). Для этого положим

X(t) = C(t) + δδδ(t), (8)

где δδδ(t) – инфинитезимальный конфигурационный вектор, и сохраним после под-
становки (8) в уравнение (5) лишь линейные по компонентам вектора δδδ(t) члены.
В результате получим систему N линейных дифференциальных уравнений

δ̈δδ = J [C(t)] · δδδ, (9)

где J [C(t)] есть матрица Якоби системы (5)

J [C(t)] =

∥∥∥∥∥
∂fi

∂xj

∣∣∣∣
X(t)=C(t)

∥∥∥∥∥ .
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Подчеркнем, что элементы этой матрицы (коэффициенты системы (9)) являются
функциями времени и определяются видом исследуемого динамического режима
C(t). Для краткости будем в дальнейшем называть систему уравнений (9) «лине-
аризованной системой».

Основным результатом работы [1] является разработка теоретико-группового
метода, с помощью которого систему N связанных линеаризованных уравнений (9)
можно расщепить на некоторое число независимых подсистем меньшей размерно-
сти, что может существенным образом упростить анализ устойчивости рассматрива-
емого динамического режима. Этот подход основан на доказанной нами в работе [1]
теореме о симметрии линеаризованной системы (9):

Теорема 1. Матрица J[C(t)] системы дифференциальных уравнений, линеа-
ризованных в окрестности буша мод B[G], определяемого конфигурационным век-
тором C(t), коммутирует со всеми матрицами M(g) (g ∈ G) механического пред-
ставления группы симметрии G рассматриваемого буша:

M(g) · J[C(t)] = J[C(t)] ·M(g). (10)

Напомним, что механическим называется представление, построенное на неко-
тором базисе {ei | i = 1, ... , N} конфигурационного пространства (пространства
всех возможных атомных смещений). Обычно базисные векторы такого базиса удоб-
но выбирать в форме последовательных векторов-столбцов единичной N -мерной
матрицы, то есть у вектора ei отличной от нуля является только одна компонента,
которая стоит на i-ом месте и равна единице.

Поскольку набор векторов {ei | i = 1, ..., N} образует базис, вектор gej можно
представить в виде определенной линейной комбинации векторов ei. Совокупность
всех коэффициентов такой линейной комбинации образует некоторую матрицу, в
силу чего имеем

gei =
N∑

i=1

Mji(g) · ej (i = 1, ..., N).

Тогда, в соответствии со стандартным определением представления группы, элемен-
ту симметрии g ∈ G можно сопоставить квадратную матрицу M(g) = ‖Mij(g)‖ (см.,
например, [14]). Полная совокупность матриц M(g) (∀g ∈ G) и образует механиче-
ское представление группы G.

Теорема 1 открывает возможность применения теоремы Вигнера [15] для при-
ведения матрицы Якоби J [C(t)] к вполне определенному блочно-диагональному ви-
ду. Ниже эта теорема приведена в той формулировке, которая является наиболее
удобной для наших дальнейших целей.

Пусть имеется приводимое представление Γ группы G, которое может быть
разложено на неприводимые представления (НП) Γj этой группы

Γ =
∑

j

⊕
mjΓj . (11)

Здесь mj есть число раз, которое НП Γj входит в прямую сумму (11). Обозначая
через nj размерность неприводимого представления Γj , можем сформулировать тео-
рему Вигнера следующим образом.
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Теорема 2 (теорема Вигнера). Любая матрица H, коммутирующая со всеми
матрицами представления Γ группы G, может быть определенным унитарным
преобразованием приведена к блочно-диагональной форме

H =
∑⊕

Dj , (12)

такой, что
• размерность каждого блока Dj равна произведению mj · nj;
• блок Dj состоит из подблоков, представляющих собой матрицы, пропор-

циональные единичной матрице Inj размерности nj , которые mj раз повторяются
вдоль строк и столбцов блока Dj .

Таким образом, блок Dj = D, характеризуемый числами nj = n и mj = m,
имеет следующий вид

D =




µ11In µ12In . . . µ1mIn

µ21In µ22In . . . µ2mIn

. . . . . . . . . . . .

µm1In µm2In . . . µmmIn




, (13)

где µij суть некоторые скалярные величины.
Применим теперь теорему Вигнера к задаче о расщеплении обсуждаемой нами

системы (9) линеаризованных дифференциальных уравнений с переменными коэф-
фициентами, которую для краткости будем далее записывать в виде δ̈δδ = J(t) · δδδ, где
J(t) ≡ J[C(t)]. Для этого достаточно считать, что фигурирующая в теореме Вигне-
ра матрица H есть матрица Якоби J(t), а (приводимое) представление Γ является
механическим представлением группы G того буша мод (динамического режима), в
окрестности которого была проведена линеаризация исходной системы дифферен-
циальных уравнений (5).

Для того чтобы осуществить вышеуказанное расщепление системы δ̈δδ=J(t) ·δδδ
необходимо сделать переход от выбранного ранее базиса ΦΦΦ = {e1, e2, ..., eN} к но-
вому базису ΦΦΦнов = {φφφ1,φφφ2, . . . ,φφφN}, орты которого суть базисные векторы непри-
водимых представлений группы G. Пусть нам известна унитарная матрица S, осу-
ществляющая переход от старого базиса к новому в соответствии с формулой
ΦΦΦнов = S ·ΦΦΦ. Тогда унитарное преобразование

Jнов(t) = S+ · J(t) · S (14)

приводит матрицу J(t) к блочно-диагональной форме, определяемой теоремой Виг-
нера, а исследуемая линеаризованная система приобретает вид δ̈δδнов = Jнов(t) · δδδнов,
где δδδнов = S+ · δδδнов.

Исследование устойчивости буша мод теперь сводится к анализу устойчивости
нулевых решений тех независимых подсистем, на которые была расщеплена система
δ̈δδ = J(t) · δδδ.

Согласно теореме Вигнера, с каждым НП Γj размерности nj , которое входит
в состав механического представления mj раз, связан блок Dj размерности njmj

в матрице Jнов(t) преобразованной линеаризованной системы. С другой стороны, из
структуры (13) этого блока, которая опять же определяется теоремой Вигнера, видно,
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что система njmj линеаризованных уравнений, связанных с НП Γj , расщепляется на
nj одинаковых подсистем, состоящих из mj уравнений каждая.

Очевидно, наибольшее упрощение линеаризованной системы получается в том
случае, когда данное НП Γj входит в состав механического представления один раз
(mj = 1). В этом случае блок Dj становится диагональным, и, как следствие, непри-
водимому представлению Γj отвечают nj независимых, причем, одинаковых уравне-
ний вида

δ̈δδk = γ(t) · δδδk (k = 1 .. nj), (15)

где γ(t) – соответствующий элемент диагональной матрицы Jнов(t).
Если же, например, некоторое трехмерное (nj = 3) НП входит в механическое

представление дважды (mj = 2), ему отвечают три линейные подсистемы, каждая
из которых содержит по два уравнения, причем все эти подсистемы имеют одну и
ту же зависящую от времени двумерную матрицу.

Явное расщепление исходной линеаризованной системы δ̈δδ = J(t) · δδδ на неза-
висимые подсистемы может оказаться весьма трудоемкой процедурой, связанной с
построением базисных векторов неприводимых представлений группы симметрии
исследуемого на устойчивость буша мод. Можно, однако, предложить достаточно
простую процедуру построения «схемы расщепления» [1], используя лишь теорию
характеров неприводимых представлений конечных групп. Говоря о построении
схемы расщепления, мы имеем ввиду определение, на какое количество независи-
мых подсистем и каких именно размерностей может быть расщеплена исходная ли-
неаризованная система. Для нахождения такой схемы необходимо для каждого НП
Γj размерности nj определить кратность его вхождения mj в механическое пред-
ставление группы симметрии данного буша.

В разных учебных пособиях (cм., например, [14]) и справочниках для всех
точечных групп симметрии можно найти списки неприводимых представлений, их
размерности и характеры4. В вышеупомянутой теории характеров хорошо известна
формула

mj =
1
‖G‖

∑

g∈G

χΓ(g)χ̄j (g), (16)

которая определяет кратность вхождения mj НП Γj в приводимое представление
Γ группы G. Здесь ‖G‖ есть порядок конечной группы G (число ее элементов), а
χΓ(g) и χj (g) суть следы матриц приводимого представления Γ и неприводимого
представления Γj , которые соответствуют элементу g ∈ G. Черта над следом χj (g)
означает операцию комплексного сопряжения. В нашем случае в качестве приво-
димого представления Γ выступает механическое представление группы симметрии
рассматриваемого буша мод.

Как уже отмечалось, χj (g) для всех НП Γj групп точечной симметрии можно
найти в справочной литературе. С другой стороны, следы χΓ(g) матриц механическо-
го представления Γ, которые существенным образом зависят от структуры исследу-
емой механической системы, можно вычислить, не прибегая к явному нахождению
самих этих матриц. Такая процедура описана, например, в [16] в связи с задачей
о симметрийной классификации малых колебаний многоатомных молекул. Главная

4Напомним, что характером представления называется вектор, образованный из следов всех матриц
данного представления.
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идея заключается в том, что для данного элемента g ∈ G вклад в χΓ(g) дают только
те атомы, положения которых не изменяются под действием этого элемента сим-
метрии. При этом, если g определяет поворот на угол φ вокруг некоторой оси, то
каждый лежащий на ней атом дает вклад в χΓ(g) равный (1 + 2 cos(φ)), в то время
как для зеркального поворота аналогичный вклад равен (−1 + 2 cos(φ)).

Чтобы построить искомую схему расщепления, для каждого НП Γj достаточно
знать два числа: его размерность (nj) и кратность вхождения (mj) в механическое
представление Γ группы симметрии исследуемого буша.

Будем записывать схемы расщепления в виде

N1(M1)⊕N2(M2)⊕N3(M3)⊕ . . . , (17)

где Ni определяет число независимых подсистем размерности Mi. Знание схемы
расщепления позволяет получить некоторое представление о целесообразности ис-
пользуемой в дальнейшем (обычно достаточно громоздкой) процедуры явного разби-
ения линеаризованной системы δ̈δδ = J(t) ·δδδ на независимые подсистемы для анализа
устойчивости исследуемого буша мод.

4. Устойчивость бушей мод для октаэдрической молекулы

Рассмотрим далее устойчивость нескольких колебательных режимов (бушей
мод) в октаэдрической молекуле, изображенной на рис. 3. В состоянии равнове-
сия она представляет собой правильный октаэдр с ребром a0, в вершинах которого
находятся одинаковые атомы, и харак-

Рис. 3. Октаэдрическая структура с группой сим-
метрии Oh

теризуется точечной группой симметрии
Oh. Начало координат выбрано в цен-
тре октаэдра. Четыре атома (с номера-
ми 2, 3, 4, 5) лежат в плоскости XY и
образуют квадрат, а два других атома (с
номерами 1 и 6) расположены на оси Z.

Все типы колебательных бушей
мод для такой молекулы были рассмот-
рены в работе [13], и, как уже неод-
нократно отмечалось, они определяют-
ся исходя только из симметрийных со-
ображений. С другой стороны, свойства
их устойчивости уже существенным об-
разом зависят от сил взаимодействия
между атомами рассматриваемой дина-
мической системы. Будем считать, что эти силы определяются некоторым парным
сферически-симметричным потенциалом u(r), где r – расстояние между двумя вза-
имодействующими атомами.

Ниже обсуждается устойчивость трех из возможных бушей мод B[Oh], B[D4h],
B[C4v], которым отвечают точечные группы симметрии Oh, D4h и C4v,
соответственно.

В связи с ограниченным объемом статьи приводим далее лишь некоторые
результаты исследования устойчивости этих динамических режимов, для того что-
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бы продемонстрировать эффективность развиваемого теоретико-группового аппара-
та упрощения линеаризованной системы δ̈δδ = J(t) · δδδ (детали этого анализа и даль-
нейшие примеры будут рассмотрены в отдельной публикации).

Начнем со схем расщепления (17) линеаризованной системы (9) для трех ука-
занных выше бушей

B[Oh] : 15(1), (18а)

B[D4h] : 5(1)⊕ 5(2), (18б)

B[C4v] : 2(1)⊕ 1(2)⊕ 1(3)⊕ 2(4). (18в)

(Уравнения, соответствующие поступательному движению молекулы как целого, из
рассмотрения исключены.)

В режиме, соответствующем первому бушу B[Oh], мгновенная атомная конфи-
гурация является правильным октаэдром, ребро которого a = a(t) эволюционирует
во времени. Это колебательное состояние представляет собой «дыхательную» нели-
нейную нормальную моду (октаэдр то увеличивается, то уменьшается в размерах
относительно своего равновесного состояния с ребром a0), уравнение движения ко-
торой имеет вид [13]

ä = −4u′(a)−
√

2u′(
√

2a), (19)

где u′(r) есть производная от потенциала взаимодействия u(r).
В соответствии со схемой (18а), линеаризованная система δ̈δδ = J(t) ·δδδ для буша

B[Oh] расщепляется на 15 независимых уравнений. Все эти уравнения имеют вид

δ̈j =
{[
αjφ(a) + βjφ(

√
2a)

]
a2 + γjψ(a) + λjψ(

√
2a)

}
δj , (20)

где функции φ(r) и ψ(r) определены выражениями φ(r) = u′′(r)/r2 − u′(r)/r3,
ψ(r) = u′(r)/r, a = a(t) есть решение уравнения (19), а коэффициенты αj , βj , γj и
λj , зависящие от входящих в механическое представление неприводимых представ-
лений группы Oh, приведены в таблице.

Таблица

Значения коэффициентов αj , βj , γj , λj , b, q
и границы устойчивости µмин для разных НП группы Oh

НП nj αj βj γj λj b q µмин
Γ1 = A1 1 -4 -4 -4 -2 4 21.700 µ0
Γ5 = E 2 -1 -4 -4 -2 0.906 4.498 µ0 0.0206
Γ7 = F2 3 -2 0 -4 -2 2.063 10.435 µ0 0.126
Γ8 = F ′2 3 -1 0 -6 0 1.005 4.135 µ0 0.00119
Γ9 = F ′1 3 0 0 -4 -2 0 -1.033 µ0 0.879
Γ10 = F1 3 -3 0 -6 0 3.068 15.604 µ0 0.219

В первом столбце этой таблицы даны обозначения неприводимых представле-
ний группы Oh, использованные в работе [13], и соответствующие им обозначения
из книги [16] (все указанные НП входят в механическое представление один раз, то
есть mj = 1, j = 1, 5, 7, 8, 9, 10). Во втором столбце приведены размерности (nj)
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этих НП, а в последующих четырех столбцах – входящие в уравнения (20) коэффи-
циенты.

Последующий анализ устойчивости зависит от явного вида потенциала u(r), в
силу чего будем далее полагать, что межатомное взаимодействие в рассматриваемой
молекуле описывается потенциалом Леннарда–Джонса

u(r) =
A

r12
− B

r6
. (21)

Более того, не ограничивая общности рассмотрения, будем считать, что A = B = 1
(выполнение этого условия достигается с помощью соответствующей замены пере-
менных в динамических уравнениях системы [13]).

Уравнения (20) с учетом того, что входящий в них параметр a = a(t) определя-
ется уравнением движения (19) исследуемого буша, являются достаточно сложными.
Однако эти уравнения можно существенным образом упростить, принимая во вни-
мание, что граница устойчивости буша B[Oh], которая была найдена в работе [13] с
помощью прямого численного моделирования (то есть без использования обсуждае-
мого нами сейчас метода расщепления линеаризованной системы), оказалась весьма
малой величиной. Именно, минимальное значение µмин амплитуды колебательной
моды µ(t) =

√
3[a(t)− a0], при которой уже наступает потеря ее устойчивости, удо-

влетворяет соотношению µмин ∼ 0.001.
Здесь уместно сделать следующее существенное замечание. Известные нам

октаэдрические молекулярные структуры, в отличие от той, которая изображена на
рис. 3, являются центрированными: они имеют еще один атом в центре октаэдра,
отличный от атомов в его вершинах. Наличие такого дополнительного атома мо-
жет существенным образом расширить область устойчивости рассматриваемого бу-
ша B[Oh]. Например, если взаимодействие центрального атома с периферийными
атомами описывается также потенциалом Леннарда–Джонса (21), но с параметра-
ми A = 1, B = 5.5, минимальная амплитуда Am, при которой происходит потеря
устойчивости, составляет, согласно [13], величину порядка единицы (то есть область
устойчивости увеличивается на три порядка по сравнению со случаем рассматрива-
емой нами сейчас нецентрированной октаэдрической структуры).

Воспользовавшись тем, что в нашем случае µмин ∼ 0.001, можно разложить ко-
эффициенты уравнений (19) и (20) в степенные ряды по малой величине
µ(t) =

√
3(a(t)− a0). В результате этой процедуры уравнения движения буша (19) и

уравнения (20) линеаризованной системы (после ее расщепления) принимают вид

µ̈ = −4µ+ 21.70µ2 − 66.03µ3 + . . . , (22)

δ̈j + (aj + bjµ+ cjµ2 + djµ3 + . . . )δ = 0, j = 1, ..., 15, (23)

где aj , bj , cj , dj суть некоторые постоянные коэффициенты5. Здесь через µ = µ(t)
обозначена «активная» мода, определяющая наш одномерный буш B[Oh], а через
δj(t) (j = 1, ..., 15) – «спящие» моды, то есть те, которые были равны нулю до по-
тери бушем своей устойчивости. Заметим, что одна из этих мод, а именно, δ1(t),

5При переходе от уравнений (19), (20) к уравнениям (22), (23) был изменен масштаб временной
переменной таким образом, чтобы частота колебаний рассматриваемого буша в гармоническом при-
ближении была равна 2.
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соответствующая НП Γ1, дает возмущение «вдоль» активной моды µ(t) (то есть про-
сто увеличивает или уменьшает на бесконечно малую величину ее амплитуду) и не
имеет, таким образом, отношения к исследованию устойчивости рассматриваемого
буша.

В силу условия |µ(t)| ¿ 1 в уравнениях (22), (23) можно ограничиться лишь
линейными по µ(t) членами. Тогда уравнение для буша (22) превращается в уравне-
ние гармонического осциллятора, с общим решением µ(t) = µ0 cos(ωt+φ0) (ω = 2)6.
Подстановка этого решения в уравне-

Рис. 4. Диаграмма областей устойчивого и неустой-
чивого движения для уравнения Матье (24)

ния (23) превращает каждое из них в
уравнение Матье, которое в стандарт-
ной своей форме [17] может быть за-
писано в виде

z̈ + [b− 2q cos(2t)]z = 0. (24)

Таким образом, все индивидуальные
уравнения (20), на которые расщепля-
ется линеаризованная система, могут
быть приближенно сведены к уравне-
нию Матье (24), но с различными7 ко-
эффициентами b и q. Значения этих коэффициентов мы приводим в седьмом и вось-
мом столбцах таблицы.

Воспользуемся теперь хорошо известной диаграммой устойчивости уравнения
Матье (24) в плоскости двух его параметров (b, q), которая изображена на рис. 4.
Если параметры b и q таковы, что попадают в одну из заштрихованных зон (зон
неустойчивого движения), нулевое решение уравнения (24) теряет свою устойчи-
вость, и происходит быстрое нарастание модуля переменной z(t) ≡ δj(t) во време-
ни. В свою очередь, это будет означать, что в рассматриваемой механической систе-
ме происходит спонтанное возбуждение некоторой ранее «спящей» (нулевой) моды.
Значение параметра b для всех НП, приведенных в таблице, является фиксирован-
ным, а величина q линейным образом зависит от амплитуды µ0 рассматриваемого
буша B[Oh]. Поэтому для каждого их этих НП можно определить минимальную ве-
личину µмин амплитуды µ0, при которой параметры b и q оказываются в зоне неустой-
чивого движения8. Значения µмин приведены в последнем столбце таблицы.

Таким образом, дальнейший анализ устойчивости одномерного буша B[Oh]
сводится к установлению того минимального значения µмин его амплитуды µ0, при
котором начинается возбуждение хотя бы одной из спящих мод δj(t) (j = 2, ..., 15).
Такой анализ позволяет выделить именно ту из ранее спящих мод, которая возбуж-
дается первой, приводя тем самым к потере устойчивости буша. Как уже говори-
лось, при этом происходит переход рассматриваемого одномерного буша в некото-

6Начальная фаза φ0 не влияет на проводимый ниже анализ устойчивости, в силу чего далее пола-
гаем φ0 = 0.

7Значения b и q для мод, отвечающих одному и тому же НП группы симметрии G = Oh рассмат-
риваемого буша, одинаковы.

8Границы изображенных на рис. 4 областей устойчивого и неустойчивого движения могут быть за-
даны соответствующими степенными рядами (см., например, [17]), которые и были нами использованы
для нахождения значений µмин.
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рый другой буш большей размерности и более низкой (по сравнению с Oh) группой
симметрии.

Каждому из неприводимых представлений, приведенных в таблице, отвеча-
ет некоторое инвариантное относительно группы Oh подпространство полного 18-
мерного пространства атомных смещений

Γ1 : aφφφ(1)
1 = {0, 0, a | − a, 0, 0 | 0, a, 0 | a, 0, 0 | 0,−a, 0 | 0, 0,−a}, (25а)

Γ5 : aφφφ(5)
1 + bφφφ(5)

2 =

{0, 0,−2a | b− a, 0, 0 | 0, a + b, 0 | a− b, 0, 0 | 0,−a− b, 0 | 0, 0, 2a},
(25б)

Γ7 : aφφφ(7)
1 + bφφφ(7)

2 + cφφφ(7)
3 =

{b, a, 0 | 0,−c,−b | c, 0, a | 0, c, b | − c, 0,−a | − b,−a, 0},
(25в)

Γ8 : aφφφ(8)
1 + bφφφ(8)

2 + cφφφ(8)
3 =

{a,−b, 0 | 0, b,−c | − a, 0, c | 0, b,−c | − a, 0, c | a,−b, 0},
(25г)

Γ9 : aφφφ(9)
1 + bφφφ(9)

2 + cφφφ(9)
3 =

{−b, a, 0 | 0, c,−b | c, 0,−a | 0,−c, b | − c, 0, a | b,−a, 0},
(25д)

Γ10 : aφφφ(10)
1 + bφφφ(10)

2 + cφφφ(10)
3 =

{a, b,−2c | − 2a, b, c | a,−2b, c | − 2a, b, c | a,−2b, c | a, b,−2c},
(25е)

где a, b и c – произвольные постоянные, φφφ(j)
i (i = 1, ..., nj) – базисные векторы

(см. [13]) неприводимого представления Γj размерности nj (j = 1, 5, 7, 8, 9, 10),
компоненты которых суть смещения атомов рассматриваемой молекулы из своих
положений равновесия вдоль координатных осей X , Y и Z. Каждое из этих под-
пространств определяет особый тип деформаций октаэдра, изображенного на рис. 3.
Например, неприводимому представлению Γ1 отвечает «дыхательная» мода: атомы
в процессе колебаний в каждый момент времени по-прежнему образуют октаэдр, но
с ребром, отличным от a0. Возмущения, принадлежащие подпространству (25а), яв-
ляются возмущениями «вдоль» рассматриваемого буша и, как уже говорилось, не
имеют отношения к потере его устойчивости. Деформация октаэдра (25б), соот-
ветствующая НП Γ5, происходит за счет смещения всех пар атомов, лежащих на
координатных осях, вдоль этих осей навстречу друг другу (причем, лежащие на дан-
ной оси атомы имеют одинаковые по величине, но противоположно направленные
смещения). Аналогичным образом можно представить себе характер деформаций
октаэдра, соответствующих каждому из других подпространств (25).

162



При потере устойчивости буша B[Oh] должно происходить возбуждение коле-
баний в одном или нескольких из вышеописанных инвариантных подпространств
(25б)–(25е). Возбуждение колебаний, принадлежащих тому или другому подпро-
странству, происходит при амплитуде µ0 рассматриваемого буша, превышающей
значение µмин, которое существенно различно для разных НП его группы симмет-
рии. Очевидно, порог потери устойчивости буша B[Oh] определяется тем из подпро-
странств (25б)–(25е), которому отвечает наименьшее значение амплитуды µмин, при
котором происходит возбуждение колебаний внутри данного подпространства. Из
последнего столбца таблицы находим, что таким «критическим» для потери устой-
чивости буша B[Oh], по мере увеличения от нуля его амплитуды, является трехмер-
ное подпространство (25г), отвечающее неприводимому представлению Γ8.

Подчеркнем еще раз, что обсуждаемый в настоящей работе теоретико-груп-
повой аппарат позволяет (по крайней мере, в случае буша B[Oh]) не только найти
границу устойчивости, но и обнаружить «основного виновника» потери устойчиво-
сти (в рассматриваемом случае это – взаимодействие буша B[Oh] с модами, пре-
образующимися по неприводимому представлению Γ8), что важно для выяснения
физической природы этого явления. Как уже отмечалось в работе [13] маленькая
величина порога устойчивости буша B[Oh] (µмин ∼ 0.001) связана с близостью ме-
ханической системы к внутреннему резонансу ω1 = 2ω8, где ω1 и ω8 суть частоты
линейных нормальных мод, отвечающих неприводимым представлениям Γ1 (это НП
описывает дыхательную моду) и Γ8, соответственно.

Перейдем к исследованию устойчивости двумерного буша B[D4h]. Из схемы
расщепления (18б) ясно, что исследование устойчивости теперь оказывается не столь
простым, как в случае буша B[Oh], поскольку кроме индивидуальных уравнений об-
суждаемого выше типа (см. формулу (20)) появляются двумерные системы уравне-
ний. С помощью разложения по малым амплитудам входящих в буш мод9, все эти
системы могут быть сведены к единому виду

ÿ + f11y + f12z = 0,

z̈ + f12y + f22z = 0,
(26)

где fij = aij+bij cos(t)+cij cos(ωt+φ0), а aij , bij , cij , ω и φ0 – некоторые постоянные
величины.

Для систем (26) нам неизвестны готовые диаграммы устойчивости типа той,
которую мы имеем для уравнения Матье. Тем не менее устойчивость нулевого реше-
ния систем (26) может быть исследована численными методами. Заметим, что урав-
нения (26) не подпадают под стандартное исследование устойчивости с помощью
метода Флоке, поскольку бушу B[D4h] отвечает не периодическое, а квазипериоди-
ческое движение.

9Согласно [13] граница устойчивости этого буша также достаточно мала (µмин ∼ 0.01), в силу чего
такое разложение оправдано.
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В случае буша B[D4h] также можно выделить то НП, по отношению к модам
которого теряется его устойчивость в первую очередь по мере увеличения амплитуд
колебаний. Разумеется такой анализ более прост и информативен, по сравнению с
исследованием устойчивости исходной линеаризованной системы (9), состоящей из
15 связанных друг с другом уравнений.

Заключение

Разработан теоретико-групповой метод, который позволяет в ряде случаев су-
щественным образом упростить исследование устойчивости динамических режи-
мов в системах с дискретной симметрией за счет расщепления линеаризованной
(в окрестности рассматриваемого режима) системы нелинейных дифференциальных
уравнений на некоторое число независимых подсистем малой размерности. При из-
ложении метода предполагается, что исходная физическая система описывается ав-
тономными дифференциальными уравнениями второго порядка (5). Поскольку были
использованы лишь теоретико-групповые соображения, основанные на том, что лю-
бой динамический режим характеризуется некоторой подгруппой группы симметрии
уравнений движения, описывающих исследуемую физическую систему, достаточно
ясно, что предлагаемый метод можно обобщить на гораздо более широкий класс ди-
намических систем, в частности, диссипативных. Такое обобщение, однако, выходит
за рамки настоящей работы.

Авторы выражают свою благодарность В.П. Сахненко за многогранную по-
мощь и плодотворные «нелинейные» дискуссии.
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GROUP-THEORETICAL METHODS FOR SIMPLIFICATION
OF STABILITY ANALYSIS OF DYNAMICAL REGIMES

IN NONLINEAR SYSTEMS WITH DISCRETE SYMMETRY

K.G. Zhukov, G.M. Chechin

We present a detailed description of the group-theoretical method which has been
published in 2006 by the authors. This method can frequently simplify the study of
the stability of different dynamical regimes in nonlinear physical systems with discrete
symmetry since it allows one to split the set of the linearized (near a considered regime)
nonlinear differential equations into a number of independent subsets of small dimensions.
The above method is illustrated with the case of stability analysis of some dynamical
regimes in the simple octahedral structure.
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КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ МОДЕЛЕЙ

ОДНОГО КЛАССА ОПТИКО-ЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМ

Д.В. Глазков

Изучаются две модели полупроводникового лазера с запаздывающей обратной свя-
зью. Рассматривается случай большого параметра, наличие которого приводит к сингу-
лярно возмущенным задачам. Строятся и исследуются квазинормальные формы моделей
в случаях, близких к критическим.

Введение

Модели, описывающие динамику лазерных систем, в последнее время вызыва-
ют все больший интерес [1,2]. В первую очередь, это связано с их непосредственным
прикладным значением. Однако эта причина не единственная. Как отмечено в [1],
лазер принадлежит к числу систем, которые не только способны демонстрировать
сложное поведение, но и более многих других пригодны для исследования общих
закономерностей нелинейной динамики. Действительно, в целом ряде случаев лазе-
ры функционируют в существенно нелинейных режимах. В наибольшей степени это
замечание касается так называемой полуклассической теории лазера, которая пред-
лагает целую иерархию нелинейных уравнений, надежно обоснованных с позиций
квантовой электродинамики и количественно подтвержденных экспериментами.

Особый класс моделей лазерных систем представляют собой модели, учи-
тывающие воздействие запаздывающей оптической обратной связи. Их сложность
обусловлена тем, что этот класс задач описывается в терминах дифференциальных
уравнений с запаздыванием, которые обладают бесконечным числом степеней свобо-
ды. Кроме того, динамические системы с запаздыванием демонстрируют различные
типы неустойчивостей, обусловленные воздействием задержки. Например, для по-
лупроводниковых лазеров с оптической обратной связью наблюдаются различные
пути перехода к хаосу: квазипериодический [3], через каскад бифуркаций удвоения
периода [4], сценарий Икеды [5], перемежаемость и кризис аттракторов [6, 7].

За последние 30 лет как численно, так и экспериментально обнаружен целый
ряд новых сложных режимов генерации лазерных систем, обусловленных воздей-
ствием отраженного излучения на резонатор. В их числе отметим такие явления как
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колебания Петермана–Тейгера [8, 9], регулярные импульсные пакеты [10, 11], низко-
частотные флуктуации [2, 7, 12, 13], когерентный коллапс [2–4, 7, 12]. Глубокое пони-
мание механизмов их возникновения открывает новые способы для управления ре-
жимами генерации, а значит, и новые возможности в приложениях. В таких областях,
как хранение данных или оптические и оптоволоконные коммуникации отражения и
связанные с ними сложные сопутствующие эффекты неизбежны. Например, искаже-
ния сигнала при передаче данных нередко обусловлены неминуемыми отражениями
от торцов волноводов. Поэтому изучение влияния оптической запаздывающей обрат-
ной связи на работу лазеров разных типов представляет собой важную прикладную
задачу.

В настоящей работе предпринимается попытка математически упростить ис-
ходные динамические уравнения с целью исследования феномена когерентного кол-
лапса с новых позиций. Суть этого феномена заключается в дестабилизации лазера,
приводящей к резкому уширению (в сотни и тысячи раз) спектра излучения. Как от-
мечается в [2,3,12], состояние когерентного коллапса достигается, когда ток накачки
заметно превосходит первую пороговую величину и интенсивность отраженного из-
лучения достигает некоторого критического значения.

1. Постановка задачи

Рассмотрим математическую модель динамики одномодового лазера, которая
учитывает воздействие отраженного излучения на резонатор и основана на уравне-
ниях Ланга–Кобаяши [14]





dE

dt
= v(1+iα)EZ + γe−iω0hE(t−h),

dZ

dt
= Q− Z − (1+Z) |E|2.

(1)

Здесь E(t) – комплексная амплитуда электрического поля; Z(t) – инверсия носите-
лей; γ>0 и (−ω0h) – сила и фаза обратной связи; ω0 – оптическая частота генерации
в отсутствие обратной связи;Q – превышение током накачки первой пороговой вели-
чины; v – отношение времен затухания инверсии носителей и фотонов в резонаторе;
α – коэффициент уширения линии, отвечающий за нелинейное взаимодействие меж-
ду амплитудой и фазой поля; h – время прохода излучения по внешнему резонатору,
нормированное в единицах времени затухания инверсии.

Наряду с системой (1) рассмотрим более сложную модель, дополненную еще
одним уравнением, которое описывает воздействие оптического фильтра [15],





dE

dt
= v(1+iα)EZ + γf,

df

dt
= i∆f + Λ[E(t−h)e−iω0h − f ],

dZ

dt
= Q− Z − (1+Z) |E|2.

(2)

В этой системе f(t) – комплексная амплитуда электрического поля на выходе из
фильтра, Λ – ширина спектра, ∆ – расстройка между частотой излучения уединен-
ного лазера и несущей частотой фильтра.
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Система (1) при больших значениях параметров изучалась в работах [13, 16].
Другие исследования такого рода автору не известны.

Поставим задачу математического исследования систем (1), (2) в случае, когда
параметр Q асимптотически велик. Используя такое предположение, удается умень-
шить число уравнений и параметров в моделях (1), (2), тем самым существенно
упрощая исходную задачу.

Методы построения систем с фазовым пространством бесконечной размерно-
сти, играющих роль нормальных форм, были предложены в работах [17–21].

Наличие в системе большого параметра приводит к необходимости рассмат-
ривать сингулярно возмущенную задачу. Задачи этого типа [22] не могут быть каче-
ственно исследованы регулярными методами. Главное преимущество используемой
в работе методики состоит в переходе от сингулярно возмущенной задачи к регуляр-
ным уравнениям, которые больших параметров уже не содержат.

2. Уравнения Ланга–Кобаяши при QÀ1

Рассмотрим уравнение (1) при условии Q=ε−1, где ε – малый положительный
параметр. Нормируя переменные следующим образом:

t = εs, E =
1√
ε
· e−iωsE1,

сведем исходную систему к частному случаю следующего векторного уравнения:

dx
ds

= F(x) + ε · Φ (
x, x(s−hε−1)

)
. (3)

Общая методика исследования его динамики была разработана в [18,19]. В соответ-
ствии с алгоритмами, представленными в этих статьях, в малой окрестности неко-
торого периодического решения системы «нулевого приближения» dx/ds = F(x)
строится нормализующая замена, позволяющая получить асимптотические оценки
системы (3). Эта замена имеет следующий вид:

V(s, ε) = V0(τ) + εV1(t, τ) + ε2V2(t, τ) + . . . , (4)

dτ

ds
= 1 + ε3(t) + ε2ψ(t) + . . . . (5)

Здесь Vj(t, τ) являются T -периодичными по τ, причем V0(s) есть периодическое
решение системы ОДУ dx/ds = F(x), 3(t) – скалярная почти периодическая функ-
ция.

Отметим, что из (5) можем получить

τ(s−hε−1) ≈ τ(s)− y, где y = hε−1 +

0∫

−h

3(t+r)dr.

Стандартная линеаризация dx/ds = F(x) на V0(s) приводит к системе

du
ds

= A(s)u, (6)
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где A(s) есть матрица Якоби DF/Dx при x(s) = V0(s). Таким образом, A(s) являет-
ся T -периодической. Обозначим через Hj(s) линейно независимые периодические
решения сопряженной к (6) системы dw/ds=−A∗(s)w.

Подставляя ряды (4), (5) в (3) и приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях ε, получим цепочку уравнений вида

dVk

dτ
= A(τ)Vk + fk(t, τ, τ−y), k∈N, (7)

где через fk(t, τ, τ−y) обозначена неоднородность дифференциального уравнения.
На первом шаге из условий периодичности функции V1 по τ получим систему урав-
нений 〈

f1(t, τ, τ−y),Hj(τ)
〉

= 0, (8)

где угловыми скобками 〈 〉 обозначено скалярное произведение

〈X,Y〉 =
1
T

T∫

0

(X(τ),Y(τ))dτ.

Полученные уравнения (8) играют роль нормальной формы в задаче о локальной
динамике уравнения (3) в некоторой окрестности решения V0(s) системы «нулевого
приближения» dx/ds = F(x). Отыскав решение V1 системы (7) в указанном классе
функций, можно последовательно найти любое число элементов рядов (4), (5).

В случае уравнений Ланга–Кобаяши при QÀ1 система ОДУ вида dx/ds=F(x)
является консервативной и имеет семейство периодических решений, которое в форме
вектора с вещественными компонентами может быть записано следующим образом:

V0(s) = (c cos(ωs), c sin(ωs), c−2−1)T .

Матрица системы (6) имеет вид

A(s) =
DF
Dx

(V0(s)) =




0 −ω 0

ω 0 0

−2 c−1 cos(ωs) −2 c−1 sin(ωs) −c2


 .

Для системы (6) легко находятся все линейно независимые решения, два из которых
можно выбрать периодическими

K0(s) =




cos(ωs)

sin(ωs)

−2 c−3


 , K1(s) =



− sin(ωs)

cos(ωs)

0


 , K2(s) =




0

0

e−c2s


 .

Очевидно, мультипликаторы системы (6) имеют вид: µ1=µ2=1, µ3=e−
2π
ω c2<1.

Линейно независимые периодические решения сопряженной к (6) системы вы-
берем таким образом, чтобы 〈Ki,Hj〉 = δij , i, j = 0, 1, где δij – символ Кронекера.
Таким условиям удовлетворяют вектор-функции вида
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H0(s) =




cos(ωs)

sin(ωs)

0


 , H1(s) =




− sin(ωs)

cos(ωs)

0


 .

Рассмотрим свободную постоянную c как функцию «медленного» времени:
t=εs. В соответствии с изложенной методикой, собирая коэффициенты при первой
степени ε, придем к системе

∂V0

∂c

dc(t)
dt

+
∂V0

∂τ
3(t) +

∂V1

∂τ
= A(τ)V1 +Φ(V0(τ),V0(τ−y)). (9)

Условие существования 2π/ω-периодического (по τ) решения уравнения (9) состоит
в ортогональности его неоднородной части функциям H0(τ),H1(τ). Выполнив ряд
преобразований и переобозначив ω3→3, получим следующую систему интегрально-
дифференциальных уравнений, которую мы будем называть квазинормальной фор-
мой модели Ланга–Кобаяши в случае QÀ1:





dc(t)
dt

= v

(
1

c(t)
− c(t)

)
+ γ cos

(
ω0h +

0∫
−h

3(t+r)dr

)
c(t−h) ,

3(t) = vα
(

1
c2(t)

− 1
)
− γ sin

(
ω0h +

0∫
−h

3(t+r)dr

)
c(t−h)

c(t)
.

(10)

Заметим, что система (10) заменами

3(t) =
dθ

dt
, c(t)eiθ(t) = E(t)

может быть преобразована к одному комплексному уравнению следующего вида:

dE

dt
= v(1+iα)

(|E|−2−1
)
E + γe−iω0hE(t−h), (11)

которое, очевидно, связано с (1).
Таким образом, при достаточно больших значениях накачки Q оказывается

возможно исключить из системы (1) уравнение для инверсии Z, упростив первона-
чальную задачу.

Стационарные решения системы (10) определяются из трансцендентного урав-
нения относительно 3

3 = −γ [α cos
(
ω0h+3h

)
+ sin

(
ω0h+3h

)]
.

Обозначая η=ω0h+3h, придем к хорошо известному соотношению для определения
числа мод внешнего резонатора [7, 23]

η− ω0h = −γh
√

1+α2 sin
(
η+ arctg(α)

)
, (12)
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которое, имеет, по крайней мере, одно решение. Легко видеть, что, чем больше зна-
чение γh

√
1+α2, тем больше решений имеет уравнение (12).

Отметим, что по ηk можно однозначно определить 3 и c. Устойчивость каждо-
го из состояний равновесия системы (10) определяется расположением в комплекс-
ной плоскости корней характеристического уравнения

λ2 + 2λγ cos ηk(1−e−λh) + γ2(1−e−λh)2+

+2(v−γ cos ηk)[λ+ γ(cos ηk−α sin ηk)(1−e−λh)] = 0.
(13)

В случае cos ηk=1 для моды с максимальным усилением [23] уравнение (13) сводит-
ся к следующей простой совокупности:



λ+ γ(1−e−λh) = 0 ,

λ+ γ(1−e−λh) + 2(v−γ) = 0 .
(14)

При 0<γ<v у каждого из уравнений (14) отсутствуют корни с положительной веще-
ственной частью. Следовательно, мода с максимальным усилением в случае асимп-
тотически большой накачки является устойчивой. Этот результат хорошо согласуется
с выводами, сделанными в работе [23].

Мода с минимальной шириной линии достигается при ηk=− arctg(α). Доста-
точным условием ее устойчивости является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть ηk=− arctg(α) и γ ≤ γ1 = v/
√

1 + α2. Тогда все корни
уравнения (13) имеют неположительные действительные части.

Критерием устойчивости моды с минимальной шириной линии в случае боль-
шого запаздывания h=µ−1, где µ – малый параметр, является следующая теорема:

Теорема 2. Пусть ηk=− arctg(α) и γ < γ2 = (2v
√

1 + α2)/(2 + α2). Тогда все
корни уравнения (13) имеют неположительные действительные части. В случае
γ>γ2 существует корень с положительной действительной частью.

Непосредственной подстановкой несложно проверить, что корней с асимпто-
тикой iωµ−p, где p>0, у уравнения (13) в случае ηk=− arctg(α) нет. Раскладывая
λ в ряд по степеням малого параметра µ, так что λ=λ0+µλ1+µ2λ2+ . . ., получаем
Re λ0=Re λ1=0, а знак Re λ2 определяет знак выражения γ(2+α2)−2v

√
1+α2.

Основные результаты относительно динамических свойств системы (10) полу-
чены численным моделированием. При этом исследовалась не сама система (10), а
система дифференциальных уравнений с запаздыванием, получаемая заменой
3(t)=dθ(t)/dt. Тем не менее, в качестве основных характеристик модифицирован-
ной таким образом квазинормальной формы выступали функции c(t), dθ(t)/dt.

Численное интегрирование выполнялось с помощью схемы Рунге–Кутты 4-го
порядка, адаптированной для систем с запаздыванием. В качестве начальных усло-
вий выбирались функции из класса тригонометрических полиномов, заданных на
отрезке [−h, 0]. Были обнаружены явления мультистабильности (рис. 1), кризиса
аттракторов, последовательного удвоения периода циклов, определены области с ха-
отической и сложной нехаотической динамикой.
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Рис. 1. Иллюстрация явления мультистабильности. При значениях параметров
v=100,α=5,ω0h=1, γ=97.9, h=0.04 найдено 3 различных устойчивых режима: мода, близкая к
состоянию с максимальным усилением, цикл удвоенного периода (a) и режим, известный как
регулярный импульсный пакет (regular pulse package, RPP [10,11]) (б)

Важные особенности динамики ква-
зинормальной формы (10) отражает би-
фуркационная диаграмма, представленная
на рис. 2. Выбраны следующие значения
параметров v=100,α=5,ω0h=1. Цифрами
обозначены области: 1 – состояние рав-
новесия; 2 – цикл, рождающийся в ре-
зультате бифуркации Андронова–Хопфа;
3 – сценарий Фейгенбаума – каскад би-
фуркаций удвоения периода (штриховой
линией отмечены первые две бифуркации
удвоения); 4 – нефейгенбаумовские пе-
реходные режимы (в некоторых случаях
интерпретировались как квазипериодиче-
ские или двухчастотные на основе анали-
за временного ряда стандартной функцией
FFT пакета Maple); 5 – хаос. Штрихпунк-
тиром обозначены первые две бифуркации
седло-узла, в которых происходит рожде-
ние пары мода–антимода. Правее первой
из них существуют области мультиста-
бильности. Изменение бассейнов притя-
жения лежит в основе перехода (при воз-
растании параметров h, γ) от все усложня-
ющихся режимов из области 3 к области 2.
Область, отмеченная цифрой 4 на верхней
части диаграммы имеет сложную струк-

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма системы (10) на
плоскости (γ, h), разделенная на две части с разным
масштабом по параметру h. Отметим существова-
ние областей мультистабильности
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туру и содержит многочисленные участки типа 2 и 5 малых размеров. Отметим, что
существование устойчивого состояния равновесия, близкого к моде с максимальным
усилением, подтверждается численно. При γ>v

√
1+α2 система (1), вообще говоря,

теряет свойство диссипативности. Это объясняется тем, что столь большие значе-
ния γ физически недостижимы, поскольку величину v−1γ следует понимать как ту
долю отраженного излучения, которая возвращается в резонатор. Граница области
динамического хаоса определялась на основе вычисления корреляционной размер-
ности [24, 25]. Расчет старшего показателя Ляпунова [26], в целом, подтверждает
полученные оценки.

Подчеркнем связь между установившимися режимами в квазинормальной фор-
ме и в исходной модели: устойчивым состояниям равновесия и циклам системы (10)
соответствуют устойчивые предельные циклы и торы в (1).

Следует также обратить внимание на то, что известные о когерентном коллапсе
факты [2–4,7, 12] хорошо согласуются с наблюдаемой динамикой системы (10).

3. Модель с фильтром при v, QÀ1

Введем в рассмотрение малый положительный параметр ε так, что

v = ε−1, Q = qε−1,

и выполним замену переменных

t = εs, E =
1√
ε
· e−iωsE1, f =

1√
ε
· e−iωsf1.

Это приводит к системе, которая является частным случаем (3).
Решение системы «нулевого приближения» представимо в форме

V0(s) =
√

q · (exp(iωs), c exp(iωs), 0)T .

Матрица линеаризованной на V0 системы имеет вид

A(s) =




0 −ω 0 0
√

q · [cos(ωs)− α sin(ωs)]

ω 0 0 0
√

q · [sin(ωs) + α cos(ωs)]

0 0 0 −ω 0

0 0 ω 0 0

−2
√

q · cos(ωs) −2
√

q · sin(ωs) 0 0 −q




.

Система (6) и сопряженная к ней имеют по три (с точностью до константы) пери-
одических решения и им соответствующих единичных мультипликатора. Выберем
эти решения следующим образом:

K0(s) =
√

q · (− sin(ωs), cos(ωs), 0, 0, 0)T ,

H0(s) = − 1√
q
· (sin(ωs)+α cos(ωs), − cos(ωs)+α sin(ωs), 0, 0, 0)T ,

K1(s) = H1(s) = (0, 0, cos(ωs), sin(ωs), 0)T ,

K2(s) = H2(s) = (0, 0, − sin(ωs), cos(ωs), 0)T ,
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чтобы выполнялось условие 〈Ki,Hj〉 = δij , i, j=0...2, где δij – символ
Кронекера.

В данном случае замена (4), (5) несколько модифицируется, а именно:

V(s, ε) = V0(τ1, τ2) + εV1(t, τ1, τ2) + ε2V2(t, τ1, τ2) + . . . ,

dτ1
ds

= 1 + ε31(t) + ε2ψ1(t) + . . . ,

dτ2
ds

= 1 + ε32(t) + ε2ψ2(t) + . . . .

Здесь V0(τ1, τ2) =
√

q · (exp(iωτ1), c exp(iωτ2), 0)T . Кроме того,

τ2(s)−τ1(s) = ε

s∫

s0

[
32(εr)−31(εr)+ . . .

]
dr =

t∫

t0

[
32(r)−31(r)

]
dr + O(ε).

По аналогии с предыдущим пунктом введем в рассмотрение y1 и y2. Тогда,
собирая коэффициенты при первой степени ε, получим систему уравнений

∂V0

∂c

dc(t)
dt

+ 31(t)
∂V0

∂τ1
+ 32(t)

∂V0

∂τ2
+

∂V1

∂τ1
+

∂V1

∂τ2
=

= AV1 +Φ(V0

(
τ1, τ2

)
,V0(τ1−y1, τ2−y2)).

(15)

Из условий периодичности функции V1 по τ1, τ2 получим следующие уравнения,
которые будем называть квазинормальной формой системы (2) в выбранной области
пространства параметров,





31(t) = −c(t)γ
√

1+α2 sin(
t∫

t0

(31(r)−32(r))dr + arctg(α)) ,

dc(t)
dt

= Λ[cos(ω0h +
0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(32(r)−31(r))dr)− c(t)] ,

32(t) = ∆− Λ
c(t)

sin(ω0h +
0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(32(r)−31(r))dr) .

(16)

Здесь и далее без ограничения общности считаем, что θ1(t0)=θ2(t0), где
dθj(t)

dt
=3j(t).

Отметим, что при численном моделировании системы (16) других аттракторов,
кроме состояний равновесия, обнаружить не удалось. Такой же результат был полу-
чен в работе [27] для уравнений (1) в случае v,QÀ1. Исходя из принципов работы
фильтра, можно предположить, что характер излучения на выходе из фильтрующего
устройства не должен оказаться сложнее, чем на входе, поэтому сформулированный
результат выглядит естественно.

Подчеркнем связь между установившимися режимами в квазинормальной фор-
ме и в исходной модели: устойчивому состоянию равновесия системы (16) соответ-
ствует устойчивый предельный цикл в (2).
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4. Большая накачка QÀ1 в системе с фильтром

Пусть параметр Q достаточно велик. В данном случае считаем, что v=O(1).
Положим Q=ε−1, где ε¿1. Выполним следующее преобразование переменных:

t = εs, E =
1√
ε
· e−iωsE1, f =

1√
ε
· e−iωsf1.

Полученная в результате система также сводится к уравнению общего вида (3).
Решение системы «нулевого приближения» можно записать следующим обра-

зом:
V0(s) =

(
c1 exp(iωs), c2 exp(iωs), c−2

1 −1
)T

.

Стандартная линеаризация dx/dt=F(x) наV0(s) в соответствии с изложенной
методикой приводит к системе (6), 2π/ω-периодическая матрица которой имеет вид

(A0(s)) =
DF
Dx

(V0(s)) =




0 −ω 0 0 0

ω 0 0 0 0

0 0 0 −ω 0

0 0 ω 0 0

−2 c−1
1 cos(ωs) −2 c−1

1 sin(ωs) 0 0 −c2
1




.

По аналогии с процедурой, изложенной в предыдущем разделе, несложно устано-
вить, что в данном случае система (6) и сопряженная к ней имеют по четыре линейно
независимых периодических решения.

В соответствии с изложенной методикой, собирая коэффициенты при первой
степени ε, придем к следующей системе уравнений:

∂V0

∂c1

dc1(t)
dt

+
∂V0

∂c2

dc2(t)
dt

+ 31(t)
∂V0

∂τ1
+ 32(t)

∂V0

∂τ2
+

∂V1

∂τ1
+

∂V1

∂τ2
=

= AV1 +Φ(V0(τ1, τ2),V0(τ1−y1, τ2−y2)).
(17)

Условие существования периодического (по τ) решения уравнения (17) состоит в
ортогональности его неоднородной части функциям H0(τ1),H1(τ1),H2(τ2),H3(τ2).
Отметим, что, выполнив замену ω3→ 3, можно избавиться от ω.

Следующая система интегрально-дифференциальных уравнений выступает в
роли нормальной формы в задаче о локальной динамике уравнений (2) в окрестности
решения V0 невозмущенной предельной системы при Q→∞:




dc1(t)
dt

= v

(
1

c1(t)
− c1(t)

)
+ γ cos

(
t∫

t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
c2(t) ,

31(t) = vα
(

1
c2
1(t)

− 1
)

+ γ sin
(

t∫
t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
c2(t)
c1(t)

,

dc2(t)
dt

= Λ
[
c1(t−h) cos

(
ω0h +

0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
− c2(t)

]
,

32(t) = ∆− Λ sin
(
ω0h +

0∫
−h

31(t+r)dr +
t∫

t0

(
32(r)−31(r)

)
dr

)
c1(t−h)

c2(t)
.

(18)
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Заметим, что квазинормальная форма (18) при выполнении замен

E(t) = c1(t) eiθ1(t), f(t) = c2(t) eiθ2(t),
dθ1(t)

dt
=31(t),

dθ2(t)
dt

=32(t)

допускает более компактную запись в терминах исходной системы (2)




dE

dt
= v(1+iα)

(|E|−2−1
)
E + γf,

df

dt
= i∆f + Λ[E(t−h)e−iω0h − f ].

(19)

Численный анализ показывает, что динамика (18) оказывается существенно проще,
чем (10). В пределах точности вычислений при γ<v и 0<h<10 вне зависимости от
значений других параметров удавалось обнаружить лишь один аттрактор – устойчи-
вое состояние равновесия, которому соответствует простой периодический режим в
системе (2).

5. Нормализация в неавтономном случае

Полученные результаты распространяются на случай, когда параметры урав-
нений (1), (2) являются гладкими ограниченными периодическими функциями вре-
мени t, амплитуда и период колебаний которых не зависят от малого параметра.
Сформулируем основной результат для системы (1). Пусть параметры уравнений
Ланга–Кобаяши имеют вид [28, 29]

α = α(t), γ = γ(t), h = h(t), Q = ε−1q(t).

Если v=ε−1v∗(t) есть большой параметр, то соответствующая квазинормальная фор-
ма уравнений (1) записывается следующим образом:

3(t) = −γ(t)
√

1+α2(t) sin
(
ω0h(t) +

0∫

−h(t)

3(t+r)dr + arctg(α(t))
)

. (20)

В случае, когда v=v(t) есть величина порядка единицы, нормализованная система
имеет вид





dc(t)
dt

= v(t)(
q(t)
c(t)

− c(t)) + γ(t) cos(ω0h(t) +
0∫

−h(t)

3(t+r)dr)c(t−h(t)) ,

3(t) = v(t)α(t)(
q(t)
c2(t)

− 1)− γ(t) sin(ω0h(t) +
0∫

−h(t)

3(t+r)dr)
c(t−h(t))

c(t)
.

Детальное изучение этой модели представляет собой отдельную задачу.
Исследуем уравнение (20) в случае, когда его параметры представимы в виде

α=α0+α1 sin(ωαt), γ=γ0+γ1 sin(ωγt), h=h0+h1 sin(ωht),

где α0>|α1|, γ0>|γ1|, h0>|h1|. Если частоты ωα,ωγ,ωh соизмеримы, то в системе (20)
устанавливается периодический режим. Такой эффект связан с пульсацией эллип-
са [2, 7, 9], который соотносят с модами внешнего резонатора. При этом возможны
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переходы с одной моды на другую. Соответственно такие «медленные» изменения
параметров могут приводить к усложнению динамики исходной модели. Однако, как
отмечено, например, в [30], физически в модели Ланга–Кобаяши проще всего управ-
лять параметрами h и Q.

Особый практический интерес представляет изучение двух случаев. Это учет
влияния параметрического резонанса и быстро осциллирующих слагаемых на ква-
зинормальную форму. Поскольку у системы «нулевого приближения» есть пара еди-
ничных мультипликаторов, то параметры с резонансными слагаемыми имеют вид
Q=ε−1+q1 sin(εΩqt), γ=γ0+εγ1 sin(εΩγt) и так далее. Из построения нормализо-
ванной системы можно установить, что резонансные слагаемые не влияют на вид
уравнений (10). То есть реализовать параметрический резонанс в данном случае
невозможно.

Наличие быстро осциллирующих составляющих приводит к несколько более
содержательным результатам. Пусть параметры системы (1) имеют вид

γ = γ0+γ1 sin(tε−2), h = h0+h1 sin(tε−2), α = α0+α1 sin(tε−2),

v = v0+v1 sin(tε−2), Q = ε−1[q0+q1 sin(tε−2)].

Выполняя стандартные замены в уравнениях (1), усредняя их по «быстрому» време-
ни sε−1=tε−2, и действуя далее в соответствии с изложенным алгоритмом нормали-
зации, получим следующую систему с распределенным запаздыванием:




dc(t)
dt

= v0(
q0

c(t)
−c(t))+

1
π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

cos(ω0h(r) +
0∫

−h(r)

3(t+u)du)c(t−h(r)) dr ,

3(t) = p0(
q0

c2(t)
−1)− 1

π

1∫
−1

γ0+γ1r√
1−r2

sin(ω0h(r) +
0∫

−h(r)

3(t+u)du)
c(t−h(r))

c(t)
dr .

(21)
Здесь

p0 = v0α0+
v1α1

2
, h(r) = h0+h1r.

Таким образом, при асимптотически больших значениях параметра Q модуляция
тока накачки (параметр q1) уже не оказывает серьезного влияния на динамику урав-
нений (1).

Рассмотрим систему (21) в случае v1=γ1=α1=0. В терминах исходной зада-
чи (1) это ситуация быстро осциллирующего запаздывания. Численный анализ си-
стемы (21) показывает, что уже при соотношении h1/h0=0.01 происходит ощути-
мый сдвиг вправо по параметру γ всех границ между областями, изображенными на
рис. 2. При h1/h0=0.2 в системе (21) практически всюду в рассматриваемой на рис. 2
области параметров устанавливается стационарный режим, которому соответствует
простой периодический режим в усредненной системе (1).

Аналогичные результаты справедливы и для модели с фильтром.

Заключение

Методом большого параметра исследованы две модели полупроводникового
лазера с запаздывающей обратной связью. Изучение динамики полученных эволю-
ционных уравнений, так называемых квазинормальных форм, позволяет сделать вы-
воды о поведении исходных систем при достаточно больших значениях параметра
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накачки. Заметим, что аттракторы модельных задач (1), (2) и нормализованных урав-
нений связаны между собой стандартным образом: устойчивому состоянию равнове-
сия или циклу, наблюдаемому в квазинормальной форме, соответствует устойчивый
цикл или тор в исходной системе.

Главным достоинством подхода, использованного в данной работе, являет-
ся исключение «быстрых» движений. В результате остаются только уравнения для
«медленных» амплитуд, которые определяют «в главном» поведение решений ис-
ходных систем, что серьезно облегчает дальнейшие аналитические исследования и
численный счет.

В случае большой величины накачки модель с фильтром, несмотря на кажу-
щуюся сложность, демонстрирует более простую динамику, нежели исходная си-
стема Ланга–Кобаяши. Вне зависимости от интенсивности запаздывающей оптиче-
ской обратной связи в системе (2) устанавливается простой периодический режим,
соответствующий стабильному рабочему режиму генерации. Аналогичные выводы
можно сделать, исследуя динамику квазинормальной формы системы (1) при быст-
ро осциллирующем запаздывании. Соответственно фильтрование отраженного элек-
тромагнитного излучения и высокочастотная вибрация отражающих поверхностей
представляют собой действенные механизмы преодоления феномена когерентного
коллапса, которому на языке модели Ланга–Кобаяши отвечает явление детерминиро-
ванного динамического хаоса. Отмеченный стабилизирующий эффект от использо-
вания оптического фильтра или быстро вибрирующих зеркал может быть принят во
внимание в различных приложениях лазерных систем.

Автор выражает благодарность С.А. Кащенко и С.Д. Глызину за постановку
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ВЛИЯНИЕ ВНЕШНЕГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ
НА ФОРМИРОВАНИЕ И ДИНАМИКУ ВИРТУАЛЬНОГО КАТОДА

С.А. Куркин, А.А. Короновский, А.Е. Храмов

Приведены результаты исследования в рамках двумерной численной модели механиз-
мов формирования и динамики виртуального катода в сплошном и трубчатом электрон-
ных потоках во внешнем магнитном поле. Обнаружены два качественно различных типа
динамики пространственного заряда в области виртуального катода, которые конкуриру-
ют между собой; преобладание в системе того или иного типа динамики определяется
величиной внешнего магнитного поля. Последнее приводит к зависимости величины
критического тока пучка, при котором в системе образуется нестационарный виртуаль-
ный катод, от величины внешнего магнитного поля.

Введение

Исследование физических процессов, происходящих в интенсивных пучках за-
ряженных частиц с виртуальным катодом (ВК), на сегодняшний день является весь-
ма актуальной задачей и привлекает большое внимание исследователей [1–3]. Хоро-
шо известно, что влияние пространственного заряда в интенсивных пучках может
приводить к сложной хаотической динамике [4–6]. Поэтому системы с виртуальным
катодом представляют большой интерес, с одной стороны, из-за того что они демон-
стрируют сложную нетривиальную динамику (под которой подразумеваются эффек-
ты хаотической генерации, образования структур, сложная перестройка режимов при
изменении управляющих параметров и т.д.), что делает подобные системы весьма
интересными объектами исследований с точки зрения нелинейной физики и теории
самоорганизации. С другой стороны, интерес обусловлен важностью систем с вирту-
альным катодом (или, как их часто называют, виркаторов) в практических приложе-
ниях, которые заключаются в создании источников сверхмощного СВЧ-излучения,
ускорении ионов, применении нерелятивистких генераторов на виртуальном катоде
в качестве маломощных источников сверхширокополосного СВЧ-излучения.

Как показывает ряд экспериментальных и теоретических исследований прибо-
ров с виртуальным катодом, характеристики генерации виркаторов сильно зависят
от внешнего магнитного поля. В частности, были получены экспериментальные и
численные результаты влияния внешнего магнитного поля на частоту и мощность
генерации виртуального катода [7–12], выявлена зависимость ширины полосы гене-
рации низковольтного виркатора от магнитного поля [12, 13], обнаружена сильная
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зависимость критического тока пучка от фокусирующего магнитного поля [14]. Од-
нако систематического планомерного исследования вопросов влияния магнитного
поля на динамику виртуального катода в потоке заряженных частиц не проводилось,
так что процессы, происходящие в электронных пучках со сверхкритическим током
во внешнем магнитном поле, остаются плохо изученными. Их понимание позволит
продвинуться в изучении систем с виртуальным катодом, что является весьма важ-
ной и актуальной задачей нелинейной динамики пучково-плазменных и электронно-
волновых систем.

В представленной работе приведены результаты исследования влияния вели-
чины внешнего магнитного поля на условия и механизмы формирования виртуаль-
ного катода в сплошном и трубчатом электронных пучках, рассматривается влияние
внешнего магнитного поля на критический ток электронного потока. Также в работе
рассматриваются особенности нелинейной динамики электронного потока с вирту-
альным катодом при изменении магнитного поля.

1. Исследуемая модель

В качестве исследуемой модели рассмотрена классическая модель для изуче-
ния динамики виртуального катода [15]. Пространство дрейфа электронного потока
представляет собой замкнутый отрезок цилиндрического волновода длиной L и ра-
диусом R, закрытый с торцов сеточными электродами. Аксиально-симметричный
моноскоростной на входе сплошной электронный пучок со скоростью v0, током I и
радиусом Rb инжектируется в пространство взаимодействия через левую (входную)
сетку и выводится через правую (выходную), а также может оседать на боковой
стенке пространства взаимодействия. Вдоль оси системы прикладывается внешнее
однородное фокусирующее магнитное поле с индукцией B.

Рассмотрена нестационарная двумерная модель динамики электронного по-
тока в пространстве взаимодействия, которая представляет собой самосогласован-
ную систему уравнений движения заряженных частиц для моделирования динамики
электронного пучка, и уравнение Пуассона для нахождения самосогласованного по-
ля пространственного заряда [16, 17]. Ограничимся рассмотрением в работе только
нерелятивистских и слаборелятивистских электронных потоков, то есть потоков с
β0 = v0/c ≤ 0.5, где v0 – статическая (невозмущенная) скорость потока на входе в
систему, c – скорость света.

В уравнениях, описывающих динамику электронного пучка, используются сле-
дующие безразмерные величины: потенциал 3, напряженность E поля простран-
ственного заряда, индукция B внешнего магнитного поля, плотность ρ, скорость v и
импульс P электронов, а также пространственные координаты z, r и время t

3′ =
v2
0

η0
3, E′ =

v2
0

Lη0
E, B′ =

v0

Lη0
B, ρ′ = ρ0ρ,

v′ = v0v, P ′ = mev0P, z′ = Lz, r′ = Lr, t′ =
L

v0
t,

(1)

где штрихом обозначены соответствующие размерные величины, η0 = e/me – удель-
ный заряд покоящегося электрона; v0 и ρ0 – не зависящие от радиуса статические
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(невозмущенные) скорость и плотность электронного потока на входе в систему; L –
длина пространства взаимодействия.

Численное моделирование нестационарных процессов в электронном пучке
при инжекции его в пространство дрейфа проводилось методом крупных частиц.
Он заключается в том, что электронный поток представляется в виде совокупно-
сти крупных частиц, которые в цилиндрической системе координат имеют вид за-
ряженных колец. Для каждой заряженной частицы решались уравнения движения,
записанные через компоненты ее импульса. В цилиндрических координатах в без-
размерных величинах (1) уравнения движения записываются в следующем виде:

dPri

dt
− γ(zi, θi, ri)ri

(
dθi
dt

)2

= −Er − riB
dθi
dt

, (2)

dPθi
dt

+ γ(zi, θi, ri)ri
dri

dt

dθi
dt

= B
dri

dt
, (3)

dPzi

dt
= −Ez, i = 1, . . . N0, (4)

где γ – релятивистский фактор; с учетом слабого релятивизма

γ(zi, θi, ri) =

(
1− β

2
0

2

[(
dri

dt

)2

+
(

ri
dθi
dt

)2

+
(

dzi

dt

)2
])

. (5)

Здесь zi, ri и θi – соответственно продольная, радиальная и азимутальная координа-
ты заряженных частиц; Pzi = γżi, Pri = γṙi и Pθi = γriθ̇i – соответственно продоль-
ная, радиальная и азимутальная компоненты импульсов заряженных частиц; Ez и
Er – продольная и радиальная компоненты электрического поля; B = Bz = const –
продольная компонента внешнего магнитного поля (предполагается, что радиальная
и азимутальная составляющие внешнего магнитного поля равны нулю: Br=Bθ=0).
Индексом i обозначены номера частиц, N0 – полное число заряженных частиц, мо-
делирующих электронный поток.

Частицы при влете в пространство дрейфа имеют ненулевую азимутальную
скорость, пропорциональную продольному магнитному полю в пространстве дрей-
фа. Эта скорость определяется из теоремы Буша, записанной для случая экраниро-
ванного от внешнего магнитного поля катода (Bk = 0) [18, 19]

dθ
dt

=
η0Bz

2γ0
,

где γ0 = 1/
√

1− β20.
Уравнения движения (2)–(4) для каждой крупной частицы интегрировались

численно методом «с перешагиванием». Уравнение (3) может привести к неустой-
чивости азимутальной скорости частицы θ̇i, так как из него следует, что θ̇i ∼ 1/ri,
и при малых ri и больших временных шагах численного интегрирования частица
«нефизично» быстро раскручивается. Для корректного решения уравнений движения
для частиц, близко подошедших к оси симметрии, интегрирование уравнений произ-
водится с повышенной точностью. Шаг интегрирования уменьшается до значения,
при котором численная схема становится устойчивой, и результат интегрирования
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уравнений движения частиц начинает сходиться с уменьшением шага интегрирова-
ния.

Распределение потенциала в пространстве взаимодействия рассчитывалось с
помощью уравнения Пуассона, которое в цилиндрической системе координат имеет
вид

1
r

d3
dr

+
d23
dr2

+
d23
dz2

= α2ρ, (6)

где

α = L

( |ρ0|
30ε0

)1/2

. (7)

Здесь α = η0|ρ0|L/(ε0v0) – безразмерный управляющий параметр (критерий подо-
бия задачи [20]), пропорциональный току пучка как α ∼ √

I и длине пространства
взаимодействия как α ∼ L. Уравнение Пуассона решается при следующих гранич-
ных условиях, учитывающих влияние стенок на поток:

3(z = 0, r) = 0, 3(z = 1, r) = 0, 3(z, r = R) = 0, (8)

d3
dr

∣∣∣∣
r=0

= 0. (9)

Условие (9) на оси симметрии r = 0 определяется аксиальной симметрией про-
странства взаимодействия. Для решения уравнение Пуассона (6) используется ме-
тод сеток. На пространство распространения электронного потока (цилиндрический
волновод) накладывается пространственная сетка с шагами ∆r и ∆z по радиаль-
ной и продольной координатам, соответственно. Затем в узлах этой сетки вычисля-
ются плотности пространственного заряда с использованием снижающей сеточный
шум процедуры билинейного взвешивания крупных частиц на пространственной
сетке в цилиндрической системе координат (PIC-метод) [17]. Определенные проце-
дурой билинейного взвешивания величины пространственных зарядов в узлах сет-
ки ρ(k∆z, j∆r) используются для нахождения распределения потенциала простран-
ственного заряда, то есть его значений в узлах сетки, с помощью уравнения Пуассо-
на. После этого дифференцированием определяются величины напряженности элек-
трического поля в узлах сетки.

Положение крупных частиц, используемых для моделирования пучка электро-
нов, определяется непрерывными координатами, поэтому необходимо найти значе-
ния напряженностей электрического поля в этих координатах. Это делается с помо-
щью процедуры, аналогичной билинейному взвешиванию.

2. Формирование и динамика ВК в сплошном
электронном потоке во внешнем магнитном поле

Формирование ВК в электронном потоке связано с появлением в пространстве
дрейфа потенциального барьера, отражающего к плоскости инжекции и на боковые
поверхности рабочей камеры виркатора часть электронного потока. Виртуальный ка-
тод, формирующийся в электронном потоке со сверхпредельным током, принципи-
ально ведет себя нестационарным образом, совершая колебания как во времени, так
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и в пространстве [2, 12, 21–26]. Картина формирования и динамики ВК достаточно
подробно описана в литературе [13, 21, 22, 27, 28] для случая одномерного движения
электронов пучка (полностью замагниченного потока). Величина критического тока
для этого случая была впервые аналитически определена в работах [1, 15, 29]:

I0 =
c3

η0

(
γ2/3
0 − 1

)3/2

∆/Rb + 2 ln (R/Rb)
, (10)

где Rb – средний радиус пучка, а ∆ – его толщина.
Введение в систему с виртуальным катодом внешнего магнитного поля оказы-

вает сильное влияние на динамику пучка и особенности формирования и динамики
ВК в виркаторной системе. Рассмотрим их более подробно, используя для анализа
механизмов формирования и динамики ВК в пучке заряженных частиц описанную в
разделе 1 двумерную математическую модель.

Наиболее часто используемыми в

Рис. 1. Распределения плотности пространственно-
го заряда в области виртуального катода, усред-
ненные за характерный период колебаний ВК при
σ = 0.5, β0 = 0.1, B = 42 Гс, α = 11 (а) и
B = 170 Гс, α = 7 (б). Стрелкой показан началь-
ный радиус сплошного цилиндрического потока

реальных приборах являются цилиндри-
ческие сплошной и трубчатый электрон-
ные пучки. Поэтому важной задачей яв-
ляется исследование пучков именно с
такой геометрией. В данном разделе бу-
дет рассмотрен сплошной поток элек-
тронов, находящийся во внешнем маг-
нитном поле, причем параметр заполне-
ния пучком канала пространства дрей-
фа σ = Rb/R предполагается фиксиро-
ванным и равным 0.5. Ниже, в разде-
ле 3 приведены результаты исследова-
ния трубчатого пучка.

Для иллюстрации процессов, про-
текающих в сплошном электронном по-
токе с виртуальным катодом, нахо-
дящимся во внешнем магнитном поле,
на рис.1 приведены распределения плот-
ности пространственного заряда в об-
ласти виртуального катода для случаев
малой и большой индукции магнитно-
го поля при токе пучка, превышающем
критическое значение, когда в системе

образуется колеблющийся нестационарный ВК. Величина усредненной за характер-
ный период колебаний ВК плотности пространственного заряда ρ(r, z) в различных
точках (r, z) пространства дрейфа пропорциональна интенсивности серого цвета.
Максимум на распределении плотности пространственного заряда (темная область
на рисунке) соответствует области виртуального катода, где электроны останавлива-
ются и начинают двигаться обратно от ВК либо к входному электроду, либо к бо-
ковой стенке пространства дрейфа в зависимости от величины магнитного поля. Из
рисунка видно, что в случае малой величины внешнего магнитного поля (рис. 1, а)
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виртуальный катод растянут вдоль радиального направления на расстояние, превы-
шающее начальный радиус пучка (начальный радиус пучка обозначен стрелкой). Это
является следствием малой величины внешнего магнитного поля, которое не может
удержать частицы от движения в радиальном направлении, вызванного силами про-
странственного заряда. Динамика пучка с ВК в данном случае преимущественно
проходит в поперечном направлении. В случае большей величины внешнего маг-
нитного поля (рис. 1, б) движение крупных частиц, в основном, происходит в про-
дольном направлении. Такое поведение объясняется влиянием внешнего магнитного
поля, которое не позволяет пучку расширяться и двигаться в поперечном направле-
нии, поэтому виртуальный катод в этом случае сосредоточен около оси системы и
имеет поперечный размер, не превышающий начальный радиус пучка. Более того,
при больших магнитных полях поперечный размер области, отражающей от себя
электроны (то есть ВК, которому также соответствует наиболее плотный сгусток
электронов), значительно меньше начального радиуса пучка за счет сильного сжа-
тия потока во внешнем магнитном поле. Основная часть пространственного заряда
в системе, как в случае малого, так и в случае большого магнитного поля, сосре-
доточена в области ВК, что является следствием потери электронами энергии при
приближении к ВК за счет торможения в потенциальной яме, образованной ВК.

На рис. 2 приведены зависимости нормированного числа крупных частиц, по-
кидающих пространство дрейфа, от безразмерного тока пучка α. Кривая 1 на ри-
сунках, соответствующая числу частиц, покидающих систему через входной элек-
трод, ведет себя одинаково как в случае малого (рис. 2, а), так и в случае боль-
шого (рис. 2, б) магнитного поля. При токе пучка меньшем критического значения
α < αкр, при котором в системе образуется нестационарный ВК (величина αкр обо-
значена стрелкой на рисунке), частицы не отражаются к входной плоскости; при
α > αкр количество частиц, отражающихся обратно к плоскости инжекции, моно-
тонно возрастает с увеличением тока пучка, асимптотически приближаясь к посто-
янному значению.

Рис. 2. Зависимости нормированного числа частиц N/N0, покидающих пространство дрейфа через
боковую поверхность (кривая 2), через входной (кривая 1) и выходной (3) электроды, от безразмерного
тока пучка α при B = 0 Гс (а) и B = 256 Гс (б); N0 – полное число инжектированных в систему
частиц

187



Кривая 3 на рисунках, соответствующая числу частиц, покидающих систе-
му через выходной электрод, монотонно спадает с увеличением тока пучка. В слу-
чае большого магнитного поля (см. рис. 2, б) это уменьшение начинается при токе
α > αкр, так как при этом значении тока электронного пучка в системе образует-
ся ВК, отражающий от себя часть потока к входному электроду и приводящий к
уменьшению токопрохождения в системе. Поперечная динамика частиц, которой со-
ответствует кривая 2, в этом случае отсутствует, и при любых значениях тока пучка
число частиц, отражающихся к боковой поверхности пространства дрейфа, равно
нулю. Таким образом, при большом магнитном поле частицы покидают систему
через входной и выходной электроды, а количественное соотношение между ними
определяется величиной тока инжектируемого пучка.

При малой величине внешнего магнитного поля (см. рис. 2, а) количество ча-
стиц, покидающих систему через выходной электрод (кривая 3), начинает монотонно
уменьшаться при токе пучка меньшем критического значения, но большем некото-
рого порогового значения (обозначено на рисунке стрелкой): αпор < α < αкр. При
данном токе в системе начинается токооседание на боковую поверхность простран-
ства дрейфа, которому соответствует кривая 2 на рис. 2, а, и не все заряженные
частицы доходят до выходного электрода. Кривая 2 имеет два характерных участка:
при αпор < α < αкр наблюдается монотонное увеличение числа частиц, покида-
ющих систему через боковую поверхность; при α > αкр – монотонное уменьше-
ние. Как следствие, существует некоторое значение тока пучка, при котором число
частиц, уходящих через боковую поверхность, максимально. Увеличение числа ча-
стиц, оседающих на боковую поверхность при α < αкр, объясняется следующим.
С увеличением тока пучка в области вблизи плоскости инжекции, где тормозятся
электроны и, как следствие, накапливается пространственный заряд, наблюдается
рост суммарного заряда и увеличивается сила расталкивания электронов в попе-
речном направлении. Это приводит к возрастанию числа частиц, отражающихся к
боковой поверхности пространства дрейфа и к уменьшению токопрохождения (кри-
вая 3). При этом число частиц, отражающихся к плоскости инжекции, равно нулю,
так как силы пространственного заряда оказываются недостаточными для того, что-
бы отражать электроны обратно к плоскости инжекции, а достаточными только для
существенного изменения их траекторий в пространстве дрейфа. Однако при дости-
жении током пучка критического значения αкр в системе формируется нестационар-
ный ВК, который начинает отражать электроны к входному электроду. Это приводит
к уменьшению токооседания на боковую поверхность пространства дрейфа и к еще
более значительному уменьшению токопрохождения к выходной сетке. В конечном
итоге, при больших токах пучка (α À αкр) и малых магнитных полях практически
все частицы отражаются к входному электроду, и лишь небольшая часть оседает
на боковой поверхности пространства дрейфа, не удерживаясь малым магнитным
полем.

На рис. 3 изображены конфигурационные портреты электронного потока для
случаев малой и большой величин внешнего магнитного поля, построенные при
токе пучка, превышающем критическое значение αкр. Следуя работе [21], точками
показаны координаты и скорости частиц потока в некоторый фиксированный момент
времени. Данная характеристика оказывается удобной и наглядной при рассмотре-
нии процессов в электронном потоке в режиме формирования виртуального катода.
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Рис. 3. Конфигурационные портреты сплошного электронного потока в безразмерных координатах при
B = 42 Гс, α = 11 (а, в, д) и B = 170 Гс, α = 7 (б, г, е).

На рис. 3, а и рис. 3, б хорошо прослеживаются различия в динамике ВК при малом
и значительном внешнем магнитном поле. На рис. 3, а, соответствующем слабому
магнитному полю, частицы в области ВК (обозначен стрелкой) двигаются как в по-
перечном направлении, оседая на боковой поверхности пространства дрейфа, так и
в продольном, либо отражаясь к входному электроду, либо проходя ВК и создавая
пролетный ток (см. рис. 2, а). Наличие ВК в системе в случае малого магнитно-
го поля демонстрирует также рис. 3, в, представляющий собой конфигурационный
портрет пучка в координатах (vz, z), где vz – продольная скорость электронов в си-
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стеме. При приближении к плоскости ВК (обозначена толстой стрелкой) происхо-
дит торможение частиц в поле пространственного заряда ВК, а затем – отражение
заряженных частиц от ВК. Таким образом, плотность пространственного заряда в
области ВК максимальна, а слева от плоскости ВК существуют частицы как с поло-
жительной продольной скоростью, так и с отрицательной, что также прослеживается
на рис. 3, в. Некоторые частицы способны преодолевать потенциальный барьер ВК
в моменты времени, когда он минимален. Результатом является глубокая модуляция
пролетного электронного потока по плотности за счет колебаний глубины потенци-
альной ямы ВК. Этот факт также иллюстрируют рис. 3, а и рис. 3, в в виде по-
следовательности сгустков справа за плоскостью ВК (сгустки обозначены тонкими
стрелками на рис. 3, в).

Для анализа поперечной динамики ВК на рис. 3, д и рис. 3, е приведены
конфигурационные портреты пучка в безразмерных координатах (vr, r) (где vr – ра-
диальная скорость заряженных частиц в системе) для малых и больших магнитных
полей, соответственно. В случае слабого магнитного поля основная доля частиц име-
ет положительные поперечные скорости, возрастающие с ростом радиальной коор-
динаты. Плотность пространственного заряда в области ВК вдоль всего радиально-
го направления приблизительно одинакова. Такой вид конфигурационного портрета
(vr, r) свидетельствует о высокой роли поперечной динамики заряженных частиц в
формировании и динамике нестационарного ВК в слабом внешнем магнитном поле.

В случае большого магнитного поля (рис. 3, б) частицы либо отражаются от
ВК к плоскости инжекции, либо проходят потенциальный барьер в продольном на-
правлении к выходному электроду (см. рис. 2, а). Таким образом, поперечная дина-
мика пространственного заряда в области ВК играет меньшую роль, чем в случае
малого магнитного поля, а сам ВК сосредоточен около оси симметрии системы. По-
следнее определяется сильным сжатием пучка в большом магнитном поле при его
инжекции в пространство дрейфа. Как следствие, основная часть проходящих через
ВК частиц принадлежит внешним слоям сплошного пучка, в то время как частицы
из внутренних слоев практически полностью отражаются от ВК обратно к плоскости
инжекции.

За счет действия сильного магнитного поля в системе наблюдаются существен-
но нерегулярные пульсации проходящего пучка, но их амплитуда не превышает его
начального радиуса. Нерегулярность пульсаций определяется сильным разбросом
электронов по скоростям после прохождения нестационарного ВК. Этот факт хоро-
шо отражает конфигурационный портрет пучка в координатах (vr, r) (см. рис. 3, е).
Из этого рисунка следует, что в системе приблизительно одинаковое число частиц с
положительными и отрицательными поперечными скоростями, а радиус пучка в про-
странстве дрейфа ограничен, что свидетельствует о наличии циклотронного враще-
ния электронов в пространстве дрейфа. Также на данном конфигурационном порт-
рете наблюдается ВК – сгусток частиц, расположенный рядом с осью симметрии.

Формирование ВК также иллюстрирует рис. 3, г, на котором показан конфигу-
рационный портрет пучка в координатах (vz, z) при большом магнитном поле. Хо-
рошо видно формирование ВК вблизи плоскости инжекции пучка. Также видно, что
при большом магнитном поле, в отличие от слабого магнитного поля, не происходит
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сильной модуляции потока по плотности, и в проходящем потоке электронных сгуст-
ков не наблюдается, в системе присутствует достаточно однородное распределение
частиц вдоль продольной координаты. Это свидетельствует о наличии постоянного
токопрохождения в системе.

Для иллюстрации процесса кон-

Рис. 4. Зависимости нормированного числа частиц
N/N0, покидающих пространство дрейфа через бо-
ковую поверхность (кривая 2), через входной (кри-
вая 1) и выходной (кривая 3) электроды, от величи-
ны внешнего магнитного поля B при α = 9

куренции двух типов динамики прост-
ранственного заряда в пучке электро-
нов при увеличении магнитного поля на
рис. 4 приведены зависимости норми-
рованного числа частиц N/N0, покида-
ющих пространство дрейфа через боко-
вую поверхность и через входной и вы-
ходной электроды, от величины внеш-
него магнитного поля B. В случае сла-
бого магнитного поляB < 85.0 Гс боль-
шое число частиц покидает систему че-
рез боковую поверхность пространства
дрейфа, причем их количество монотон-
но уменьшается с увеличением величи-
ны магнитного поля. Одновременно мо-
нотонно возрастает число частиц, поки-
дающих систему через входной и выходной электроды. При большой величине маг-
нитного поля B > 85.0 Гс число частиц, выходящих из системы в поперечном на-
правлении, близко к нулю; электроны преимущественно покидают систему через
входной электрод, и в меньшей степени – через выходной.

На рис. 5 изображен конфигурационный портрет пучка в координатах (r, z)
при значении индукции магнитного поля B = 85.0 Гс. Видно, что частицы из-

Рис. 5. Конфигурационный портрет сплошного электронного потока в безразмерных координатах при
B = 85.0 Гс, α = 9. За ВК справа наблюдается вторичный сгусток (S)
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за действия магнитного поля не достигают боковой поверхности – это определяет
отсутствие токооседания на нее. Однако ВК сильно растянут вдоль радиального на-
правления, что говорит о все еще важной роли поперечной динамики пространствен-
ного заряда в области ВК при данном значении магнитного поля. При дальнейшем
увеличении магнитного поля поперечная динамика будет все менее существенной;
в случае, изображенном на рис. 3, б динамика пространственного заряда преимуще-
ственно протекает в продольном направлении.

На рис. 6 приведены зависимости нормированного числа частиц N/N0, поки-
дающих пространство дрейфа через входной электрод, от безразмерного тока пучка
α, построенные при трех значениях магнитного поля. Анализ кривых, полученных
при различных магнитных полях показывает, что величина критического тока пучка,
когда начинаются отражения частиц к входному электроду (образование ВК), суще-
ственно зависит от величины внешнего магнитного поля. Самый большой ток αкр1
для образования в системе ВК требуется при малом магнитном поле (кривая 1), а
самый маленький αкр2 – при среднем (кривая 2). С дальнейшим увеличением маг-
нитного поля критический ток возрастает, но остается меньше αкр1: αкр3 < αкр1
(кривая 3). Более подробное исследование зависимости величины критического тока
пучка от величины внешнего магнитного поля проведено в разделе 4.

При формировании ВК в рассматриваемой системе возможно появление вто-
ричного сгустка электронов в пролетном потоке (показан на рис. 5 буквой S). Ранее
данный эффект формирования вторичного сгустка был обнаружен для модели диода
Пирса [30,31]. Образование вторичного сгустка связано с модуляцией электронов по
скоростям в поле колеблющегося ВК, однако учет двумерных эффектов несколько
изменяет картину его образования. Возникающий ВК начинает замедлять инжекти-
руемые в систему электроны, а также изменять направления их скоростей. Наличие
магнитного поля приводит к фокусировке электронов. Совместно с модуляцией ско-
ростей электронов в поле ВК это приводит к модуляции электронов по плотности
в пространстве дрейфа, что отражается в появлении вторичного сгустка электронов
за ВК. Из-за действия сил пространственного заряда этот сгусток разрушается через
некоторый интервал времени.

На плоскости параметров «внешнее магнитное поле B – безразмерный ток

Рис. 6. Зависимости нормированного числа ча-
стиц N/N0, покидающих пространство дрей-
фа через входной электрод, от безразмерного
тока пучка α при B = 42.0 Гс (кривая 1),
B = 128.0 Гс (кривая 2) и B = 256.0 Гс (кри-
вая 3)

Рис. 7. Плоскость параметров «внешнее магнит-
ное поле B – безразмерный ток пучка α». Бук-
вой A обозначена область, где наблюдается вто-
ричный сгусток
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пучка α» (рис. 7) была найдена область параметров системы, где справа за плоско-
стью ВК образуется вторичный сгусток. Наличие нижней границы области объясня-
ется тем, что при малых величинах внешнего магнитного поля в системе преобладает
поперечная динамика частиц и их движение к боковой поверхности, что не позво-
ляет образоваться вторичному сгустку электронов (пролетный ток мал). Сильное
магнитное поле, которому соответствует верхняя граница, приводит к значительным
пульсациям пучка, которые мешают образованию вторичного сгустка. Левая грани-
ца области появляется вследствие того, что сгусток может сформироваться только
за счет модуляции электронов по скоростям виртуальным катодом, но сам ВК об-
разуется при превышении током критического значения; этот факт отражает левая
граница. Вторичный сгусток разрушается вследствие действия сил пространствен-
ного заряда, возникающих в его области. Эти силы возрастают с ростом тока пучка,
и при некотором значении тока, которому соответствует правая граница области, не
позволяют сгустку сформироваться.

3. Формирование и динамика виртуального катода
в трубчатом электронном потоке во внешнем магнитном поле

Рассмотрим теперь динамику ВК

Рис. 8. Распределения плотности пространственно-
го заряда в области виртуального катода, усред-
ненные за характерный период колебаний ВК при
β0 = 0.1, B = 42.0 Гс, α = 24 (а) и B = 128.0 Гс,
α = 18 (б).

в трубчатом пучке электронов, находя-
щемся во внешнем магнитном поле. Пуч-
ки с такой геометрией представляют боль-
шой интерес, так как наиболее часто ис-
пользуются на практике при экспери-
ментах с генераторами на ВК. Поэтому
важно провести исследования для труб-
чатого электронного потока, аналогич-
ные проведенным для сплошного пуч-
ка, и выявить особенности, связанные
с его геометрией. Будем рассматривать
здесь пучок фиксированной толщины с
помощью модели, описанной в разде-
ле 1.

На рис. 8 приведены распределе-
ния плотности пространственного заря-
да в области виртуального катода, усред-
ненные за характерный период колеба-
ний виртуального катода, в случаях ма-
лой и большой величины внешнего маг-
нитного поля при токе пучка, превыша-
ющем критическое значение. Как и в
случае сплошного пучка, величина плотности пространственного заряда ρ(r, z) в
различных точках (r, z) пространства дрейфа пропорциональна интенсивности серо-
го цвета. Максимум на распределении плотности пространственного заряда (темная
область на рисунке) соответствует области виртуального катода. В слабом магнит-
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Рис. 9. Зависимости нормированного числа частиц N/N0, покидающих пространство дрейфа через
боковую поверхность (кривая 2), через входной (кривая 1) и выходной (кривая 3) электроды, от без-
размерного тока пучка α при B = 0 Гс (а) и B = 128.0 Гс (б); N0 – полное число инжектированных в
систему частиц

ном поле в трубчатом пучке (рис. 8, а), как и в случае сплошного пучка, ВК растянут
вдоль всего радиального направления, причем его максимум сосредоточен в области
инжекции пучка в пространство дрейфа. Также наблюдается разделение потока элек-
тронов на две части, одна из которых движется к боковой поверхности пространства
дрейфа, а другая – по направлению к оси симметрии системы. С увеличением ве-
личины внешнего магнитного поля ограничивается поперечная динамика частиц в
направлении боковой стенки системы (рис. 8, б). Как следствие, уменьшается токо-
оседание на боковую поверхность пространства дрейфа, и динамика ВК начинает
преимущественно проходить в продольном направлении, а также в направлении к
оси симметрии системы. Сам виртуальный катод за счет сжатия пучка магнитным
полем начинает прижиматься к оси симметрии системы.

На рис. 9 приведены зависимости нормированного числа крупных частицN/N0,
покидающих пространство дрейфа через боковую поверхность и через входной и
выходной электроды, от безразмерного тока пучка α. Как и в случае сплошного пуч-
ка, в трубчатом электронном потоке с увеличением тока пучка уменьшается число
частиц, покидающих систему через выходной электрод (кривые 3 на рис. 9). При
малом магнитном поле до образования ВК в системе с ростом тока пучка увеличи-
вается число частиц, оседающих на боковую поверхность пространства дрейфа, а
после образования ВК – отражающихся обратно к плоскости инжекции (кривые 1
и 2 на рис. 9, а). В случае большого магнитного поля частицы покидают систему
преимущественно через входной или выходной электроды в зависимости от величи-
ны тока пучка (рис. 9, б). Следует заметить, что зависимости нормированного числа
частиц, покидающих пространство дрейфа через боковую поверхность и через вход-
ной и выходной электроды, от безразмерного тока пучка α и от величины внешнего
магнитного поля B для трубчатого пучка имеют вид, аналогичный тем же зависи-
мостям для сплошного пучка (см. раздел 2, рис. 2 и рис. 4). Это говорит о схожих
механизмах конкуренции двух различных типов динамики в сплошном и трубчатом
пучках.

На рис. 10 показаны конфигурационные портреты электронного потока в слу-
чаях малой и значительной величин внешнего магнитного поля при токе пучка, пре-
вышающем критическое значение αкр. Из сравнения конфигурационных портретов
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пучка в координатах (r, z) для различных величин внешнего магнитного поля обна-
руживается описанная выше зависимость динамики пучка от магнитного поля (см.
рис. 8), а также эффекты, связанные с геометрией рассматриваемого потока. Вслед-
ствие трубчатой формы пучка с увеличением магнитного поля он сильнее прижима-
ется к оси. Если в отсутствие магнитного поля он разделялся на две приблизительно
равные части (рис. 10, а), одна из которых стремилась к боковой поверхности (верх-
няя стрелка на рисунке), а другая – к оси системы (нижняя стрелка на рисунке), то

Рис. 10. Конфигурационные портреты трубчатого электронного потока в безразмерных координатах
при B = 42.0 Гс, α = 24 (а, в, д) и B = 128.0 Гс, α = 18 (б, г, е)
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с увеличением магнитного поля все большая часть пучка начинает стремиться к оси
(рис. 10, б). Такое поведение трубчатого пучка при небольших величинах внешнего
магнитного поля приводит к сложному распределению ВК вдоль радиальной оси и к
его разделению на две части, а также – к усложнению формы потенциального барье-
ра ВК. С увеличением величины магнитного поля при том же токе пучка плотность
нижней части ВК начинает возрастать, и, в конце концов, верхняя часть исчезает,
переходя полностью в нижнюю. Описанное поведение пучка является следствием
его формы, а также наличия поперечной динамики частиц в системе. При больших
величинах внешнего магнитного поля, когда поперечная динамика отсутствует, раз-
деления пучка не наблюдается.

На рис. 10, д, представляющем собой конфигурационный портрет находящего-
ся в слабом магнитном поле пучка в координатах (vr, r), также наблюдается разделе-
ние пучка и ВК на две части (координата разделения r обозначена стрелкой). Справа
от точки разделения частицы пучка движутся с положительными поперечными ско-
ростями, а слева – с отрицательными. При большом магнитном поле (рис. 10, е)
основная часть частиц движется с vr < 0, а сам пучок по радиальной координате не
выходит за границу, которую он имел на входе в систему. Это приводит к формиро-
ванию ВК ближе к оси симметрии системы (обозначен стрелкой на рисунке).

Конфигурационные портреты пучка в координатах (vz, z) при различных ве-
личинах магнитного поля (рис. 10, в и рис. 10, г) имеют схожий вид. На них наблю-
дается наличие плоскости ВК, слева от которой частицы имеют продольные скоро-
сти разных знаков (плоскости ВК обозначены стрелками на рисунках). Однако при
малом магнитном поле (см. рис. 10, в), по сравнению с большим, значительно мень-
ше величина токопрохождения в системе, поэтому справа за плоскостью ВК име-
ется незначительное число частиц, двигающихся к выходному электроду, что также
наблюдается и на рис. 10, а. Это является следствием преимущества поперечной
динамики частиц в системе при малом магнитном поле. При большом магнитном
поле (см. рис. 10, г) токопрохождение в системе гораздо существеннее (см. также
рис. 9, б). Как и в случае сплошного электронного пучка, в трубчатом потоке при
малом магнитном поле за плоскостью ВК наблюдается модуляция проходящего по-
тока по плотности (см. рис. 10, в).

4. Критический ток сплошного и трубчатого пучков
во внешнем магнитном поле

Критический ток электронного пучка, при котором в системе образуется неста-
ционарный ВК, является экспериментально легко измеряемой и практически важ-
ной величиной. Только при превышении током пучка критического значения в СВЧ-
приборах, основанных на колебаниях ВК, возможна генерация СВЧ-излучения. На-
помним, что под критическим током электронного потока полагается такой ток, при
котором в системе начинаются отражения частиц от плоскости ВК, а сам ВК на-
чинает совершать колебания во времени. В предыдущих разделах была обнаружена
зависимость величины тока пучка, при котором формируется ВК, от величины внеш-
него магнитного поля. В данном разделе проводится более подробное исследование
обнаруженной зависимости, характерный вид которой определяется вышеописанны-
ми физическими процессами в пучке с ВК.
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На рис. 11 приведены зависимости нормированной величины критического то-
ка сплошного и трубчатого электронных пучков от величины внешнего магнитного
поля. Видно, что качественно эти зависимости имеют подобный вид. На них наблю-
дается две различные характерные области изменения тока пучка при увеличении
магнитного поля. В первой области, соответствующей малым величинам магнитного
поля, наблюдается монотонное уменьшение критического тока пучка при увеличе-
нии индукции B. Во второй области, при больших внешних магнитных полях, кри-
тический ток электронного пучка монотонно растет с увеличением магнитного поля,
асимптотически приближаясь к постоянной величине, которая определяется форму-
лой (10). Как следствие, существует некоторое значение магнитного поля Bmin, при
котором критический ток пучков минимален. Такое поведение зависимостей являет-
ся результатом конкуренции двух типов динамики пучков, описанных в разделе 2 и
3 [32].

При малых индукциях магнитного поля B < Bmin, когда оно слабо удержи-
вает электроны пучка, в системе преобладает поперечная динамика заряженных ча-
стиц. Такое поведение электронов приводит к существенному расширению пучка
в радиальном направлении и является причиной уменьшения величины плотности
пространственного заряда в области виртуального катода. Как следствие, при этом
происходит увеличение тока пучка (критического тока), необходимого для достиже-
ния величины плотности заряда в пространстве взаимодействия, обеспечивающей
начало поворота и отражения частиц в пучке,то есть формирование колеблющегося
нестационарного виртуального катода. В трубчатом пучке дополнительное влияние
на уменьшение плотности пространственного заряда в области ВК оказывает также
его разделение на две части при малых индукциях магнитного поля. При магнитных
полях B ∼ Bmin поведение системы определяется как поперечной, так и продольной
динамикой заряженных частиц в области виртуального катода, что приводит к воз-
никновению минимума на зависимости критического тока пучка от величины внеш-
него магнитного поля. Когда магнитное поле становится значительным (B > Bmin),
поперечная динамика частиц практически ограничивается, а их отражение и поворот
от ВК затрудняется, поэтому требуется некоторое увеличение тока пучка для начала
формирования нестационарного ВК в системе.

Рис. 11. Зависимости нормированной величины критического тока сплошного (а) и трубчатого (б)
пучков Iкр/I0

кр (нормировка осуществляется на величину тока пучка при B = 0) от индукции внешнего
магнитного поля
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Заключение

Было проведено исследование формирования и динамики виртуального катода
в сплошном и трубчатом электронных пучках во внешнем магнитном поле. Обна-
ружено сильное влияние внешнего магнитного поля на механизмы формирования,
конфигурацию и динамику виртуального катода. Это объясняет зависимость раз-
личных характеристик генерации приборов, использующих колебания виртуального
катода, от величины внешнего магнитного поля.

Обнаружено два качественно различных типа динамики виртуального като-
да, причем преимущество того или иного типа определяется величиной индукции
внешнего магнитного поля. При малых магнитных полях в системе преобладает по-
перечная динамика, а при больших – продольная. Поведение сплошного электрон-
ного пучка во внешнем магнитном поле во многом подобно поведению трубчатого
пучка, однако у последнего есть свои особенности. Они связаны со спецификой его
геометрии, которая во внешнем магнитном поле приводит к разделению трубчатого
пучка на две части, а следовательно, и к расщеплению виртуального катода.

Обнаруженная конкуренция двух типов динамики приводит к характерной за-
висимости критических токов сплошного и трубчатого электронных пучков от ве-
личины внешнего магнитного поля. При малых магнитных полях наблюдается мо-
нотонное уменьшение критических токов пучков с увеличением индукции, а при
больших – монотонный рост. Как следствие, имеется оптимальная величина магнит-
ного поля, при которой критические токи пучков минимальны.

Работа поддержана РФФИ (проект 07-02-12071-офи), CRDF (проект REC–
006), Президентской программой поддержки ведущих научных школ РФ (проект
НШ-355.2008.2) и программой поддержки молодых докторов наук (проект МД-
1884.2007.2), а также ФНП «Династия».
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EXTERNAL MAGNETIC FIELD INFLUENCE ON THE FORMING
AND DYNAMICS OF VIRTUAL CATHODE

S.A. Kurkin, A.A. Koronovskii, A.E. Hramov

The results of investigation of virtual cathode mechanisms forming and its dynamics
in the context of 2-dimensional model are presented. There were considered entire and
tubular electron beams in external axial magnetic field. Two different types of virtual
cathode dynamics were discovered. The value of external magnetic field determines a
dominant type of dynamics. Therefore the current critical value (when virtual cathode
arises in a beam) depends on external magnetic field value.
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