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От редактора

Сегодня мне хочется напомнить о двух удивительных людях, дела и мысли
которых близки тем, кто читает наш журнал, и тем, кто пишет в него.

Один из них Владимир Иванович Даль – составитель знаменитого Толкового
словаря живого великорусского языка. Я часто пользуюсь этим словарем, когда мне
хочется дойти до самой сути. Недавно среди бумаг я нашёл газету «Комсомольская
правда» от 10 ноября 2001 года. В рубрике «Негромкая дата» была опубликована
статья, посвящённая двухсотлетию со дня рождения В.И. Даля. Приведу целиком
раздел «Личное дело».

«Владимир Иванович родился 10 ноября 1801 года в Луганске. Окончил Мор-
ской корпус в Санкт-Петербурге, принимал участие в Войнах с Турцией и Польшей.
Дружил с великим русским хирургом Николаем Пироговым. Служил ординатором
Санкт-Петербургского военно-сухопутного госпиталя, где заслужил звание “молние-
носного хирурга”: наркоза тогда не было, но под рукой доктора Даля ни один солдат
не погиб от болевого шока. Служил также чиновником особых поручений при орен-
бургском генерал-губернаторе, начальником особой канцелярии МВД, управляющим
Удельной конторой в Нижнем Новгороде. Знал немецкий, французский, английский,
украинский, белорусский, польский языки. Автор 145 повестей и рассказов, тысячи
сказок, учебников, был дважды женат. Имел пятерых детей.»

В этом номере газеты помещены 6 легенд о Дале. Приведу две наиболее из-
вестные из них – пятую и шестую.

«5. Последним, с кем разговаривал умирающий Пушкин, был доктор Даль.
В подарок от Пушкина у Даля остался перстень с изумрудом. А Наталья Николаевна

Владимир Иванович Даль

(1801–1872)

подарила доктору пробитый пулей сюртук. Счита-
ется, что в этом сюртуке Даль докладывал Акаде-
мическому собранию о своих планах издания сло-
варя. Но это, скорее всего, легенда. Даль, в отличие
от Пушкина, был высокого роста (его друг, хирург
Николай Пирогов, при знакомстве даже восклик-
нул: “Экая жердь!”).»

«6. Министр народного Просвещения, князь
Шихматов, прослышав о собранных Далем сло-
вах, предложил продать их Академии Наук: одно
слово (пропущенное в Академическом словаре) –
15 копеек. Даль отправил слова с многозначитель-
ной подписью: “Тысяча первая”. Пришел запрос:
“А много еще?” ответил: “Десятки тысяч”. Торг
с Академией так и не состоялся.»
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Григорий Саввич Сковорода

(1722–1794)

Второй герой колонки – Григорий Сковорода,
которому в этом году исполнилось бы 195 лет. О нем
рассказывали фантастические вещи: говорили, что
он умел предрекать будущее, вел аскетический об-
раз жизни, был последовательным женоненавистни-
ком. Однако без экзотического антуража он был ин-
тересным человеком. Этот странствующий философ
обладал редким умом, знал семь языков, играл на му-
зыкальных инструментах. Он не боялся властей, ува-
жал людей, любил независимость, раздаривал бедным
все, что имел. Последние 25 лет жизни он путеше-
ствовал по Малороссии, Приазовью, Слободской, Во-
ронежской, Курской губерниям, по Донским землям.
Он стал настолько знаменит, что с ним хотели встре-
титься и поговорить не только люди разных сословий,
но и сильные мира сего. Легенда гласит, что Екатери-

на II однажды приказала привести его во дворец. Но свободный человек и мысли-
тель Сковорода не поклонился царице, а на ее вопрос «почему?» ответил: «Вы же
хотели на меня посмотреть. Как бы Вы меня рассмотрели, если бы я согнулся?» Ра-
зумеется, философа прогнали из дворца. Путь к счастью странствующий философ-
мыслитель видел в самопознании. На могильной плите Григория Сковороды выбиты
слова: «Мир ловил меня, но не поймал».

Общеизвестен его афоризм, который часто использовал Петр Леонидович Ка-
пица: «Мы должны быть благодарны Богу, что он создал мир так, что все простое –
правда, а все сложное – неправда» (цит. по кн. – «Все простое – правда: Афоризмы
и изречения П.Л. Капицы, его любимые притчи, поучительные истории, анекдоты».
М.: Изд-во МФТИ, 1994. С. 124 – Прим. авт.). На той же странице в книге есть
сноска: «Этот афоризм, по признанию самого П.Л. Капицы, он приводил со слов
Алексея Николаевича Крылова».

В сочинениях Г. Сковороды встречается немало близких по смыслу изрече-
ний, первоисточником которых служит, по-видимому, приводимый им в его перево-
де афоризм Эпикура: «Благодарение блаженной натуре за то, что нужное сделала
нетрудным, а трудное – ненужным».

Мое пожелание уважаемым авторам журнала: «Почаще заглядывайте в словарь
Даля и следуйте афоризму Г. Сковороды в своих статьях».

Научный руководитель ИРЭ РАН,
академик РАН Ю.В. Гуляев
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УДК 514.9:612.8

МАТЕМАТИКА СОЗНАНИЯ∗

Михаил Рабинович1, Пабло Варона2

1BioCircuits Institute, US, UCSD, 9500 Gilman Drive, La Jolla, CA 92093-0328
2Universidad Autónoma de Madrid, C Francisco Tomás y Valiente, 11, 28049 Madrid, Spain

E-mail:mrabinovich@gmail.com; pablo.varona@uam.es

В данной слайдовой лекции мы предлагаем новую концепцию для построения мате-
матической теории когнитивных функций человека, включая сознание. Такие функции
как творчество, принятие решений и предсказания, на основе анализа прошлого, опи-
сываются в рамках канонических динамических моделей в форме глобальных иерар-
хических сетей. Блоки таких сетей кооперируются и конкурируют друг с другом за
счет ингибирования. Активность сетей демонстрирует переходную цепочечную дина-
мику, для описания которой мы используем гетероклинические структуры, представляю-
щие в ментальном пространстве когнитивные компоненты на разных уровнях иерархии
взаимодействия. Впервые мы строим систему кинетических экологических уравнений,
описывающих взаимодействие эмоций и когнитивных функций на всех уровнях иерар-
хии. Особенно это необходимо для описания разных этапов творчества. Мы исследуем
кооперацию мозга человека и искусственного интеллекта на примере музыкальных им-
провизаций и создания «кооперативной» музыки. Например, когда робот комплектует
информационные группы и на их основе рабочую память, а человек использует эмо-
ции и интуицию для отбора. Уровень творчества оценивается по величине энтропии
Колмогорова–Синая. Анализ совместного музыкального творчества человека и искус-
ственного интеллекта может быть полезен для разных приложений, в частности, для
диагностики некоторой группы психиатрических заболеваний.

Ключевые слова: Сознание как последовательный динамический процесс, ингибитор-
ные сети мозга, иерархические группы информационных паттернов, многокомпонент-
ные функции и группировка, последовательная динамика рабочей памяти, совместная
ментальная активность робота и человека.

DOI: 10.18500/0869-6632-2017-25-3-5-51

Образец цитирования: Рабинович М., Варона П. Математика сознания // Известия вузов.
Прикладная нелинейная динамика. 2017. Т. 25, № 3. С. 5–51.

∗Авторская презентация лекции «Modeling of Consciousness Dynamics: Decision Making &
Creativity», озвученной на Muri Winter School 2017 «Dynamics of Multifunction Brain Networks»,
January 11–13, 2017, UC San Diego, US.
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MATHEMATICS OF MIND

Mikhail Rabinovich1, Pablo Varona2

1BioCircuits Institute, US, UCSD, 9500 Gilman Drive, La Jolla, CA 92093-0328
2Universidad Autónoma de Madrid, C Francisco Tomás y Valiente, 11, 28049 Madrid, Spain

E-mail:mrabinovich@gmail.com; pablo.varona@uam.es

In this slide-lecture we formulate a novel paradigm for the mathematical description
of mental functions such as consciousness, creativity, decision making and prediction of
the future based on the past. Such cognitive functions are described in the framework of
canonical nonlinear dynamical models that form joint global hierarchical networks. Sub-
networks cooperate and compete with each other by inhibition. The suggested approach uses
heteroclinic dynamics to represent transitivity and sequential interaction of different cognitive
modalities at all levels of network hierarchy. For the first time we build a model of global
network dynamics based on a set of kinetic ecological equations describing the interaction with
emotion at each level of the hierarchy. This makes the model applicable for the description
and understanding of perception, creativity and other complex cognitive processes. We discuss
the creativity phenomenon, for example, in a joint «human-robot mind» considering the
approximation in which the artificial partner is responsible for the binding and retrieving
of multimodal perception information. The formation of chunks and the creation of working
memory is a joint effort – human-robot mind. The human mind is responsible for the evaluation
of the information in working memory. Creativity is estimated by Kolmogorov–Sinai entropy.
As an example, we discuss joint human-robot musical improvisation, which can be generalized
for many applications, in particular, in the context of artificial intelligence applications and to
address several psychiatric disorders.

Keywords: Сonsciousness as a sequential dynamical process, inhibitory brain networks, hier-
archical chunking of information patterns, multimodality and binding, working memory se-
quential dynamics, human-robot «joint mind».

DOI: 10.18500/0869-6632-2017-25-3-5-51

Paper reference: Rabinovich M., Varona P. Mathematics of mind. Izvestiya VUZ. Applied
Nonlinear Dynamics. 2017. Vol. 25, Iss. 3. P. 5–51.

Самое увлекательное – это размышлять
о том, как мы мыслим.

Фольклор

Сейчас кажется очевидным, что человеческое поведение представляет собой
последовательность элементарных актов – операций, приемов или процедур, сменя-
ющих друг друга во времени. Вспомним танцы, игру на музыкальных инструментах,
приготовление кофе или выступление на конференции. Любой из этих процессов,
если отвлечься от механизмов генерации программы элементарных действий, легко
может быть смоделирован математически с помощью цепочечных моделей. После-
довательные элементы, конечно, могут быть различными. Если же мы задумаемся о
том каким образом создается в мозгу программа подобного поведения, то есть как
организуется смена одного метастабильного состояния цепочки другим и как форми-
руются сами эти состояния, то задача покажется очень сложной и даже невыполни-
мой. Это впечатление лишь усилится, если мы попытаемся объяснить воображаемые
последствия наших действий в настоящем.

Именно поэтому выглядит естественной расхожая точка зрения – интеллект
и само сознание это настолько интригующие и даже мистические явления, что они
недоступны для формализации и математического описания. Цель данной обзорной
лекции в картинках представить альтернативную точку зрения и, если не убедить
читателя, то заинтересовать его настолько, что он сам начнет размышлять, как же
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мы мыслим, а данная лекция представит ему для этого экспериментальные матери-
алы. Мы сосредоточим внимание на недавних экспериментах, моделях и эволюци-
онных подходах, чтобы проиллюстрировать возможность описания с помощью ме-
тодов нелинейной динамики таких когнитивных явлений, как творчество, принятие
решений, управление вниманием и рабочей памятью.

Сознание, как известно, теряется, когда из строя выходят или попадают под
анестезию основные, или центровые структуры, наиболее плотно связанные анато-
мически друг с другом и, возможно, не напрямую со многими другими структура-
ми. Сознание также пропадает, если нарушается нормальное динамическое взаимо-
действие между комплексами мозга. Например, когда они в результате чрезмерного
возбуждения переходят в режим почти полной взаимной синхронизации, то есть в
эпилептический припадок.

В последние пять-семь лет под влиянием впечатляющих экспериментальных
данных, в первую очередь, исследования пространственно-временной активности
мозга в процессе выполнения когнитивных функций (анализ функциональных маг-
нитно-резонансных паттернов) практически установлено, что функциональная ак-
тивность мозга это переходный процесс, к которому применимы такие динамические
характеристики, как структурная устойчивость, бифуркации, энтропия Колмогорова–
Синая, размерность и т.д.

Считается, что сознание есть результат взаимно скоординированной (иногда
еще говорят интегральной) активности большинства когнитивных структур моз-
га. Разные когнитивные функции выполняются разными иерархическими сетями
(networks), каждая из которых объединяет большое число субструктур мозга. Подоб-
ную сеть можно рассматривать как нерегулярную дискретную решетку, активность
которой представляется набором мод или возбуждений. Переходная динамика, отве-
чающая когнитивному процессу, есть не что иное, как последовательная смена мод
в результате из взаимного подавления по принципу «конкуренция без победителя».

В английском языке помимо слова brain (мозг), есть еще слово mind, которое
переводится по разному – разум, интеллект и даже сознание. Мы используем это
слово в смысле «пространство когнитивных функций мозга». Для построения ма-
тематической теории сознания это пространство очень естественно, нужно только
удачно ввести динамические переменные.

Психологи на основании огромного количества эмпирических данных разде-
ляют следующие стадии творчества. 1. Предварительная формулировка проблемы
и подсознательное набрасывание идей. 2. Инкубационная стадия, когда отбираются
наиболее интересные идеи, осознаются детали. 3. Инновационная стадия, где цен-
тральным является момент озарения, то есть бифуркация «Эврика». 4. Проверка и
оценка сгенерированного решения (мысли, способа и т.д.). Здесь согласованно рабо-
тают такие когнитивные нетворки, как автобиографическая память (эпизодическая
и семантическая), внимание, эмоциональная поддержка, рабочая память и принятие
решений. Все вместе эти нетворки образуют иерархическую сеть, динамика которой
на разных стадиях решения задачи различна. От случайного блуждания (стадия 1)
система переходит в режим регулярной инспекции рабочей памяти – гетероклини-
ческие циклы (стадия 2). Затем при взаимодействии рабочей памяти с квазиперио-
дической динамикой внимания в момент «Эврика» рождается хаос или новое мета-
стабильное состояние (стадия 3). Далее принимается решение – то ли мы получили,
что нам нужно (стадия 4).

Даже такое шаржированное описание дает представление о далеко идущих
возможностях применения нелинейной динамики к описанию процесса творчества
и сознания в целом.
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В дополнение к литературе, указанной на слайдах (см.References [1–28]), реко-
мендуем ознакомиться с недавними публикациями по данному направлению [29–48].
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УДК 621.391.01

ДИНАМИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ И НЕЛИНЕЙНЫЕ ЯВЛЕНИЯ

В МОДИФИЦИРОВАННОЙ АВТОГЕНЕРАТОРНОЙ СИСТЕМЕ

С ЧАСТОТНО-ФАЗОВЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

В. П. Пономаренко

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского
Россия, 603950 Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23

E-mail: ponomarenko@vmk.unn.ru

В работе исследуются режимы динамического поведения модифицированной систе-
мы с частотно-фазовым управлением, в которой используются двухканальный дискри-
минатор в цепи фазового управления и многочастотный дискриминатор с периодической
нелинейностью в цепи частотного управления. Рассмотрен случай одинаковых фильтров
низких частот третьего порядка в цепях управления. Математическая модель исследу-
емой частотно-фазовой системы представляется нелинейной динамической системой в
четырехмерном цилиндрическом фазовом пространстве и характеризуется множеством
состояний равновесия. Цель работы состоит в выявлении новых динамических режимов
и нелинейных явлений, обусловленных указанной модификацией системы.

При изучении динамики системы интерес представляет рассмотрение режима фа-
зовой синхронизации, являющегося основным рабочим режимом в традиционных при-
ложениях систем с фазовым управлением, и несинхронных режимов, которые служат
основными рабочими процессами в новых, нетрадиционных приложениях, связанных с
генерацией хаотических колебаний. Решение этих задач выполнено с применением ком-
пьютерного моделирования, которое базируется на качественных и численных методах
нелинейной динамики. Определены условия синхронизации, выяснено, что в системе
может реализоваться множество разнообразных (как периодических, так и хаотических)
несинхронных режимов. Численный анализ показал существование в системе качествен-
но новых квазисинхронных и асинхронных режимов, интересных для прикладных задач
генерации колебаний с хаотической модуляцией их частоты и фазы.

В процессе численного моделирования проанализированы бифуркации, приводящие
к возникновению и исчезновению несинхронных режимов. Обнаружено наличие вы-
сокой степени мультистабильности несинхронных режимов частотно-фазовой системы.
Рассмотрены особенности динамики системы, обусловленные параметрами, характери-
зующими инерционность цепей управления и степень влияния цепи частотной автопод-
стройки. Результаты представлены в виде одно- и двухпараметрических бифуркацион-
ных диаграмм, проекций фазовых портретов и сечения Пуанкаре, реализаций колебатель-
ных процессов. Выявленные новые несинхронные режимы модифицированной системы
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с частотно-фазовым управлением представляют интерес при решении прикладных задач
построения генераторов хаотических сигналов на основе систем с фазовым управлением.

Ключевые слова: Системы с фазовым и частотно-фазовым управлением, динамическое
поведение, синхронный и несинхронные режимы, устойчивость, бифуркации, аттракто-
ры периодических и хаотических режимов, фазовые портреты, динамический хаос.
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DYNAMICAL MODES AND NONLINEAR PHENOMENA
IN MODIFIED AUTOOSCILLATORY SYSTEM

WITH FREQUENCY-PHASE CONTROL

V. P. Ponomarenko

Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod – National Research University
Prospect Gagarina, 23, 603950 Nizhny Novgorod, Russia

E-mail: ponomarenko@ vmk.unn.ru

In the proposed paper, we investigate the dynamical behavior of the modified system with
frequency-phase control, which uses two-channel discriminator in the circuit of phase control
and multi-frequency discriminator with periodic nonlinearity in the circuit of frequency control.
We consider the case of identical low-pass filters of the third order in the both control circuits.
Mathematical model of analyzed frequency-phase system is presented by a nonlinear dynamical
system in the four-dimensional cylindrical phase space. The model is characterized by a great
number of equilibrium states. The aim of this work is to reveal new dynamical modes and
nonlinear phenomena due to the specified modification.

The study of the system under consideration dynamics consists in analysis of the phase
synchronous mode, which is the main operating state in traditional applications of the systems
with phase control, and non-synchronous modes of the frequency-phase system that serve as
the basic working process in a new, non-traditional applications associated with the generation
of chaotic oscillations. For solving these problems, we use computer modeling that based on
qualitative and numerical methods of nonlinear dynamics. The conditions of the synchronous
mode realization are determined. The existences of a great number various periodic and chaotic
non-synchronous modes are established. Numerical analysis showed the existence in the system
of qualitatively new quasi-synchronous and asynchronous modes, which are interesting for
applied problems of generation of oscillations with chaotic modulation of their frequency and
phase.

In the process of numerical simulation, we have analyzed the bifurcations leading to the
emergence and disappearance of non-synchronous modes. High level of the non-synchronous
modes multistability of frequency-phase system is discovered. The peculiarities of the dynamics
of the system caused by the parameters that characterize the inertia of the control circuits and
the degree of influence of the circuit frequency control are studied. The results are presented
in the form of one- and two-parameter bifurcation diagrams, phase portraits, Poincare sections
and waveforms of oscillations.

The revealed new non-synchronous modes of the modified system with frequency-phase
control are of interest in the solution of applied problems of constructing generators of chaotic
signals on the base of the systems with phase control.

Keywords: System with phase and frequency-phase control, dynamical behavior, synchronous
and non-synchronous modes, stability, bifurcations, attractors of periodic and chaotic modes,
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Введение

Автогенераторные системы с фазовым и комбинированным частотным управ-
лением частотой генерируемых колебаний широко применяются в современных ин-
фокоммуникационных системах [1–6]. Наличие цепей фазового и частотного управ-
ления и возможность объединения систем путем организации различных связей меж-
ду ними обеспечивают решение как традиционных задач синхронизации и слежения,
так и новых задач генерации разнообразных периодических и хаотических автомо-
дуляционных колебаний. К тому же возможна модификация таких систем, способ-
ствующая увеличению набора возможных автомодуляционных колебаний различной
сложности. В связи с этим исследование нелинейной динамики различных вариантов
систем с фазовым и частотным управлением сохраняет актуальность.

Объектом исследования в данной работе является система с комбинированным
частотно-фазовым управлением, иначе называемая системой частотно-фазовой авто-
подстройки (ЧФАП) [2, 7]. Система ЧФАП отличается наличием в цепях управления
двух дискриминаторов рассогласований – фазового и частотного. Автоматическая
подстройка частоты колебаний управляемого (перестраиваемого) генератора к ча-
стоте колебаний эталонного (внешнего) генератора в такой системе осуществляется
в результате суммарного корректирующего воздействия на управляемый генератор
со стороны фазовой и частотной цепей управления. Для традиционных приложений
систем ЧФАП, в которых основной задачей является обеспечение и поддержание
синхронного режима с совпадением частот колебаний эталонного и управляемого
генераторов, частотно-фазовые системы интересны тем, что они позволяют частич-
но разрешить предъявляемые противоречивые требования по обеспечению широкой
области захвата в синхронный режим и помехоустойчивости [7, 8]. Для теории коле-
баний и нелинейной динамики системы ЧФАП представляют интерес как сложные
автоколебательные системы, в которых могут возникать различные динамические со-
стояния и нелинейные явления (синхронизация, развитие неустойчивости синхрон-
ного режима и переходы по различным сценариям к несинхронным режимам раз-
личной сложности с периодической, квазипериодической или хаотической автомо-
дуляцией частоты колебаний управляемого генератора, бифуркации колебательных
режимов, мультистабильность и др.). Этот интерес в значительной степени стимули-
рован перспективой создания на основе систем с фазовым и частотным управлением
устройств генерирования сложных регулярных и хаотических сигналов для исполь-
зования в коммуникационных системах [2, 4, 5].

В работах [2, 7, 9–14] исследованы динамические режимы и бифуркации в мо-
делях частотно-фазовых систем с фильтрами различной сложности в цепях управ-
ления при синусоидальной характеристике фазового дискриминатора и непериоди-
ческой нелинейной характеристике частотного дискриминатора. В данной работе,
продолжающей исследования [9–12], изучаются особенности динамического пове-
дения модифицированной системы ЧФАП, в которой используются двухканальный
фазовый дискриминатор в цепи фазового управления и многочастотный дискрими-
натор с периодической характеристикой в цепи частотного управления.

Многочастотный дискриминатор с периодической характеристикой реализует-
ся на основе фазового дискриминатора и линии задержки [3, 15–17], его характе-
ристика имеет бесконечное число нулей, которые могут быть использованы в каче-
стве множества частот настройки этого дискриминатора. Двухканальный фазовый
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дискриминатор реализуется параллельным включением двух парциальных фазовых
дискриминаторов с характеристиками F1(3) = sin3 и F2(3) = sin(m3) с суммиро-
ванием их выходных сигналов (3 – фазовое рассогласование колебаний эталонного и
управляемого генераторов системы ЧФАП, m – умножающий коэффициент, m > 1)
[18, 19]. Рассматриваемая модификация фазового дискриминатора привлекательна
тем, что приводит к увеличению числа состояний равновесия в моделях системы
ЧФАП, а следовательно, к появлению новых типов периодических и хаотических
автомодуляционных режимов управляемого генератора. Изучение динамических ре-
жимов и бифуркаций, возникающих в системе ЧФАП с такой модификацией частот-
ного и фазового дискриминаторов, является целью и основным содержанием данной
работы.

1. Математическая модель исследуемой системы

Общее уравнение динамики системы ЧФАП, записанное в операторной форме
(p ≡ d/dt) для разности фаз 3, имеет вид [7]

p3+Ω1K1(p)F (3) +Ω2K2(p)Φ(p3) = δω, (1)

где K1(p) и K2(p) – коэффициенты передачи фильтров низких частот в цепях фазо-
вого и частотного управления, F (3) и Φ(p3) – характеристики фазового и частотного
дискриминаторов, Ω1 и Ω2 – максимальные частотные рассогласования, которые мо-
гут быть скомпенсированы цепями управления, δω – начальная расстройка частот
колебаний эталонного и управляемого генераторов. Для рассматриваемой модифи-
кации дискриминаторов системы ЧФАП будем аппроксимировать их характеристики
функциями [16–18]

F (3) = a sin3+ d sin(m3), Φ(p3) = sin(β13), (2)

где a и d – амплитуды выходных сигналов парциальных фазовых дискриминаторов,
β1 – параметр многочастотного дискриминатора.

Конкретный вид математических моделей рассматриваемой системы ЧФАП,
получаемых из уравнения (1), определяются коэффициентами передачи K1(p) и
K2(p). В данной работе будем рассматривать случай, когда в цепях управления
системы используются одинаковые фильтры низких частот третьего порядка
(K1(p) = K2(p) = 1

/
(1 + a1p+ a2p

2 + a3p
3)), где a1, a2 и a3 – постоянные времени.

В этом случае математическая модель исследуемой системы ЧФАП, полученная на
основании уравнения (1), представляется динамической системой

d3
dτ

= u,
du

dτ
= y,

dy

dτ
= z,

µ1
dz

dτ
= γ− a sin3− d sin(m3)− u− εy − µz − b sin(βu)

(3)

с четырехмерным фазовым пространством U = {3(mod2π), u, y, z}. В уравнени-
ях (3) введено безразмерное время τ = Ω1t и параметры ε = a1Ω1, b = Ω2/Ω1,
µ = a2Ω2

1, µ1 = a3Ω3
1, γ = δω/Ω1, β = β1Ω1. Система (3) инвариантна относительно

замены (3, u, y, z, γ) → (−3,−u,−y,−z,−γ), поэтому достаточно ее рассматривать
при значениях относительной начальной расстройки γ ≥ 0.
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Исследование модели (3) проведено с применением компьютерного модели-
рования, которое базируется на качественных и численных методах нелинейной
динамики [20–24] и использовании программного комплекса «ДНС» [25], обеспе-
чивающего решение задач обнаружения периодических и хаотических движений и
исследование бифуркаций в динамических моделях с цилиндрическим фазовым про-
странством. В качестве характеристик исследуемых движений системы (3) использу-
ем реализации колебательных процессов, проекции фазовых портретов аттракторов,
мультипликаторы периодических движений, сечение Пуанкаре, ляпуновские харак-
теристические показатели.

2. Состояния равновесия системы (3)

Уравнения для определения состояний равновесия имеют вид

u = 0, y = 0, z = 0, γ− a sin3− d sin(m3) = 0. (4)

Число состояний равновесия, расположенных в области −π ≤ 3 ≤ π фазового про-
странства U , зависит от параметров γ, a, d и m. Рассмотрим уравнения (4) в случаях,
когда m = 2 и m = 3, в которых удается получить аналитические выражения для
бифуркационных значений параметра γ, при переходе через которые происходит из-
менение числа состояний равновесия системы (3).

В случае m = 2 система (3) не имеет состояний равновесия при значениях
γ > γ1(a, d), где

γ1(a, d) =
(
3a+

√
a2 + 32d2

)√
1−

(√
a2 + 32d2 − a

)2/
64d2

/
4; (5)

имеет два состояния равновесия A1(31, 0, 0, 0) и A2(32, 0, 0, 0) при значениях
d < a/2, 0 < γ < γ1(a, d). Координаты 31 и 32, определяемые из последнего урав-
нения в (4), удовлетворяют неравенствам 0 < 31 < 3m1, 3m1 < 32 < π, где 3m1 =

arccos
((

−a+
√
−a+ 32d2

)/
8d
)
. При значениях d > a/2, 0 < γ < γ2(a, d), где

γ2(a, d) =
(
−3a+

√
a2 + 32d2

)√
1−

(√
a2 + 32d2 + a

)2/
64d2

/
4, (6)

система (3) имеет четыре состояния равновесия A1(31, 0, 0, 0), A2(32, 0, 0, 0),
A3(33, 0, 0, 0) и A4(34, 0, 0, 0); координаты 31,32,33 и 34 удовлетворяют неравен-
ствам 0 < 31 < 3m1, 3m1 < 32 < π, −π < 33 < −3m2, −3m2 < 34 < −3m1,

где 3m2 = π − arccos
((

a+
√
a+ 32d2

)/
8d
)
. Значения γ = γ1(a, d) и γ = γ2(a, d),

определяемые (5) и (6), являются бифуркационными – при γ = γ1(a, d) сливаются
состояния равновесия A1 и A2 (31 = 32 = 3m1), а при γ = γ2(a, d) сливаются
состояния равновесия A3 и A4 (33 = 34 = −3m2).

В случае m = 3 система (3) не имеет состояний равновесия, если d < a/9,
γ > a − d; имеет два состояния равновесия A1(31, 0, 0, 0) и A2(32, 0, 0, 0), где
0 < 31 < π/2, π/2 < 32 < π, если d < a/9, 0 < γ < a − d. При значениях
a/9 < d < a система (3) не имеет состояний равновесия, когда γ > γ3(a, d), где

γ3(a, d) =
(
(a+ 3d)

√
(a+ 3d)/3d

)/
3; (7)
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имеет четыре состояния равновесия A1(31, 0, 0, 0), A2(32, 0, 0, 0), A3(33, 0, 0, 0) и
A4(34, 0, 0, 0), где 0 < 31 < 3m3, 3m3 < 32 < π/2, π/2 < 33 < 3m4,

3m4 < 34 < π, 3m3 = arcsin
(√

(a+ 3d)/3d / 2
)
, 3m4 = π − 3m3, когда

(a − d) < γ < γ3(a, d); имеет два состояния равновесия A1 и A4, когда
0 < γ < a − d. При значениях d > a система (3) не имеет состояний равнове-
сия, когда γ > γ3(a, d); имеет четыре состояния равновесия A1, A2, A3 и A4, когда
(d − a) < γ < γ3(a, d); имеет шесть состояний равновесия, когда 0 < γ < (d − a) –
к A1, A2, A3 и A4 добавляются состояния равновесия A5(35, 0, 0, 0) и A6(36, 0, 0, 0),
где −3m4 < 35 < −π/2, −π/2 < 36 < −3m3. Значения γ = γ3(a, d), определяемые
(7), где d < a/9, γ = (a − d) и γ = (d − a), являются бифуркационными – когда
γ = γ3(a, d), сливаются состояния равновесия A1 и A2 (31 = 32 = 3m3), а также
состояния равновесия A3 и A4 (33 = 34 = 3m4); когда γ = a − d, где d < a/9,
сливаются состояния равновесия A1 и A4 (31 = 34 = π/2); когда γ = (a − d), где
a/9 < d < a, сливаются состояния равновесия A2 и A3 (32 = 33 = π/2); когда
γ = d− a, где d > a, сливаются состояния равновесия A5 и A6 (35 = 36 = −π/2).

При возрастании параметра m увеличивается число состояний равновесия си-
стемы (3) – например, когда m = 4, система может иметь, в зависимости от величин
параметров γ, a и d, два, четыре, шесть или восемь состояний равновесия в области
−π ≤ 3 ≤ π фазового пространства, а когда m = 15, максимальное число состояний
равновесия в области −π ≤ 3 ≤ π равно 30. Отметим, что система (3) с традицион-
ной нелинейностью F (3) = sin3 может иметь не более двух состояний равновесия
в области −π ≤ 3 ≤ π.

Исследуя корни характеристического уравнения

λ4 +
µ
µ1
λ3 +

ε

µ1
λ2 +

1 + bβ
µ1
λ+

F ′(3i)
µ1

= 0, i = 1, 2, 3, ..., (8)

где 3i(γ, a, d,m) – координата анализируемого состояния равновесия системы (3),
устанавливаем, что состояния равновесия, для которых F ′(3i) < 0, являются неустой-
чивыми (в рассмотренных выше случаях, когда m = 2 и m = 3, это состояния
равновесия A2,A4 и A6); состояния равновесия, для которых F ′(3i) > 0, являются
устойчивыми при значениях µ1 < µ01i(γ, b, β, µ, ε, a, d,m), где

µ01i =
µ

1 + bβ

(
ε− µF

′(3i)
1 + bβ

)
, (9)

и неустойчивыми при значениях µ1 > µ01i (в рассмотренных выше случаях, когда
m = 2 и m = 3, это состояния равновесия A1, A3 и A5).

На плоскости параметров (b, µ1) при фиксированных значениях остальных па-
раметров системы (3) кривые µ1 = µ01i, определяемые (9), расположены в области
значений b > b0i, где b0i = 1/β (µF ′(3i)/ε− 1), µ01i = 0 при b = b0i; кривые µ1 = µ01i
имеют максимумы при b = bmi = 1/β (2µF ′(3i)/ε− 1), максимальные значения µ01i
равны ε2

/
(4F ′(3i)).

Каждое из устойчивых состояний равновесия системы (3) соответствует син-
хронному режиму системы ЧФАП, в котором разность частот колебаний эталонного
и управляемого генераторов равна нулю, а стационарное значение разности фаз 30i
находится из последнего уравнения в (4). Области C0i :

{
µ1 < µ01i

}
являются об-

ластями удержания синхронных режимов, отличающихся величиной стационарного
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значения 30i . При переходе с изменением параметров через границы областей C0i в
фазовом пространстве U происходит, в соответствии с [26], либо появление устой-
чивых предельных циклов Si вокруг ставших неустойчивыми состояний равнове-
сия (предельных циклов колебательного типа), либо стягивание седловых предель-
ных циклов Ci к устойчивым состояниям равновесия с последующим мягким или
жестким переходом системы к устойчивым предельным циклам Si. Циклы Si соот-
ветствуют квазисинхронным режимам системы ЧФАП с периодической модуляцией
частоты управляемого генератора.

3. Квазисинхронные режимы системы

Рассмотрим особенности возникновения и развития квазисинхронных режи-
мов системы ЧФАП, обратившись к результатам однопараметрического исследова-
ния системы (3) при значениях параметров γ = 0.65, b = 0.2, µ1 = 0.02, β = 8,
ε = 0.5, m = 3, a = 1, d = 0.75 и вариации параметра µ. При рассматриваемых
значениях параметров система (3) имеет четыре состояния равновесия в области
−π ≤ 3 ≤ π фазового пространства A1(0.21, 0, 0, 0), A2(1.17, 0, 0, 0), A3(1.97, 0, 0, 0)
и A4(2.93, 0, 0, 0).

Состояние равновесия A1 устойчиво при значениях µ ∈ Ms, где
Ms : (0.158 ≤ µ ≤ 0.307), и неустойчиво при значениях µ ∈ Mu1 и µ ∈ Mu2,
где Mu1 : (0 < µ < 0.158), Mu2 : (µ > 0.307). В интервале Ms при значениях
0.158 ≤ µ ≤ 0.241 в фазовом пространстве U существуют, кроме устойчивого со-
стояния равновесия A1, два предельных цикла колебательного типа вокруг A1 –
внешний C1 устойчивый и внутренний C2 седловой. При уменьшении параметра µ
наблюдается следующая динамика системы (3). Когда значение µ переходит в ин-
тервал Mu1 (через µ =0.158), в системе реализуется суперкритическая бифуркация
Андронова–Хопфа [20,23,24], в результате которой из состояния равновесия A1 при
потере его устойчивости рождается устойчивый предельный цикл S1, расположен-
ный внутри предельного цикла C2. В интервале значений 0.104 ≤ µ < 0.158 в
фазовом пространстве существуют неустойчивое состояние равновесия A1 и три
предельных цикла – S1,C1 и C2. Циклы S1 и C1 отвечают квазисинхронным режи-
мам системы ЧФАП, какой из них реализуется в системе – это зависит от начальных
условий. При дальнейшем уменьшении µ и переходе через значение 0.104 в си-
стеме наблюдается седло-узловая бифуркация [20,23,24] – предельные циклы C1 и
C2 сливаются и исчезают, и в окрестности неустойчивого состояния равновесия A1

остается устойчивый предельный цикл S1.
При обратном движении по параметру µ из интервала Mu1 в интервал Ms

в фазовом пространстве вначале возникает пара предельных циклов C1 и C2, ко-
гда µ > 0.104, затем исчезает устойчивый предельный цикл S1, стягиваясь к неустой-
чивому состоянию равновесия A1, когда µ превышает значения 0.158. В интервале
Ms при значениях 0.158 ≤ µ < 0.241 в окрестности ставшего устойчивым состо-
яния равновесия A1 остаются предельные циклы C1 и C2. Теперь, в зависимости
от начальных условий, в системе ЧФАП реализуется либо синхронный режим, либо
квазисинхронный режим цикла C1. При дальнейшем возрастании µ вначале (с пре-
вышением значения 0.241) в системе наблюдается бифуркация удвоения периода
[20,23,24] предельного цикла C1. В интервале значений 0.241 < µ ≤ 0.307 в фа-
зовом пространстве в окрестности устойчивого состояния равновесия A1 существу-
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ют устойчивый двухоборотный предельный цикл C2
1 и неустойчивый предельный

цикл C2. Далее при выходе из интервала Ms (с превышением параметром µ зна-
чения 0.307) в системе реализуется субкритическая бифуркация Андронова–Хопфа,
когда неустойчивый предельный цикл C2 исчезает, стягиваясь к устойчивому состо-
янию равновесия A1. При значениях µ ∈ Mu2, когда 0.307 < µ ≤ 0.351, в фазовом
пространстве существуют неустойчивое состояние равновесия A1 и устойчивый пре-
дельный цикл C2

1 . Затем в интервале значений 0.351 < µ ≤ 0.388 при возрастании µ
наблюдаются обратная и затем прямые бифуркации удвоения периода предельного
цикла C1, которые при переходе через значение µ = 0.388 завершаются возникно-
вением в фазовом пространстве колебательного хаотического аттрактора P1. Далее,
когда значение параметра µ превышает 0.392, в системе происходит жесткий пе-
реход от квазисинхронного режима хаотического аттрактора P1 к периодическому
квазисинхронному режиму предельного цикла C3, локализованного в фазовом про-
странстве в окрестности устойчивого состояния равновесия A3.

Состояние равновесия A3 устойчиво при значениях 0.125 ≤ µ ≤ 0.636. При
переходе с уменьшением µ через граничное значение 0.125 в системе наблюдается
суперкритическая бифуркация Андронова–Хопфа, в результате которой из состоя-
ния равновесия A3 в фазовом пространстве рождается устойчивый предельный цикл
S3. При дальнейшем уменьшении µ цикл S3 исчезает, фазовые траектории систе-
мы (3) уходят из окрестности состояния равновесия A3. Если же в квазисинхрон-
ном режиме цикла S3 двигаться по параметру µ в сторону его увеличения, тогда
с превышением значения 0.124 предельный цикл S3 исчезает, стягиваясь к состоя-
нию равновесия A3, которое становится устойчивым. При переходе через значение
µ = 0.243 наблюдается седло-узловая бифуркация с рождением в фазовом простран-
стве U устойчивого C3 и седлового C4 предельных циклов вокруг состояния равно-
весия A3. В интервале значений 0.243 < µ ≤ 0.606 в фазовом пространстве суще-
ствуют устойчивое состояние равновесия A3 и пара предельных циклов C3 и C4.

Эволюцию квазисинхронного режима предельного цикла C3 при дальнейшем
возрастании параметра µ характеризуют однопараметрическая бифуркационная диа-
грамма (µ, u), (3, u)-проекции фазовых портретов и фрагменты реализаций 3(τ),
соответствующие аттракторам системы (3) и приведенные на рис. 1. В соответствии
с (µ, u)-диаграммой на рис. 1, а при возрастании µ в фазовом пространстве U обра-
зуется, в результате бифуркаций удвоения периода предельного цикла C3 (рис. 1, б),
хаотический аттрактор P3 колебательного типа (рис. 1, г), то есть происходит мягкий
переход к хаотическому квазисинхронному режиму системы ЧФАП. Интересно, что
при дальнейшем возрастании µ аттрактор P3 при µ > 0.729 преобразуется в хао-
тический двухспиральный аттрактор V колебательного типа (рис. 1, д), называемый
в литературе double-scroll аттрактором [27, 28]. Траектории на аттракторе V имеют
витки как вокруг каждого из неустойчивых состояний равновесия A1 и A3, так и
вокруг трех состояний равновесия A1,A2 и A3, то есть квазисинхронный режим хао-
тического аттрактора V характеризуется нерегулярными переключениями колебаний
относительно A1 и A3.

При продолжении увеличения параметра µ в структуре аттрактора V появ-
ляются витки вращательных фазовых траекторий, число таких витков растет при
возрастании µ. В результате в фазовом пространстве при µ > 0.805 формируется ха-
отический аттрактор W колебательно-вращательного типа (рис. 1, е). Для движений
на аттракторе W характерно чередование неограниченного возрастания (вращения)
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Рис. 1. Диаграмма развития квазисинхронного режима предельного цикла C3 при изменении парамет-
ра µ (а) и аттракторы системы (3) (б–е) при µ = 0.58 (б), 1.5 (в), 0.65 (г), 0.76 (д), 0.95 (е) и значениях
параметров γ = 0.65, b = 0.2, µ1 = 0.02, β = 8, ε = 0.5, m = 3, a = 1, d = 0.75

разности фаз 3 и ее колебательного поведения на хаотическом аттракторе V . Возник-
новение в системе ЧФАП квазисинхронного режима хаотического двухспирального
аттрактора V и асинхронного режима колебательно-вращательного аттрактора W
обусловлено применением двухканального фазового дискриминатора с характери-
стикой F (3), определяемой (2). В системе ЧФАП с одноканальным фазовым дис-
криминатором, имеющим синусоидальную характеристику, такие режимы не реали-
зуются. Когда значение параметра µ превышает 1.423, наблюдается жесткий переход
системы к асинхронному режиму вращательного предельного цикла L0 (рис. 1, в).
При дальнейшем возрастании µ в системе ЧФАП наблюдается чередование перио-
дических и хаотических асинхронных режимов.

Численное исследование системы (3) показало, что с увеличением числа со-
стояний равновесия в области −π ≤ 3 ≤ π фазового пространства U могут фор-
мироваться хаотические многоспиральные (multi-scroll) аттракторы колебательного
типа с переходами между неустойчивыми состояниями равновесия, аналогичные ат-
тракторам в моделях электронных генераторов Чуа [28, 29], и хаотические аттракто-
ры колебательно-вращательного типа с колебательной стадией на многоспиральных
хаотических аттракторах. На рис. 2 приведены примеры аттракторов такого типа:
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Рис. 2. Аттракторы сложных квазисинхронных и асинхронных режимов, наблюдаемые в фазовом про-
странстве системы (3) при следующих значениях параметров:

γ b µ1 β ε m a d µ
а 0.1 0.2 0.02 8 0.5 4 1 2 0.45
б 0.1 0.21 0.02 4 0.5 15 0.2 0.8 0.19
в 0.1 0.2 0.02 8 0.5 8 0.2 0.8 0.35
г 0.1 0.2 0.025 4 0.5 15 0.2 0.8 0.27
д 0.1 0.2 0.02 8 0.5 25 0.2 0.8 0.17
е 0.1 0.2 0.02 8 0.5 4 1 2 0.65
ж 0.25 0.2 0.02 8 0.5 15 0.2 0.8 0.13
з 0.2 0.2 0.02 8 0.5 15 0.2 0.8 0.28
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трех-, четырех-, пяти-, шести- и десятиспиральных хаотических аттракторов коле-
бательного типа V1, V2, V3, V4 и V5 (рис. 2, а–д) и колебательно-вращательных ха-
отических аттракторов W1, W2 и W3 с колебательной стадией на трех-, семи- и
девятиспиральных хаотических аттракторах (рис. 2, е–з).

4. Асинхронные режимы системы

Как показали результаты численного исследования системы (3), в фазовом про-
странстве U может существовать большое число вращательных предельных циклов,
обусловленное периодической характеристикой Φ(u) = sin(βu) частотного дискри-
минатора системы ЧФАП. Такие предельные циклы располагаются как в области
u > 0, так и в области u < 0 фазового пространства. С целью получения представ-
ления о динамике таких режимов системы была построена двухпараметрическая
бифуркационная диаграмма на плоскости параметров (b, µ1) при значениях парамет-
ров γ = 0.25, ε = 25, β = 8, µ = 4.8, m = 3, a = 0.2, d = 0.8, когда в системе
ЧФАП наблюдаются как периодические, так и хаотические несинхронные режимы.
При рассматриваемых значениях параметров γ, m, a и d система (3) имеет в области
−π ≤ 3 ≤ π фазового пространства шесть состояний равновесия A1–A6. Диаграмма
(b, µ1) приведена на рис. 3, на ней представлены кривые, соответствующие бифур-
кациям состояния равновесия A1, колебательного предельного цикла S1 и четырех
вращательных предельных циклов, локализованных в области u > 0 фазового про-
странства U . Охарактеризуем эти кривые.

Кривая 1 на рис. 3, а – это граница µ1 = µ011 области устойчивости состояния
равновесия A1, определяемая (9). В малой окрестности кривой 1 проходят границы
µ1 = µ013 и µ1 = µ015 областей устойчивости состояний равновесия A3 и A5, также
определяемые (9), не изображенные на рис. 3, а, причем µ011 < µ

0
13 < µ

0
15. Состояния

равновесия A1, A3 и A5 являются устойчивыми при значениях µ1 < µ011, µ1 < µ013 и
µ1 < µ015, соответственно. При пересечении границ µ1 = µ011, µ1 = µ013 и µ1 = µ015 с
возрастанием параметров µ1 или b в фазовом пространстве U появляются устойчи-
вые колебательные предельные циклы S1, S3 и S5, соответственно.

Кривая 2 на рис. 3, а отвечает бифуркации рождения в фазовом простран-
стве устойчивого двумерного тора T 1

0 колебательного типа из предельного цикла S1.
В малой окрестности кривой 2 проходят кривые, не изображенные на рис. 3, а, от-

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма (b, µ1) динамических режимов модели (3) при значениях парамет-
ров γ = 0.25, β = 8, ε = 25, m = 3, a = 0.2, d = 0.8, µ = 4.8
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вечающие бифуркациям рождения в фазовом пространстве устойчивых двумерных
торов T 1

0 колебательного типа из предельных циклов S3 и S5. При пересечении этих
бифуркационных кривых с возрастанием µ1 или b вначале возникает тор T 1

0 , затем –
торы T 3

0 и T 5
0 . На рис. 4, а, б приведены (3, u)-проекции фазовых портретов циклов

S1, S3 и S5 и торов T 1
0 , T 3

0 и T 5
0 .

Кривая 3 на рис. 3, а, б соответствует образованию в фазовом пространстве U
устойчивой петли Π3 сепаратрисы седло-фокуса A4 (седловая величина
σ = λ4 + Reλj < 0, j = 1, 2, 3, где λ1, λ2, λ3 и λ4 – корни характеристического
уравнения (8) для состояния равновесия A4). При пересечении кривой 3 с уменьше-
нием b из петли Π3 рождается устойчивый [20, 24] вращательный предельный цикл
L+
0 . Соответствующие этому циклу (3, u)-проекция фазового портрета и фрагмент

реализации u (τ) приведены на рис. 4, в. Таким образом, в области значений пара-
метров между кривой 3 и линией b = 0 в системе ЧФАП одновременно существуют
режим синхронизации и асинхронный режим предельного цикла L+

0 . В области Cs

(между кривыми 3 и 4 на рис. 3, а) существует только режим синхронизации.
Кривая 4 на рис. 3, а и кривые 6, 7, 8 на рис. 3, б соответствуют седло-узловым

бифуркациям вращательных (2π-периодических по 3) предельных циклов, располо-
женных в области u > 0 фазового пространства U . При пересечении на плоскости
(b, µ1) кривых 4, 6, 7 и 8 в фазовом пространстве появляются устойчивые предельные
циклы L+

1 , L+
2 , L+

3 и L+
4 , соответственно. На рис. 5, а–д приведены (3, u)-проекции

фазовых портретов этих циклов. Режим цикла L+
1 существует в области значений

µ1 и b между кривыми 4 и 5 (см. рис. 3, а), режим цикла L+
2 – в области значений

µ1 и b между кривыми 6 и 9 (см. рис. 3, б). Область существования режима цикла
L+
3 заключена между кривыми 7 и 10 (см. рис. 3, б), область значений µ1 и b, при

которых существует режим цикла L+
4 , ограничена кривой 8 и кривыми 11 и 12 (см.

рис. 3, б).
Части кривой 5 выше точки B1 и ниже точки B4 (см. рис. 3, а) отвечают

бифуркации рождения в фазовом пространстве устойчивого двумерного вращатель-
ного тора T+

1 из предельного цикла L+
1 при пересечении этих частей кривой 5 с

Рис. 4. Аттракторы квазисинхронных и асинхронного режимов, наблюдаемые при изменении парамет-
ра b: b = 4.0 (а); 5.5 (б); 0.095 (в) (γ = 0.25, β = 8, ε = 25, m = 3, a = 0.2, d = 0.8, µ = 4.8,
µ1 = 6.5)
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возрастанием b. Части B1B2 и B3B4 кривой 5 соответствуют седло-узловой бифур-
кации предельного цикла L+

1 , эта бифуркация приводит к исчезновению цикла L+
1 и

прекращению соответствующего ему асинхронного режима при пересечении частей
B1B2 и B3B4 кривой 5 соответственно с возрастанием и уменьшением параметра
µ1. При пересечении части B2B3 кривой 5 наблюдается потеря устойчивости режима
предельного цикла L+

1 в результате бифуркации удвоения периода.

Кривая 9 на рис. 3, б отвечает потере устойчивости предельного цикла L+
2 че-

рез бифуркацию рождения в фазовом пространстве устойчивого двумерного тора T+
2

вращательного типа при возрастании параметра b. Части кривой 10 выше точки B5

и точки B8 (см. рис. 3, б) отвечают рождению в фазовом пространстве устойчивого
двумерного вращательного тора T+

3 из предельного цикла L+
3 . Тор T+

3 рождается при
переходе через эти части кривой 10 с возрастанием b. Части B5B6 и B7B8 кривой
10 соответствуют исчезновению предельного цикла L+

3 в результате седло-узловой
бифуркации при пересечении кривых B5B6 и B7B8 соответственно при возрастании
и уменьшении параметра µ1. Часть B6B7 кривой 10 отвечает бифуркации удвоения
периода предельного цикла L+

3 .

Рис. 5. Аттракторы асинхронных режимов, наблю-
даемые в фазовом пространстве при изменении па-
раметра b: b = 2.25 (а), 2.45 (б), 2.65 (в), 2.9 (г), 3.3
(д), 4.0 (е) (γ = 0.25, β = 8, ε = 25, m = 3, a = 0.2,
d = 0.8, µ = 4.8, µ1 = 6.5)

Часть кривой 11 выше точки B9

и часть кривой 12 ниже точки B0 (см.
рис. 3, б) соответствуют бифуркации
рождения устойчивого двумерного тора
T+
4 вращательного типа из предельного

цикла L+
4 . Тор T+

4 рождается при пере-
сечении указанных кривых с возраста-
нием параметров µ1 или b. Часть кри-
вой 11 ниже точки B9 и часть кривой 12
выше точки B0 отвечают седло-узловой
бифуркации предельного цикла L+

4 , в
результате которой он исчезает при пе-
ресечении этих частей кривых 11 и 12
соответственно с возрастанием и умень-
шением параметра µ1.

На рис. 5 даны (3, u)-проекции
фазовых портретов торов T+

1 , T+
2 , T+

3 и
T+
4 . Результаты, приведенные на рис. 5,

показывают развитие режимов предель-
ных циклов L+

1 , L+
2 , L+

3 и L+
4 при изме-

нении параметра b в интервале (2.25;4.0)
при фиксированном значении параметра
µ1 = 6.5. Видно, что при возрастании
b, кроме появления режимов торов T+

1 ,
T+
2 , T+

3 и T+
4 , в области u > 0 фазо-

вого пространства возникает еще один
устойчивый вращательный предельный
цикл L+

5 , расположенный выше пре-
дельного цикла L+

4 (рис. 5, е). Числен-
ное исследование системы (3) показало,
что при возрастании параметра b реали-
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зуются седло-узловые бифуркации, в результате которых в фазовом пространстве по-
являются устойчивые и седловые вращательные предельные циклы, локализованные
выше предельного цикла L+

5 . Эти предельные циклы при возрастании b испытывают
бифуркации рождения устойчивых двумерных вращательных торов, седло-узловые
бифуркации и бифуркации удвоения периода. Кроме этого, выяснено существова-
ние, наряду с вращательными предельными циклами, расположенными в области
u > 0 фазового пространства U , аналогичных предельных циклов, локализованных
в области u < 0 фазового пространства, и бифуркаций этих циклов, аналогичных

Рис. 6. Эволюция асинхронных режимов, развивающихся в системе на базе предельных циклов L+
5 ,

L+
6 и торов T+

1 , T+
2 , T+

3 , T+
4 при увеличении параметра b (γ = 0.25, β = 8, ε = 25, m = 3, a = 0.2,

d = 0.8, µ = 4.8, µ1 = 6.5)
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бифуркациям вращательных предельных циклов, расположенных в области u > 0.
Примечательно, что область устойчивости состояний равновесия и области с вра-
щательными предельными циклами пересекаются на плоскости (b, µ1), то есть ре-
жим синхронизации и периодические асинхронные режимы, а также периодические
квазисинхронные и асинхронные режимы могут существовать в системе ЧФАП од-
новременно. От начальных значений фазовых переменных зависит, какой из этих
режимов реализуется в системе.

Полученные результаты о возможных динамических состояниях системы (3)
свидетельствуют о высокой степени мультистабильности системы, которая увели-
чивается при возрастании параметра b. Рассмотрим особенности динамики систе-
мы (3), обусловленные вращательными движениями, локализованными в области
u > 0 фазового пространства. Развитие асинхронных режимов системы ЧФАП при
возрастании параметра b в интервале (2.25; 4.0) характеризуют проекции фазовых
портретов аттракторов, приведенные на рис. 5. Эволюцию асинхронных режимов
при значениях b > 4.0 характеризует однопараметрическая бифуркационная диа-
грамма (b, u), построенная при µ1 = 6.5 и вариации параметра b и приведенная на
рис. 6. На рис. 7–9 даны примеры (u, y)-проекций отображения Пуанкаре плоскости
3 = −π в плоскость 3 = π, порождаемого фазовыми траекториями системы (3),
(3, u)-проекций фазовых портретов и реализаций колебаний u(τ), соответствующих
аттракторам системы (3), развивающимся в фазовом пространстве U при возраста-
нии b. Анализ диаграммы (b, u) позволил выяснить следующие сценарии развития
режимов торов T+

1 , T+
2 , T+

3 , T+
4 и предельного цикла L+

5 (см. рис. 5) при изменении
параметра b от 4.0 до 8.0.

Картина эволюции режима тора T+
1 (соответствующая этому тору инвариант-

ная замкнутая кривая Γ1 сечения Пуанкаре приведена на рис. 7, а) характеризуется
следующими явлениями: бифуркацией удвоения периода кривой Γ1 (с образованием
двухпетлевой инвариантной замкнутой кривой Γ21), адекватной бифуркации удвое-
ния тора T+

1 с последующей потерей гладкости [24, 30] кривой Γ21 и возникновением
вращательного хаотического аттрактора V +

1 (рис. 7, б); прекращением хаотических
колебаний в режиме аттрактора V +

1 и жестким переходом к режиму четырехобо-

Рис. 7. Примеры аттракторов асинхронных режимов, развивающихся в системе на базе тора T+
1 , на-

блюдаемых при изменении параметра b: b = 6.45 (а), 6.9 (б), 7.05 (в), 8.15 (г), 8.35 (д) (γ = 0.25, β = 8,
ε = 25, m = 3, a = 0.2, d = 0.8, µ = 4.8, µ1 = 6.5)
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Рис. 8. Примеры сложных хаотических асинхронных режимов с переключениями колебаний, соответ-
ствующих аттракторам Rn с n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, при µ1 = 6.5; b = 9.8 (а), 13.0 (б), 15.0 (в), 16.3 (г),
16.8 (д), 20.0 (е) и значениях параметров γ = 0.25, β = 8, ε = 25, m = 3, a = 0.2, d = 0.8, µ = 4.8

ротного (8π-периодического по 3) вращательного предельного цикла L4 (рис. 7, в);
бифуркациями удвоения периода цикла L4 и образованием вращательного хаоти-
ческого аттрактора V 4 (рис. 7, г); преобразованием аттрактора V 4 в хаотический
аттрактор W+ колебательно-вращательного типа (рис. 7, д). Для режима аттрактора
W+ характерны нерегулярно переключающиеся хаотические движения колебатель-
ного и вращательного типа. Интересно, что вид реализации u(τ) и (u, y)-проекции
фазового портрета хаотического аттрактора W+ напоминают двухспиральный хао-
тический аттрактор с переключениями переменной u.

При дальнейшем возрастании параметра b в фазовом пространстве формиру-
ются сложные хаотические аттракторы вращательного типа Rn (n = 3, 4, 5, ...) с
n областями сосредоточения вращательных движений и нерегулярными переключе-
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Рис. 9. Аттракторы асинхронных режимов и переходы между режимами, наблюдаемые при изменении
параметра b: b = 5.25 (а), 5.0 (б), 5.55 (в), 5.3 (г), 6.95 (д), 5.8 (е), 6.35 (ж), 6.483 (з), 6.484 (и), 7.01 (к),
5.85 (л), 6.13 (м), 6.55 (н), 6.279 (о), 6.515 (п), 6.887 (р) (γ = 0.25, β = 8, ε = 25, m = 3, a = 0.2,
d = 0.8, µ = 4.8, µ1 = 6.5)

ниями между этими областями. Примечательно, что аттракторы Rn по виду (u, y)-
проекций фазовых портретов и реализаций колебаний u(τ) похожи на хаотические
многоспиральные аттракторы колебательного типа, изображенные на рис. 2, а–д. На
рис. 8 приведены примеры хаотических аттракторов Rn с n = 3, 4, 5, 6, 8, 10. Вид-
но, что на (u, y)-проекциях фазовых портретов этих аттракторов четко выделяются
n областей сосредоточения вращательных движений, между которыми совершают-
ся нерегулярные перебросы. Видно также, как усложняется структура хаотического
аттрактора при возрастании параметра b. Об этом усложнении свидетельствуют вы-
численные величины максимальных ляпуновских характеристических показателей
ρm аттракторов Rn, приведенных на рис. 8, – эти показатели имеют значения 0.44,
0.45, 0.75, 0.9, 0.97, 1.07, соответственно. Как известно, возрастание максимального
ляпуновского характеристического показателя свидетельствует об увеличении ско-
рости разбегания близких фазовых траекторий на аттракторе Rn. Отметим, что воз-
можность формирования в системе ЧФАП асинхронных режимов с нерегулярными
переключениями колебаний на вращательных хаотических аттракторах Rn обуслов-
лена периодической характеристикой Φ(u) многочастотного дискриминатора, опре-
деляемой (2).
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Рассмотрим особенности эволюции режимов торов T+
2 и T+

3 при возрастании
параметра b (см. рис. 6). Они характеризуются бифуркациями удвоения этих торов,
когда соответствующие торам T+

2 и T+
3 инвариантные замкнутые кривые Γ2 и Γ3

сечения Пуанкаре (рис. 9, а, б) становятся двухпетлевыми Γ22 и Γ23 (рис. 9, в, г), и
переходом к режимам вращательных хаотических аттракторов V +

2 и V +
3 (рис. 9, д, е)

в результате потери гладкости кривых Γ22 и Γ23. Режим аттрактора V +
3 жестко сме-

няется режимом трехоборотного (6π-периодического по 3) предельного цикла L3

(рис. 9, ж), на базе которого в фазовом пространстве формируется вращательный
хаотический аттрактор V 3 (рис. 9, з). От режима аттрактора V 3 система жестко
переходит к режиму хаотического аттрактора V +

2 (рис. 9, и). В свою очередь, при
дальнейшем возрастании b система от режима аттрактора V +

2 жестко переключается
на режим хаотического аттрактора V +

1 (рис. 9, к).

Эволюция режимов тора T+
4 и торов T+

5 и T+
6 , возникающих из предельных

циклов L+
5 и L+

6 (см. рис. 6) при возрастании b, имеет характер, похожий на ха-
рактер развития режимов торов T+

2 и T+
3 . Отличие состоит в том, что, во-первых,

при возрастании b наблюдаются две бифуркации удвоения периода инвариантных
замкнутых кривых Γ4, Γ5 и Γ6 в сечении Пуанкаре с образованием четырехпетле-
вых инвариантных замкнутых кривых Γ24, Γ

2
5 и Γ26, а во-вторых, переходы к режимам

вращательных хаотических аттракторов V +
4 ,V +

5 и V +
6 (рис. 9, л, м, н) происходят че-

рез разрушение кривых Γ24, Γ
2
5 и Γ26 в результате потери гладкости. При дальнейшем

возрастании b последовательно реализуются (см. рис. 6) жесткие переходы от режи-
ма аттрактора V +

4 к режиму аттрактора V +
3 (рис. 9, о), от режима аттрактора V +

5 к
режиму аттрактора V +

2 (рис. 9, п) и от режима аттрактора V +
2 к режиму аттрактора

V +
2 (рис. 9, р).

Представленные результаты исследования динамики системы (3) показыва-
ют, что в системе ЧФАП с двухканальным фазовым дискриминатором и многоча-
стотным дискриминатором с характеристиками, определяемыми (2), и одинаковыми
фильтрами третьего порядка в цепях фазового и частотного управления создаются
возможности для реализации множества разнообразных периодических, квазиперио-
дических и хаотических автомодуляционных колебательных режимов управляемого
генератора.

Заключение

В данной работе представлены результаты исследования режимов динамиче-
ского поведения и нелинейных явлений в модификации автогенераторной частотно-
фазовой системы, в которой используются двухканальный фазовый дискриминатор
и многочастотный дискриминатор с периодической характеристикой. Исследование
проведено на основе математической модели (3) с двумя степенями свободы в цилин-
дрическом фазовом пространстве. Выяснено, что указанная модификация системы
ЧФАП, которая отражается в появлении в системе периодических нелинейностей,
определяемых (2), приводит к качественно новым эффектам в динамике системы –
увеличению числа состояний равновесия в области −π ≤ 3 ≤ π фазового простран-
ства, возможности возникновения сложных квазисинхронных режимов на хаотиче-
ских многоспиральных аттракторах, характерных для многоустойчивых динамиче-
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ских систем, и асинхронных режимов на колебательно-вращательных хаотических
аттракторах с колебательной стадией движений на многоспиральных хаотических
аттракторах, а также возможности возникновения асинхронных режимов на враща-
тельных хаотических аттракторах с нерегулярными переходами между различными
колебательными состояниями.

Получены условия существования синхронного режима, определяющие гра-
ницу области его удержания при изменении параметров системы. Выяснено, что по-
ведение системы вне области удержания синхронного режима является достаточно
сложным и разнообразным. Выявлено одновременное существование в рассматрива-
емой системе ЧФАП множества периодических, квазипериодических и хаотических
автомодуляционных режимов, в том числе и таких, которые невозможны в традици-
онной системе ЧФАП, которое обусловливает высокую степень мультистабильности
системы. Обнаружены разнообразные сценарии развития автомодуляционных режи-
мов управляемого генератора при изменении параметров системы. Примечательно,
что явления сложной динамики наблюдаются в системе, в том числе и при относи-
тельно небольших величинах параметра инерционности µ1 и параметра b, характе-
ризующего степень влияния частотной цепи управления.

Представленные в работе данные о динамических режимах модифицирован-
ной системы ЧФАП могут быть полезными при решении задач управления характе-
ристиками генерируемых в системе колебательных процессов и перевода в колеба-
тельный режим с желаемыми свойствами. Новые квазисинхронные и асинхронные
режимы модифицированной системы ЧФАП представляют практический интерес
для получения имеющих равномерный спектр широкополосных колебаний с хаоти-
ческой модуляцией их неэнергетических параметров: частоты и фазы и применения
таких сигналов в информационно-коммуникационных системах с прямохаотической
передачей данных [4, 5, 31].
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УДК 621.385.6

ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЭЛЕКТРОННОМ ПОТОКЕ В СКРЕЩЕННЫХ
СТАТИЧЕСКИХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ ПОЛЯХ ПРИ ЕГО

ДВИЖЕНИИ В СРЕДЕ С КОМПЛЕКСНОЙ ПРОВОДИМОСТЬЮ

А. А. Фунтов

Саратовский национальный исследовательский
государственный университет имени Н.Г. Чернышевского

Россия, 410012 Саратов, ул. Астраханская, 83
E-mail: aafuntov@mail.ru

Рассматривается резистивный усилитель – вакуумный СВЧ-прибор, в котором уси-
ление происходит благодаря сдвигу фаз между переменным током электронного потока
и переменными составляющими поля, возникающего из-за присутствия поглощающих
стенок. Интересен он тем, что отсутствует необходимость в замедляющей системе, что
важно, например, для освоения субмиллиметрового диапазона. В рассматриваемом при-
боре также почти полностью отсутствует обратная связь между выходом и входом.

В последнее время к резистивному усилителю вновь проявлено внимание в связи
с возможностью использования метаматериалов, заметно увеличивающих коэффициент
усиления.

Построена двумерная линейная адиабатическая теория устройства с электронным по-
током конечной толщины, который движется в скрещенных статических электрическом
и магнитном полях (поток магнетронного типа) между двумя плоскими поверхностями с
комплексной проводимостью. В работе впервые изложена последовательная теория для
усилителя на поглощении М-типа с пучком конечной толщины при движении электрон-
ного потока магнетронного типа в среде с комплексной проводимостью.

Рассмотрены случаи, когда обе поверхности металлические, и когда одна из поверх-
ностей металлическая, а другая – имеет активную, емкостную или индуктивную про-
водимость. Исследованы случаи тонкого и толстого пучка. Показано, что комплексная
проводимость поверхностей увеличивает область неустойчивости, и при емкостной про-
водимости возникает неустойчивость толстых пучков, невозможная только из-за диоко-
тронной неустойчивости. Показано увеличение коэффициента усиления при приближе-
нии потока к плоским поверхностям с комплексной проводимостью.

Ключевые слова: Резистивный усилитель, М-тип, линейная теория, толстый пучок.
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WAVE PROCESSES IN THE ELECTRON BEAM IN CROSSED STATIC
ELECTRIC AND MAGNETIC FIELDS AS IT MOVES IN A MEDIUM

WITH A COMPLEX CONDUCTIVITY

A. A. Funtov

Saratov State University
Russia, 410012 Saratov, Astrakhanskaya str., 83

E-mail: aafuntov@mail.ru

Resistive wall amplifier is vacuum microwave device. The gain is due to the phase shift
between a.c. of electron beam and the alternating field components. The absorbing device
walls influence on the alternating field components is considered. It is interesting that there is
no need for a slowing system that is important to learn the submillimeter range. Furthermore
the feedback is completely absent between the output and the input.

Recently, attention has been paid to resistive wall amplifier in connection with the possibility
of using metamaterials that significantly increases the gain.

It is worked out (developed) two-dimensional linear adiabatic theory of a device with an
electron beam moving in crossed static electric and magnetic fields (magnetron-type flux).
The electron beam of finite thickness is inserted between two flat surfaces with complex
conductivity.

In this paper, a consistent theory for an M-type absorption amplifier with a beam of finite
thickness, and for the motion of an electron beam of a magnetron type in a medium with
complex conductivity is present for the first time.

The cases, when both surfaces are metallic, and when one of the surfaces is metallic, and
the other has active, capacitive or inductive conductivity, are considered. The cases of a thin
and thick beam are investigated. It is shown that the complex conductivity of surfaces increases
the instability region, and with capacitive conductivity, an instability of thick beams is created,
which is impossible only because of the diocotron instability. An increase in the gain as the
flow approaches the flat surfaces with complex conductivity is shown.

Keywords: Resistive wall amplifier, linear theory, M-type, thick beam.

DOI: 10.18500/0869-6632-2017-25-3-75-88

Paper reference: Funtov A.A. Wave processes in the electron beam in crossed static electric
and magnetic fields as it moves in a medium with a complex conductivity // Izvestiya VUZ.
Applied Nonlinear Dynamics. 2017. Vol. 25. Issue 3. P. 75–88.

Введение

Резистивный усилитель – один из вакуумных СВЧ-приборов, не получивших
распространения. Однако в последнее время он снова привлек внимание из-за своих
особенностей: почти полное отсутствие обратной связи между выходом и входом
и исключение необходимости в замедляющей системе. Усиление происходит бла-
годаря сдвигу фаз между переменным током электронного потока и переменными
составляющими поля, возникающего из-за присутствия поглощающих стенок.

В данной работе строится теория усилителя на поглощении М-типа с пучком
конечной толщины, движущимся в пространстве дрейфа со стенками с комплексной
проводимостью. Решение данной задачи инициировано следующими причинами.
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1. Возвращение интереса к усилителю на поглощении (резистивному усилителю)
в связи с появлением метаматериалов [1–5].

2. Отсутствие теории резистивного усилителя, в котором используется электрон-
ный поток, движущийся в статических электрическом и магнитном полях (по-
ток магнетронного типа). О возможности осуществления такого прибора есть
лишь краткое упоминание в [6].

3. Отсутствие последовательной теории волновых процессов в различных мо-
делях электронного потока магнетронного типа при его движении в среде с
комплексной проводимостью.

Полученное дисперсионное уравнение исследуется при различных проводимостях
среды для различной конечной толщины пучка; также рассчитывается коэффициент
усиления.

1. Модели и основные уравнения. Дисперсионное уравнение

Рассмотрим двумерную плоскую модель усилителя на поглощении М-типа в
приближении слабого сигнала. Начнем с модели потока конечной толщины, который
движется в положительном направлении оси х между двумя плоскими поверхностя-
ми, имеющими в общем случае комплексные проводимости

jY1,2 =
Ey

Ex

∣∣∣∣
y=0,d

,

где индексы «х», «y» означают соответствующую компоненту поля. Поток движется
между плоскими поверхностями в вакууме, внешнее ВЧ поле отсутствует (рис. 1).

В общем случае проводимость можно представить в виде [7]

Y =
σ
ωε0

+ j
ε

ε0
,

где j =
√
−1, ω – рабочая частота, σ – действительная погонная проводимость,

ε0 – диэлектрическая проницаемость вакуума, ε – диэлектрическая проницаемость
среды; формально индуктивную проводимость можно сопоставить с метаматериа-
лом с ε < 0.

Рис. 1. Двумерная плоская модель усилителя на по-
глощении М-типа. Здесь: y0 – координата оси пуч-
ка; 2∆ – толщина пучка; d – расстояние между по-
верхностями; B – индукция статического магнит-
ного поля

Считаем, что ω2p ≪ ω2c , где ω2p =
= ηρ0/ε0 – квадрат плазменной часто-
ты, η – удельный заряд электрона, ρ0 –
средняя плотность электронного потока,
ωc = ηB – циклотронная частота. Вос-
пользуемся адиабатическим приближе-
нием.

На границах пучка x-компоненты
поля непрерывны, то есть

E−
x2 = E+

x2 = Ex2,

E−
x1 = E+

x1 = Ex1,
(*)
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где верхние индексы «+», «−» означают, что поле берется над и под границей пучка,
соответственно; нижние индексы «1», «2» означают, что поле берется на нижней или
верхней границе, соответственно.

Условия разрыва нормальной составляющей напряженности поля простран-
ственного заряда имеют вид

E+
y (y2)− E−

y (y2) =
ρ0
ε0

ỹ2,

E+
y (y1)− E−

y (y1) = −ρ0
ε0

ỹ1,
(**)

где y1 = y0−∆+ỹ1 – координата нижней границы пучка, а y2 = y0+∆+ỹ2 координата
верхней границы пучка; y0 ≫ ỹ1,2, где ỹ1,2 – смещения соответствующих границ.

На входе в пространство между пластинами (см. рис. 1) пучок имеет тол-
щину 2∆. В результате действия наведенных на поверхностях зарядов возникает
продольное x̃ и поперечное ỹ смещения границ пучка. В представлении полей в
пространстве между проводящими поверхностями будем следовать методики, опи-
санной в [8].

Волны, которые могут распространяться ниже и выше пучка (области 1 и 2
на рис. 1, соответственно), а также в пучке, возьмем в виде Ē = Ē (y) ej(ωt−βx), где
Ex (y) = a sh βy + b ch βy, β – искомая постоянная распространения. Если известны
поля на плоскостях y = y′1 и y = y′2, то поля между ними можно записать в виде

Ex (y) =
1

sh β (y′2 − y′1)
[Ex (y

′
1) shβ (y

′
2 − y) + Ex (y

′
2) sh β (y − y′1)] ,

Ey (y) =
j

sh β (y′2 − y′1)
[−Ex (y

′
1) ch β (y

′
2 − y) + Ex (y

′
2) ch β (y − y′1)] .

(1)

Если известны поля на границах пучка (то есть при y1 и y2), то из (1) следует

E−
y (y2) =

j

sh 2β∆
[−Ex1 +Ex2 ch 2β∆] ,

E+
y (y1) =

j

sh 2β∆
[−Ex1 ch 2β∆+ Ex2] .

Подставив граничные условия (*) в (1), получим

Ey|y=d =
j

sh β (y0 − ∆)

[
−Ex2 + Ex|y=d ch β (d− y0 − ∆)

]
= jY2 Ex|y=d ,

Ey|y=0 =
j

sh β (y0 − ∆)

[
− Ex|y=0 ch β (y0 − ∆) + Ex1

]
= jY Ex|y=0 .

Из этих соотношений, используя (1), легко найти выражение

E−
y (y1) = jEx1

Y1 + th β (y0 − ∆)
Y1 th β (y0 − ∆) + 1

и

E+
y (y2) = −jEx2

Y2 − th β (d− y0 − ∆)
Y2 th β (d− y0 − ∆)− 1

.

Тогда условия разрыва (**) примут вид
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ρ0
jε0

ỹ2 =
Ex1

sh 2β∆
− Ex2S2 cth 2β∆,

− ρ0
jε0

ỹ1 =
Ex2

sh 2β∆
−Ex1S1 cth 2β∆,

где S1 = 1 + th 2β∆
Y1 + th β (y0 − ∆)
Y1 th β (y0 − ∆) + 1

, S2 = 1 + th 2β∆
Y2 − th β (d− y0 − ∆)
Y2 th β (d− y0 − ∆)− 1

.

После простых алгебраических преобразований получим
Ex1 =

ρ0
jε0

sh 2β∆
ỹ2 − ỹ1S2 ch 2β∆

1− S1S2 ch
2 2β∆

Ex2 =
ρ0
jε0

sh 2β∆
ỹ2S1 ch 2β∆− ỹ1

1− S1S2 ch
2 2β∆

(2)

В указанных приближениях уравнения движения на границах пучка можно
записать как систему уравнений

j
(
ω− β

(
v0 − ∆ω2p

/
ωc
))

ỹ1 = − η
ωc

Ex1,

j
(
ω− β

(
v0 + ∆ω2p

/
ωc
))

ỹ2 = − η
ωc

Ex2,

(3)

где v0 – средняя скорость на оси пучка, так как скорости на нижней и верхней
границах равны v1 = v0 − ∆ω2p

/
ωc и v2 = v0 + ∆ω2p

/
ωc, соответственно.

Подставив соотношения (2) в уравнения (3), из условий совместности полу-
ченной системы находим дисперсионное уравнение

(ω− βv0)2 − (ω− βv0) (S1 − S2)
ω2p
ωc

ch 2β∆sh2β∆

1− S1S2 ch
2 2β∆

=

= −

(
ω2p
ωc

)2 [
sh 2β∆

1− S1S2 ch
2 2β∆

(sh 2β∆− (S1 + S2) β∆ ch 2β∆)− β2∆2
]
.

(4)

Заменим в правой части (4) и в тригонометрических функциях β на βe (адиаба-
тическое приближение β ≈ βe) и решим (4) относительно (ω− βv0). Тогда корни
дисперсионного уравнения запишутся в виде

β = βe

(
1− Ω

2
(X ± jM)

)
, (5)

где

jM =
√

(S1 − S2)
2 χ2 ch2 2βe∆− 4χ (sh 2βe∆− (S1 + S2) βe∆ ch 2βe∆) + 4β2e∆2,

X = (S1 − S2) χ ch 2βe∆, χ =
sh 2βe∆

1− S1S2 ch
2 2βe∆

, Ω =
ω2p
ωcω

.
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При Y1,2 → ∞ (металлические стенки) S1 и S2 примут вид

S1 = 1 +
th 2βe∆

th βe (y0 − ∆)
, S2 = 1 +

th 2βe∆
th βe (d− y0 − ∆)

. (6)

Подставим выражения (6) в уравнение (4), с учетом замены β на βe после несложных
преобразований (4) с точностью до обозначений переходит в уравнение работы [9,
ур-ие (121)]

(ω− βv1) (ω− βv2)+(ω− βv1)
ω2p
ωc

a22−(ω− βv2)
ω2p
ωc

a11 = −

(
ω2p
ωc

)2 (
a212 − a11a22

)
,

где aij =
sh βezi sh βe (d− zj)

sh βed
, z1,2 = y0 ∓ ∆.

При Y1,2 → ∞ и бесконечно удаленных стенках (d → ∞) имеем

S1 = S2 = 1 + th 2βe∆.

Тогда уравнение (4) в случае β ≈ βe с точностью до обозначений переходит в урав-
нение работы [10, ур-ие (V.8) ]

(β− βe)2 = −

(
ω2p
ωc

βe∆
v0

)2
e−4βe∆ + 4βe∆− 1− 4β2e∆

2

4β2e∆2
. (7)

Если предположить ещё и очень малую толщину пучка, то есть βe∆ ≪ 1, то урав-
нение (7) сведется к хорошо известному (см., например, [8, 10, 11]) дисперсионному
уравнению

(β− βe)2 = −

(
ω2p
ωc

βe∆
v0

)2

.

2. Анализ дисперсионного уравнения

Рис. 2. Область (здесь и далее отмечена серым цве-
том) существования неустойчивости корней урав-
нения (7) на карте параметров Ω и βe∆ в случае
бесконечно удаленных стенок пространства дрейфа

2.1. Толстый пучок. Прежде
всего, рассмотрим область существова-
ния неустойчивости для корней уравне-
ния (7) (рис. 2). Так как уравнение (7)
получено при условии бесконечно уда-
ленных стенок, неустойчивость возмож-
на только при βe∆≪ 1.

Найдем границы существования
неустойчивости, используя выраже-
ние (5). Нетрудно видеть, что для это-
го достаточно использовать условие

M = 0.

Введем для удобства фактор заполнения

F =
2∆
d
.

80
c⃝А.А. Фунтов

Изв. вузов «ПНД», т. 25, № 3, 2017



На рис. 3 представлена область существования неустойчивости на карте параметров
Ω и F в случаях, когда одна из поверхностей металлическая, а другая имеет ин-
дуктивную (ImY2 < 0) (а) или емкостную (ImY2 > 0) (б) проводимость. Видно, что
при емкостной проводимости появляется неустойчивость для толстых пучков, чего
не было при индуктивной проводимости и в случае бесконечно удаленных поверх-
ностей [9].

Таким образом, неустойчивость толстых пучков, невозможная при наличии
обеих металлических поверхностей (диокотронная неустойчивость отсутствует), воз-
никает из-за емкостной проводимости одной из поверхностей, что можно объяснить
появлением резистивной неустойчивости.

Рассмотрим также область неустойчивости на карте параметров F и βed. На
рис. 4, а показаны результаты в случае, когда обе поверхности металлические. Нетруд-
но видеть, что для толстого пучка, как и на рис. 2, неустойчивости не существует, а
для сохранения неустойчивости нужно уменьшать фактор заполнения с увеличением
расстояния между поверхностями. На рис. 4, б представлена область неустойчиво-

Рис. 3. Область существования неустойчивости корней (5) на карте параметров Ω и F при 2βey0 =
= βed = 100, когда одна из поверхностей пространства дрейфа металлическая Y1 → ∞, а другая
имеет индуктивную или емкостную проводимость: а – Y2 = −j, б – Y2 = j

Рис. 4. Область существования неустойчивости корней (5) на карте параметров F и βed при y0 = d/2,
Ω = 10−6 и металлической поверхности Y1 → ∞: а – Y2 → ∞; б – Y2 = 0
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Рис. 5. Область существования неустойчивости корней (5) на карте параметров F и βed при βey0 =
= βed/2, Ω = 10−6, когда одна из поверхностей пространства дрейфа металлическая Y2 → ∞, а
другая имеет индуктивную или емкостную проводимость: а – Y1 = −j; б – Y1 = j

Рис. 6. Область существования неустойчивости
корней (5) на карте параметров F и ImY1 при
βed = 50, βey0 = βed/2, Ω = 10−6, ReY1 = 0,
Y2 → ∞

сти, когда одна из поверхностей метал-
лическая, а другая – диэлектрик. В этом
случае область неустойчивости больше
при малых βed, и неустойчивость воз-
можна для толстого пучка.

На рис. 5 показаны области
неустойчивости, когда одна из поверх-
ностей металлическая, а другая име-
ет индуктивную (а) или емкостную (б)
проводимость. В случае индуктивной
проводимости область неустойчивости
при малых βed увеличивается ещё боль-
ше, чем на рис. 4, б, а в случае ем-
костной – увеличивается и для толстых
пучков.

На рис. 6 приведена область
неустойчивости корней (5) на карте параметров F и ImY1, в случае, когда одна
из поверхностей металлическая. Видно, что для тонкого пучка неустойчивость су-
ществует для обоих типов проводимостей, а для толстого – только при емкостной
проводимости.

Исследуем корни дисперсионного уравнения. В случае Y1,2 → ∞ в [9] показа-
но, что зависимость мнимой части одного из корней дисперсионного уравнения от
толщины пучка имеет максимум, а затем обращается в 0 с увеличением толщины
(рис. 7), что также наблюдалось и в настоящей работе.

Рассмотрим детальное поведение корней (5) от различных параметров. На
рис. 8 представлена зависимость Im(β/βe) от фактора заполнения в случаях, когда
одна из поверхностей металлическая, а другая с индуктивной (а) или емкостной (б)
проводимостью. Как и обсуждалось выше, зависимость имеет максимум, а в случае
емкостной проводимости возможна неустойчивость для толстого пучка, причем при
F → 1 Im(β/βe) принимает большие значения, чем в максимуме.
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Можно было бы заподозрить, что резкое возрастание Im(β/βe) при F → 1
происходит из-за выхода теории за пределы допущений, однако значения Re(β/βe)
на рис. 8, в отличаются от 1 только в 6-ом знаке после запятой, то есть нарушения
допущений не произошло.

На рис. 9 показаны зависимости Im(β/βe) от ImY2 в случае, когда толстый
пучок расположен посередине между поверхностями. Видно, что в этом случае мак-
симум Im(β/βe) имеет место при емкостной проводимости.

Рис. 7. а – зависимость мнимой части корня (5) от толщины пучка при βed = 10, Ω = 10−6 в
случае обеих металлических поверхностей; б – аналогичная зависимость из работы [9] (здесь ωц = ωc,
ωпл = ωp, ωe0 = βv0, ε = ∆)

Рис. 8. Зависимости Im (β/βe) и Re (β/βe) от фак-
тора заполнения F при βed = 10, Ω = 10−6,
βe∆ = 10−3, Y2 → ∞: а – Y1 = −j; б, в – Y1 = j.
На фрагменте «в» пунктиром показаны результаты
в случае обеих металлических поверхностей. Здесь
и далее черные и серые линии соответствуют раз-
ным корням дисперсионного уравнения

Рис. 9. Зависимость Im (β/βe) от ImY2 для тол-
стого пучка, расположенного посередине между по-
верхностями, при βed = 10, Ω = 10−6, Y1 → ∞,
ReY2 = 0, βey0 = 5, F = 0.9
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2.2. Тонкий пучок. Исследуем корни (5) в случае тонкого пучка. Из рис. 10
видно, что в случае, когда одна из поверхностей металлическая, а другая имеет чи-
сто мнимую проводимость, отличие от случая обеих металлических поверхностей
возникает только вблизи проводящей поверхности. Причем, если проводимость ем-
костная (рис. 10, в и г), Im(β/βe) увеличивается по мере приближения к поверхности.
Из рис. 11 видно, что Im(β/βe) почти не зависит от проводимости посередине между
поверхностями и имеет максимум вблизи поверхности с емкостной проводимостью.

Итак, емкостная и индуктивная проводимости увеличили область существова-
ния неустойчивости, в первую очередь, для толстых пучков. Для тонких пучков, по
сравнению с одной только диокотронной неустойчивостью, появилась заметное из-
менение мнимой части корней дисперсионного уравнения у поверхности с конечной
проводимостью.

Рис. 10. Зависимости Im (β/βe) от βey0 для очень тонкого пучка при βed = 10, Ω = 10−6, βe∆ = 10−3,
а – Y1 = −j, Y2 → ∞; б – Y1 =→ ∞, Y2 = −j; в – Y1 = j, Y2 → ∞; г – Y1 =→ ∞, Y2 = j. Пунктиром
показаны результаты в случае обеих металлических поверхностей

Рис. 11. Зависимость Im (β/βe) от ImY1 при βed = 10, Ω = 10−6, βe∆ = 10−3, Y2 → ∞,
ReY1 = 0: а – βey0 = 5, б – βey0 = 0.5. Пунктиром показаны результаты в случае двух метал-
лических поверхностей
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3. Расчёт коэффициента усиления

Для расчета коэффициента усиления рассмотрим модель усилителя с про-
странством дрейфа, имеющим комплексную проводимостью стенок (рис. 12). Вход-
ная и выходная секции представляют собой отрезки линий передачи с длинами l1
и l2, соответственно. Электронный пучок конечной толщины модулируется полями
отрезка линии передачи во входной секции, проходит через секцию с комплексной
проводимостью и наводит поле в отрезке линии передачи в выходной секции.

Рис. 12. Модель резистивного усилителя для расче-
та коэффициента усиления

Во входную секцию с сопротив-
лением связи K поступает входной сиг-
нал Ein и невозмущенный электронный
поток с полным током I0 при ускоряю-
щем напряжении V0. Для расчета возму-
щений границ электронного потока во
входной секции используем теорию, из-
ложенную в статье [12].

В приближении заданного поля с
учетом использованных выше допуще-
ний уравнение для возмущений примет
вид

∂2ỹ01,2
∂x2

+jβe

(
2− ΩQ

sh βed

)
∂ỹ01,2
∂x

+β2e

(
−1 +

ΩQ
sh βed

+
Ω2W

sh2 βed

)
ỹ01,2 =

g1,2
v20

Eine
−jβ0l1 ,

где β0 – постоянная распространения в отрезке линии передачи без пучка;

Q = sh βe (d− y0 − ∆) sh βe (y0 + ∆)− sh βe (d− y0 + ∆) sh βe (y0 − ∆) ;

W = sh βe (d− y0 − ∆) sh βe (y0 + ∆) sh βe (d− y0 + ∆) sh βe (y0 − ∆) ;

g1 = −j
η (ω− β0v0)

ωc
+ j
ηω2p
ω2c

sh βe (d− y0 − ∆)
sh βed

(sh βe (y0 + ∆)− sh βe (y0 − ∆)) ;

g2 = −j
η (ω− β0v0)

ωc
+ j
ηω2p
ω2c

sh βe (y0 − ∆)
sh βed

(sh βe (d− y0 − ∆)− sh βe (d− y0 + ∆)) .

При начальных условиях 
ỹ01,2 (x = −l1) = 0,

∂ỹ01,2
∂x

(x = −l1) = 0

с помощью простых, но громоздких вычислений найдем искомые возмущения

ỹ01,2 (x = 0) =
g1,2Ein

v20H

(
−k2 − jβ0
k2 − k1

ek1l1 +
k1 + jβ0
k2 − k1

ek2l1 + e−jβ0l1

)
, (8)

где H = − (β0 − βe)2+βe
ΩQ

sh βed
(βe − β0)+

Ω2Wβ2e
sh2 βed

, k1,2 = jβe

(
−1 +

Ω (Q±Q′)

2 sh βed

)
,

Q′ = sh βe (d− y0 − ∆) sh βe (y0 + ∆) + sh βe (d− y0 + ∆) sh βe (y0 − ∆).
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Так как дисперсионное уравнение, полученное в разделе 1, имеет два корня,
то возмущения границ в секции с комплексной проводимостью можно записать как

ỹ1,2 = A1,2e
−jβ1x + C1,2e

−jβ2x,

которые с использованием уравнения (8) в качестве начальных условий примут вид

ỹ1,2 =
1

jMΩ

[(1− Ω
2
(X − jM)

)
ỹ01,2 −

j

βe

∂ỹ01,2
∂x

]
e
−jβex

(
1−
Ω
2

(X+jM)

)
+

+

[
j

βe

∂ỹ01,2
∂x

−
(
1− Ω

2
(X + jM)

)
ỹ01,2

]
e
−jβex

(
1−
Ω
2

(X−jM)

) .

В выходной секции наведенное пучком поле найдем из работы [12, ур-ие (8)]

Eout = − β20βeKI0
4β0∆ sh βed

l2∫
0

[ỹ2 (L) sh βe (y0 + ∆)− ỹ1 (L) sh βe (y0 − ∆)] e−jβ0(l2−ζ)dζ,

где L – длина секции с комплексной проводимостью (длина пространства дрейфа),
l2 – длина выходной секции. Это выражение в уже сделанных допущениях и в при-
ближении заданных возмущений (ỹ1,2 (L) = ỹ1,2 (L+ ζ)) примет вид

Eout

Ein
=

j
(
1− e−jβ0l2

)
D2

4βe∆
β0
βe

[
ỹ′2 (L) sh βe (y0 + ∆)− ỹ′1 (L) sh βe (y0 − ∆)

]
,

где ỹ1,2 =
ηω

v20ωcβ
2
e

Einỹ
′
1,2, D

2 =
KI0

2V0 sh βed
ω
ωc

– параметр усиления отрезка линии

передачи.
Коэффициент усиления будем искать в виде

G = 20 lg

∣∣∣∣Eout

Ein

∣∣∣∣ .
На рис. 13 представлены зависимости коэффициента усиления от длины сек-

ции с комплексной проводимостью при различных положениях пучка и факторах

Рис. 13. Зависимости коэффициента усиления от βeL при Ω = 10−6, βel1 = βel2 = 16, D = 0.63,
β0/βe = 1, βed = 20, Y2 → ∞, Y1 = −j, (а) F=0.1, (б) βey0 = 10
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Рис. 14. Зависимости коэффициента усиления от F
при βed = 2βey0 = 20, Ω = 10−6, βel1 = βel2 =
= 16, D = 0.63, Y2 → ∞, Y1 = −j, βeL = 100

заполнения. Видно, что усиление мак-
симально вблизи верхней поверхности.
Отметим, что зависимости не изменя-
ются при смене типа проводимости и
при наличии нижней металлической по-
верхности, и потому не приводятся.

Из рис. 14 видно, что наибольшее
усиление достигается при большом фак-
торе заполнения. В случае обеих метал-
лических поверхностей это объясняется
действием входной секции подобно дей-
ствию ЛБВМ-усилителя [12].

Заключение

• Изложена последовательная теория усилителя М-типа с комплексной проводи-
мостью области дрейфа и пучком конечной толщины.

• Показано, что комплексная проводимость поверхностей увеличивает область
неустойчивости, и при емкостной проводимости возникает неустойчивость тол-
стых пучков, невозможная только из-за диокотронной неустойчивости.

• Показано увеличение коэффициента усиления при приближении потока к плос-
ким поверхностям с комплексной проводимостью.
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Вычислительному центру Академии наук СССР отечественной прикладной
математики, да и всему научному сообществу нашей страны повезло – в течение
многих лет в их составе активно и вдохновенно трудился выдающийся учёный и за-
мечательный человек Никита Николаевич Моисеев (1917–2000). Многое из произо-
шедшего после его ухода он предвидел, старался изменить к лучшему, на многое его
научное творчество и само отношение к исследованиям, образованию, к будущему,
наложило свой неповторимый отпечаток. О некоторых мыслях, делах и прогнозах
этого удивительного человека стоит почаще вспоминать во время перелома, пережи-
ваемого сейчас российской наукой. Трудно в короткой заметке выделить главное –
всего было очень много, но попробовать стоит.

Отношения, стиль, научная школа

Мне всегда казалось, что самое главное в науке –
понять сущность, основную идею, дать ее рельеф-
ную интерпретацию... Не чисто спортивный ре-
зультат, не техническое преодоление трудностей,
что традиционно особенно ценится математиками,
а понимание «души» проблемы – вот что меня все-
гда привлекало в первую очередь.

Н.Н. Моисеев

В начале 1950-х годов страна вкладывала огромные усилия в атомный и кос-
мический проекты. «Если бы тогда наши учёные не успели, то, скорее всего, мир был бы

совсем иным. Гораздо более похожим на поздний Рим – одна метрополия и провинции,

которые она обирает», – как-то заметил Никита Николаевич. Впрочем, этот вариант,
который академик рассматривал всерьез, совсем не исключен в обозримом будущем.
Однако усилия ученых той героической эпохи, да и всей советской страны, оставили
миру возможность для выбора, который будет делаться в ближайшие десятилетия. И
это немало.

Огромные научно-технические проекты привели к рождению «компьютерной
математики». Прежде чем создавать атомную бомбу или запускать ракету следует
провести детальные расчеты, невозможные без вычислительных машин, организа-
ций, готовых взяться за эти проблемы, и людей, способных ставить такие задачи.
Из школы помнится: «Беда, коль пироги начнет печи сапожник, а сапоги тачать пи-
рожник...» и, вообще, каждый должен заниматься своим делом. Но тут понадобились
совсем другие люди и коллективы.

С одной стороны, они должны уметь быстро и глубоко вникнуть в конкретную
предметную область, активно взаимодействуя с людьми из «другого научного цеха».
С другой стороны, – разобраться, что в поставленной задаче является главным, а чем
можно пренебречь, построить на этой основе математическую модель, посчитать её
с помощью методов вычислительной математики, либо создать новые, если старые
не годятся.

Первый такой организацией в нашей стране стал Институт прикладной мате-
матики (ИПМ), который носит имя его первого директора, выдающегося математика,
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механика, организатора науки – академика Мстислава Всеволодовича Келдыша, ко-
торого часто называли «главным теоретиком космонавтики». Второй – выделивший-
ся из ИПМ Вычислительный центр АН СССР (ВЦ) со своими подходами, идеями,
кругом актуальных проблем. Эта организация много лет носила имя ее создателя,
выдающегося механика и математика, первого директора академика А.А. Дородни-
цына. Но ВЦ, как самостоятельной организации, уже нет, да и на просьбу сотруд-
ников сохранить имя в названии уже другой, объединенной организации, чиновник,
которому попало прошение, отказал. Он объяснил, что А.А. Дородницын – исследо-
ватель, конечно, выдающийся, но «другой эпохи».

Именно в Вычислительном центре и в ту самую эпоху – взлета отечественной
науки – и прошла основная часть творческой жизни Никиты Николаевича.

С Вычислительным центром я познакомился, когда поехал туда докладывать
свою кандидатскую диссертацию, посвященную самоорганизации. ВЦ был моей ве-
дущей организацией. В небольшую комнатку (кабинет Н.Н. Моисеева) набилось
огромное количество людей, в основном, молодых или очень молодых. Огромное
удовольствие выступать в аудитории, которой интересна обсуждаемая проблема и
которая засыпает вопросами – очевидными, наивными, глубокими, парадоксальны-
ми, ставящими в тупик. Неистощим на вопросы, оригинальные формулировки и
непринужденные шутки был кряжистый, улыбчивый, лысоватый человек, стремив-
шийся узнать больше, чем я мог рассказать. Это и был Никита Николаевич. С тех
пор я много выступал в разных аудиториях, но ощущение радости от занятий наукой
того, как можно снять звезду с неба (только надо разобраться какую), искрометного
веселья и окрыляющего чувства успеха помню до сих пор.

Это выступление имело неожиданное продолжение. Буквально через несколь-
ко месяцев я – новоиспеченный кандидат наук – получил приглашение от Никиты
Николаевича прочесть цикл лекций по теории самоорганизации во Всесоюзной шко-
ле молодых ученых, которую он проводил под Ижевском.

Мне очень понравился стиль моисеевской школы в ВЦ, формат выступлений,
и тогда я думал, что тут уже меня нечем не удивят. И оказался неправ.

На этой школе было два цикла лекций – один мой по синергетике, другой Иго-
ря Поспелова (ныне член-корр. РАН) по математическим моделям развивающейся
экономики. Игорь, как и я, незадолго до этой школы, защитил кандидатскую.

Заседания проходили в здании кинотеатра дома отдыха, в котором и устрои-
ли школу. И вот начало школы. Моя лекция первая. Компьютерных презентаций (да
и самих персональных компьютеров) тогда не было. Зато можно было показывать
«прозрачки» с помощью прибора под названием кодоскоп, который проецировал их
на экран, демонстрировать диапозитивы (маленькие фотографии) с помощью дру-
гого и, наконец, с помощью третьего, редкого, проецировать целый рисунок или
страницу книги. Очень удобно. Когда у меня в начале лекции спросили, чем из
всего этого богатства буду пользоваться, то я, как и подобает скромному кандида-
ту наук, ответил: «Всем». Всё сразу и включили. Видимо старенький кинотеатр не
был рассчитан на всю эту продвинутую машинерию. Свет тут же погас, и мы оказа-
лись в кромешной тьме. И довольно быстро стало понятно, что проводка перегорела
всерьёз и надолго и на свет в ближайшие часы надеяться не приходится.

c⃝Г.Г. Малинецкий
Изв. вузов «ПНД», т. 25, № 3, 2017 91



И тут с первого ряда слышу спокойный уверенный голос Никиты Николаевича
«Синергетика – это удивительно интересное и перспективное направление. И это не

формулы, картинки, уравнения и прочий научный антураж, а прежде всего идеи. Идеям

синергетики и будет посвящена наша первая лекция. Прошу Вас, Георгий Геннадьевич».

Наверно, первые минут 20 был мой монолог, а затем время от времени я слы-
шал заинтересованные, дельные порой парадоксальные вопросы Н.Н. Моисеева с
первого ряда. Постепенно в эту странную игру втянулся весь зал. Потом пропало
ощущение времени и появилось чувство энергии, которую вкачивает в тебя огром-
ная аудитория, знакомое многим лекторам. Полтора часа – время лекции – пролетели
незаметно, и в этот самый миг зажегся свет.

Эта школа была праздничной, яркой, необычной. Никита Николаевич прихо-
дил точно к началу лекции, занимал своё место на первом ряду, задавал множество
вопросов и заражал всю аудиторию своим интересом к предмету. С утра до вечера
он проводил время с молодежью, приехавшей с разных уголков огромной страны,
которая тянулась к нему... Он был прекрасным рассказчиком и очень веселым чело-
веком.

Позже, когда мне самому довелось устраивать научные школы, я оценил ориги-
нальность моисеевского замысла. Там, под Ижевском, молодые читали лекции, дела-
ли доклады, рассказывали о своих задачах молодым. Формировались новые взгляды
и новое поколение специалистов по прикладной математике. В это время у Ники-
ты Николаевича уже были маститые ученики среднего поколения. Павел Сергеевич
Краснощеков (впоследствии академик), специалист по системам управления само-
лётами, иной боевой техники и многому другому. Александр Александрович Пет-
ров (в будущем академик), классик математической экономики. Юрий Николаевич
Павловский (в будущем член-корреспондент), автор замечательных работ по ими-
тационному моделированию. В это время в фирме «Восход» под началом Никиты
Николаевича велась очень серьёзная закрытая работа по проектированию системы
управления страной. Но всё это оставалось за кадром, а в кадре было яркое, инте-
ресное научное будущее с удивительно талантливыми молодыми людьми, которым
всё по плечу.

Тогда же я услышал знаменитую фразу, которая была адресована мне, да, на-
верно, не раз говорилась и другим молодым ученым, чтобы поддержать их: «Я за
вами слежу». Если классик, академик, основатель известной научной школы следит,
значит, и вправду занимаемся чем-то стоящим, и надо энергично двигаться дальше.

После той замечательной школы под Ижевском постарался достать книжки и
работы, которые написал Никита Николаевич. Таковых было много, их было очень
интересно читать, они были удивительно разнообразны и по стилю похожи на ав-
тора. Ясность мысли, точность, конкретность, множество ярких запоминающихся
примеров и отличный стиль. С тех пор постоянно перечитываю несколько его книг,
глядя на них другими глазами и каждый раз открывая в них что-то новое для себя.

Разнообразие связано с принципом научной деятельности Никиты Николаеви-
ча, который он выразил в шутливой фразе (похожей на ту, которая звучала в любимой
им комедии «Праздник святого Иоргена): «В профессии ученого, как и вора, главное –

вовремя смыться». Время от времени Н.Н. Моисеев начинал интересоваться новыми
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задачами, вникал в уже сделанное, беседовал с ведущими специалистами, выска-
зывал яркую, парадоксальную идею («поднимал знамя», как говорили его коллеги),
«зажигал» этой идеей учеников и коллег, формировал вокруг неё научное направле-
ние, а затем ... уходил из него, оставляя ученикам пожинать плоды (и лавры) этой
работы и начиная заниматься чем-то новым.

Конечно, это было не просто. Ученики академика из «оставленной» области
ревновали и к новому увлечению учителя, и к тем коллегам, которым он начинал
уделять больше внимания, надеясь, что «старая гвардия» успешно справится с уже
поставленными им задачами. Несмотря на всё это, через возникавшие трудности и
непонимание ближайших учеников Никита Николаевич шел этим путем.

Оправдано ли было это? Это зависит от поставленных целей. Блестящий био-
лог и популяризатор науки Ричард Докинз в замечательной книге «Эгоистичный ген»
выдвинул парадоксальную гипотезу – истинными субъектами эволюции являются не
организмы или виды, а гены, которые стремятся быть как можно шире представлен-
ными в биосфере и на пути к этому меняют смертные тела, в геномах которых они
представлены. Примерно как гребцы в лодках, которые в разных гонках могут ме-
нять команды и лодки, в которых они гребут. Лодки – это мы с вами.

По аналогии с этим в информационном пространстве конкурируют единицы
содержательной информации «мемы». И с этой точки зрения научная стратегия Ни-
киты Николаевича и Вычислительного центра, заместителем директора которого он
был много лет, оказалась идеальной. Одним из ведущих центров подготовки спе-
циалистов в области моделирования является факультет прикладной математики и
кибернетики МГУ. Из трех потоков факультета одним руководят в основном ка-
федры, развивающие идеологию и подходы ВЦ. Никита Николаевич был первым
деканом, успешным и любимым, факультета управления и прикладной математики
МФТИ. Сейчас этим факультетом заведует «научный внук» Никиты Николаевича,
специалист в области математической экономики, избранный член-корреспондентом
РАН А.А. Шананин. Направления, основы которых были заложены Н.Н. Моисеевым,
и здесь занимают достойной место. «Моисеевские мемы» в большой мере сейчас
определяют облик прикладной математики России.

Имитационное моделирование

Вероятно, однажды скажут, что вся история ЭВМ
до создания устройств, позволяющих реализовать
диалог человек–ЭВМ, – всего лишь предыстория
вычислительной техники. Настоящая история ЭВМ
начинается только сейчас. Я думаю, что нечто по-
добное можно сказать и о математике, хотя я пред-
ставляю, сколько возражений вызовут эти слова.

Н.Н. Моисеев

«Научным сотрудникам младшего возраста» многое кажется очевидным, са-
мо собой разумеющимся, а будущее светлым и безоблачным. Примерно как на той
школе в Ижевске. И кажется, что все академики примерно такие же – веселые, увле-
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ченные наукой, искрящиеся идеями и живущие в будущем. С годами понимаешь, что
это не так, что встреча с Никитой Николаевичем была удивительной, редкой удачей,
что этот человек опередил своё время.

Почему же он видел будущее прикладной математики в «нетрадиционных об-
ластях» – экономике, истории, государственном управлении, в проектировании боль-
ших систем, в том, что начало многими активно развиваться только сейчас?

Ответ мне видится таким. Жизненный путь Н.Н. Моисеева, о котором он обыч-
но рассказывал с улыбкой и мягким юмором, был нелегким. Человек прошёл войну
и пришёл в науку, где начал с оборонных задач, с тех проблем, в которых важен не
процесс, а результат, где нужно помочь людям, а цена ошибки может быть очень
высока. Видимо, это и было стержнем его научного творчества и выделяло среди
многих ученых, которых волновали диссертации, звания, интриги и признание их
собственных заслуг.

Никита Николаевич начинал с задач, возникших при наведении артиллерий-
ских орудий, затем была гидродинамика и проблемы, актуальные при проектиро-
вании космических систем. Большинство на этом остановилось бы и пожинало бы
честно заработанные лавры всю оставшуюся научную жизнь. Но Н.Н. Моисеев шел
дальше – мало построить модель, посчитать, предложить на этой основе оригиналь-
ное техническое решение. Надо, чтобы оно пошло в дело, помогло людям, а это
уже экономика, управление, принятие решений. И Никита Николаевич с энергией,
задором и уверенностью в успехе взялся за этот круг задач.

Это далеко не простое и не очевидное решение. Когда с подобной инициа-
тивой заняться мировой динамикой и ее приложениями в госуправлении к своему
директору – выдающемуся ученому и организатору М.В. Келдышу – обратились
сотрудники Института прикладной математики, то услышали в ответ категориче-
ские возражения. По мнению М.В. Келдыша, во-первых, серьёзное моделирование
требует достоверных статистических данных, которые, скорее всего, недоступны.
Во-вторых, даже получив отличные результаты, математики и экономисты вряд ли
сумеют убедить в своей правоте руководство страны.

Страна строила светлое будущее. Но для любого строительства нужен проект,
план и, конечно же, решение многих новых необычных проблем. Страна проклады-
вала путь по морям, ещё не нанесенным на карты. В те годы Нобелевскую премию
по экономике получил выдающийся советский математик Л.В. Канторович, предло-
живший методы составления оптимальных планов.

Конечно, идеи планового управления экономикой СССР самым активным об-
разом развивались и в ВЦ, и в моисеевской школе. Но одна работа, где эти идеи
попытались применить на практике, изменила взгляды Никиты Николаевича на всю
эту проблематику. Речь шла об оптимизации работы автобазы. Оказалось, что, опти-
мально организовав перевозки и предложив новые маршруты, можно намного сокра-
тить затраты и уменьшить количество машин. Казалось бы, именно то, что нужно!
Но не тут-то было.

Работа по оптимизации деятельности автобазы успеха не имела. Если всё
сделать так, как советуют математики, то множество людей останется без работы.
И, что может быть еще важнее, директор крупного автохозяйства вмиг превратит-
ся в начальника мелкой конторы. Локальные, личные или корпоративные интересы
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становятся часто непреодолимым препятствием на пути к стратегическим целям и
большим проектам, а значит, ... тоже должны учитываться в моделях и постановке
задач. Все это более, чем актуально и сейчас. Возможность делать не то, что надо
людям, обществу, государству, а то, что удобно и привычно, или то, что позволяют
творить на разных этажах социальной лестницы, делают многие сектора экономики
«растратно-затратными».

Формулами и расчетами высокое начальство обычно не убедишь, особенно
там, где дело касается госуправления. Но тогда, может быть, их чему-нибудь стоит
научить, предоставив им «игрушечное королевство», созданное средствами модели-
рования? И тогда цена ошибок, на которых учатся руководители, будет измеряться
не миллиардами рублей, упущенными возможностями или поломанными судьбами,
а часами, которые они проведут за компьютером или в ситуационном центре, решая
с коллегами учебные задачи «игрушечного королевства»?

Имитационное моделирование и должно было бы снабдить такими «королев-
ствами» руководителей в разных областях. Никита Николаевич сумел превратить эту
большую, сложную, необычную работу в увлекательную игру.

К примеру, одна из таких имитационных моделей позволяла «проиграть» гео-
политическое взаимодействие 5 коалиций государств, за которыми без труда угады-
вались США и их союзники, Россия, Китай, Восток и Европа. У каждого субъекта –
экономика и ресурсы, которые довольно подробно описывались, вооруженные силы,
а у некоторых и ядерное оружие... Когда главами коалиций были ведущие сотрудни-
ки ВЦ, то возникали сложные коллизии. Игроки сплошь и рядом неверно оценивали
действия, намерения и цели партнеров (примерно, как в Карибском кризисе, который
тоже моделировался в ВЦ). Часто они заблуждались относительно того, «кто против
кого дружит». Но самое интересное состояло в том, что учёные-математики, хорошо
знакомые с мировой историей и современными проблемами, делали те же ошибки,
что и реальные политики.

Иногда роли глав геополитических субъектов исполняли студенты факультета
управления и прикладной математики Московского физико-технического институ-
та – любимого детища Никиты Николаевича. Студенты довольно быстро приводили
дело к обмену ядерными ударами.

Некоторые имитационные игры продолжались месяцами. Каждый день дей-
ствующие лица принимали решения, вводили их в компьютер, с помощью модели
рассматривалась новая ситуация, часть информации о которой (на усмотрение ве-
дущего игры) сообщалась действующим лицам. В некоторых «государствах» были
«президенты», «министры обороны», «начальники разведки» (пост последнего как-
то предлагался мне).

С протоколами игры поступали с той же серьёзностью и тщательностью, как
с результатами военных учений, разбирали, чему научила проведенная игра.

Думаю, что здесь Никита Николаевич и его научная школа опередили своё
время. Чтобы освоить вождение автомобиля надо выучить правила, взять множество
уроков у инструктора и сдать в ГИБДД усвоенный материал. В то же время человек,
назначаемый руководителем региона (порой превосходящего по площади среднюю
европейскую страну), никакими знаниями (в частности, относительно того региона,
которым ему предстоит рулить) может и не обладать. Наверно, их стоит поучить.
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Например, в ситуационном центре с помощью имитационных моделей, отражающих
основные риски конкретного региона.

Примерно так ставил вопрос, ознакомившись с возможностями современ-
ной прикладной математики, Ю.Л. Воробьев (ныне первый зампред Совета Федера-
ции) в бытность свою первым заместителем министра по чрезвычайным ситуациям
в середине 1990-х годов. И с этим предложением все согласились. Но... воз и ныне
там. Инерция системы слишком велика, тут ещё и «эффективные менеджеры» подо-
спели...

Недавно в одном из высоких кабинетов мне довелось услышать выражение
«отстранение науки от государства». Но от образования-то её отстранили уже давно.
Несколько лет назад в Российской академии народного хозяйства и государственной
службы при Президенте РФ закрыли все ситуационные центры, использовавшиеся
в научной деятельности и учебном процессе. «Это просто аудитории, они должны
всё время использоваться и приносить деньги», – снисходительно пояснил причину
такого решения один из проректоров. Крыть нечем.

С другой стороны, недавно начата госпрограмма, рассчитанная на создание се-
ти ситуационных центров или центров развития (которые и хочется создать) во всех
субъектах Федерации и ведомствах. Идея Никиты Николаевича, как птица феникс,
возрождается из пепла на российских просторах...

Экология и власть

Мы считаем, что основной отправной позицией
должна быть не экономика, а изучение собствен-
но биосферы, фактической частью которой являет-
ся человечество. Именно биосфера будет ставить те
или иные ограничения человеческой деятельности.

Н.Н. Моисеев

Влияние первых лиц на жизнь российского общества было и остается очень
большим. От них зависит гораздо больше, чем, например, в США или в любой евро-
пейской стране. Чтобы изменить ситуацию к лучшему в экономике, в промышленно-
сти, в военном деле, в науке очень важно заручиться их поддержкой. С петровских
времен российские ученые стремятся быть «вне политики», ограничиваясь корпора-
тивными делами и с настороженностью относясь к тем, кто действует иначе. Именно
таким и был Никита Николаевич: «Отрывать науку от политики и политику от науки –

это нелепость. Без постоянной активной поддержки государства наука ничего сделать не

может. Надо делать то, что дает результат», – вновь и вновь повторял он мне во время
наших бесед.

Несмотря на неодобрение многих учеников и коллег он был научным совет-
ником М.С. Горбачева, а позже председателем научного совета при Б.Н. Ельцине.

У Никиты Николаевича было множество ярких, важных для России идей, опи-
равшихся на разработки ВЦ – от возрождения Северного морского пути и Транс-
евразийского транспортного коридора до экономических реформ и новых подходов
к ограничению стратегических вооружений.
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«Хождение во власть» принесло ему большое разочарование. «Этим людям ни-

чего не нужно. Они слушают и не слышат. У них совсем другие цели и интересы», – так
он подводил итоги этих лет жизни.

В последние годы он много бывал дома и, к счастью для нас, много писал,
надеясь на будущих читателей. В его кабинете был компьютер, на котором он пи-
сал, факс и ксерокс. «Вот вам и институт Моисеева и сам Моисеев», – говорил он,
показывая на всю эту машинерию. Но выражение лица и интонации, с которой это
говорилось, были до и после этого периода совсем разными.

В этот период деятельности, впрочем, Никите Николаевичу удалось объяснить
власть предержащим необходимость серьёзного отношения к окружающей среде,
к экологической науке и образованию. Он постарался показать, проявив огромную
энергию и настойчивость, что если не удастся сохранить окружающую среду в ви-
де, пригодном для жизни, то биота нанесет ответный удар, после которого места на
планете нам может не найтись. Эти соображения должны учитываться при принятии
политических решений – в свои последние годы он создает Международный неза-
висимый эколого-политологический университет. «Стоило ли это делать? – ведь без
Вашей поддержки, заботы, руководства университет может одичать», – спросил я
как-то его. «Конечно, стоило. Одичать может. Но я надеюсь на людей, которые будут
смотреть на мир, Россию и политику глазами экологов».

В этом, как и во многом другом, проявились удивительно привлекательные
черты моисеевского характера – оптимизм, мудрость, интеллектуальная честность,
романтическая вера в могущество научных идей, способных преобразить мир.

Ныне Академия, превращённая в «клуб», переживает не лучшие времена. В мо-
лодости хочется посмотреть «настоящего академика» – классика, основоположника,
независимого ученого, способного увидеть новые горизонты. После памятной шко-
лы в Ижевске я пришел к выводу, что Никита Николаевич и является «настоящим
академиком». К сожалению, людей сравнимого масштаба в Академии на моем жиз-
ненном пути оказалось на удивление мало. Да и сам Н.Н. Моисеев в этом собрании
чувствовал себя «белой вороной», да и коллеги, видно, воспринимали его так же.
«Мне очень хочется, чтобы этого ученого избрали в Академию, и я хочу ему помочь.
Но вот беда, как только я начинаю кому-то помогать, его шансы резко падают», – с
удивлением говорил он мне. Как-то раз он пришел к президенту Академии с пред-
ложениями, которые могли бы улучшить дела в стране. «Вы математик? Ну, так и
идите, доказывайте свои теоремы, а в государственные дела не лезьте», – услышал
он в ответ. Он много раз возвращался к этому эпизоду не столько с обидой, сколько
с горечью, что возможности, открывающиеся перед страной, на которые указывают
ученые, упускаются.

Намного больше настоящего его волновало будущее. Как-то раз он показал мне
медаль им. В.И. Вернадского на красивой черно-белой ленте, которой его наградили
за вклад в развитие междисциплинарных подходов. «По справедливости, этой медалью

надо было наградить вашего учителя – Сергея Павловича Курдюмова. Он развивает

синергетику в науках об обществе и о природе, стремится увидеть общее в них. За

этими исследованиями будущее. Вы увидите», – так прокомментировал он награду.
«Вы, как и многие другие молодые ученые, слишком пессимистично глядите в

завтрашний день. Вы линейно экстраполируете нынешние тенденции, а это неправильно.

Маятник качнется в другую сторону. Всё у нас еще будет. Очень жаль, что я этого не
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увижу. Но вы-то увидите! И ещё понадобитесь Отечеству», – говорил он мне во время
одной из последних встреч. Десятками книг, сотнями статей и тысячами встреч он
приближал это время.

Очень хочется, чтобы выдающийся ученый, пророк в нашем Отечестве Ни-
кита Николаевич Моисеев оказался прав, чтобы мы увидели взлет России – страны
Будущего.
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