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ФЕНОМЕН УРАВНЕНИЯ ВАН ДЕР ПОЛЯ

А. П. Кузнецов1,2, Е. С. Селиверстова2, Д. И. Трубецков2,3, Л. В. Тюрюкина1,2

1Саратовский филиал Института радиотехники и электроники им. В.А. Котельникова РАН
2Саратовский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского
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Настоящий обзор посвящен знаменитому голландскому ученому Балтазару ван дер
Полю, который внес ощутимый вклад в развитие радиотехники, физики и математики.
В обзоре выделен лишь один момент его творчества, связанный с уравнением, носящим
его имя, и удивительно широким диапазоном применения этого уравнения в естество-
знании. В обзоре изложены следующие вопросы.

• Биография ван дер Поля, его уравнение и предполагаемые предшественники.
• О вкладе А.А. Андронова в теорию автоколебаний.
• Уравнение ван дер Поля и моделирование процессов в человеческом организме

(модели сердца и системы «сердце–сосуды»; моделирование процессов в толстой
кишке; модель возбуждающих и тормозящих нейронных взаимодействий; модели-
рование синхронизации при обработке и передаче информации в нейронных сетях;
моделирование различных задач, связанных с опорно-двигательным аппаратом че-
ловека; модель голосовых связок).

• Развитие и модификации уравнения ван дер Поля.

Ключевые слова: Уравнение ван дер Поля, автоколебания, биофизика, ламповый генера-
тор, нейрон, синхронизация.

К 125-летию со дня рождения Балтазара ван дер Поля

«Так называемое уравнение ван дер Поля – в сво-

ей упрощенной форме – впервые было записано ван дер

Полем. Это уравнение было не первым, соответствующим

автоколебательным режимам. Предыдущие уравнения были

получены для некоторых определенных экспериментальных

ситуаций, как показали Пуанкаре, Блондель и Джанет. Ван

дер Поль убедил людей в том, что его простое уравнение

и его простые решения могли послужить парадигмой для

объяснения различных режимов.

Его открытие также оказало влияние как на дина-

мику, так и на физические процессы. Введя графическое

представление, он также внес вклад в изменение метода

изучения нелинейных феноменов. В этом смысле, связь его

имени с этим уравнением – подходящий способ, чтобы его

отблагодарить».

Ginoux J.M., Letellier C. [1]

Приступая к работе над данным обзором, авторы не ожидали, что придется
реферировать огромное количество весьма разнообразных статей. В обзоре изложе-
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ны биографические данные о ван дер
Поле, вывод его уравнения, обсуждение
исследований предполагаемых пред-
шественников, работ по применению
уравнения к анализу человеческого ор-
ганизма, развития и модификаций урав-
нения.

1. О Балтазаре ван дер Поле

Уравнение ван дер Поля, генера-
тор ван дер Поля, метод ван дер Поля
решения нелинейных уравнений теории
колебаний – эти термины присутствуют
практически во всех книгах о колебани-
ях. В то же время о человеке с краси-
вым именем Балтазар, соотечественнике
Гюйгенса, написано немного [1,2].

Балтазар ван дер Поль (Balthazar van der Pol) родился 27 января 1889 года
в городе Утрехте в Голландии. Отец его был широко образованным человеком и
благотворно влиял на развитие способностей сына, которого с раннего детства инте-
ресовали медицина, музыка и шахматы. Он умел играть на виолончели, фортепиано
и скрипке. В 1911 году Балтазар поступил в Утрехтский университет, который окон-
чил в 1916 году по специальности физика и математика. Затем для продолжения
учебы он уехал на несколько лет в Англию, где сначала работал у известного радио-
специалиста Дж.А. Флеминга, а потом стажировался в Кембридже в Кавендишской
лаборатории. Директором лаборатории в то время был знаменитый Дж.Дж. Томпсон,
открывший электрон, предложивший одну из первых атомных моделей, создавший
большую интернациональную школу физиков-экспериментаторов. Эти годы пребы-
вания в Англии определили будущие научные интересы ван дер Поля – электрора-
диотехника и теория колебаний. В 1919 году он вернулся на родину и три года ра-
ботал под руководством создателя классической электронной теории Х.А. Лоренца в
Институте Тейлора в Гарлеме, будучи ассистентом профессора. 27 апреля 1920 года
в Утрехтском университете ван дер Поль защитил докторскую диссертацию «Вли-
яние ионизированного газа на распространение электромагнитных волн и его при-
менение к радио, которое заключается в измерениях тлеющего разряда». Диссер-
тация основывалась на экспериментальных данных, полученных им в Кембридже.
В 1922 году его назначили старшим физиком электрической лаборатории фирмы
«Филиппс» в Эйндховене, в которой он руководил научными исследованиями с 1922
по 1949 год. Одновременно ван дер Поль занимался и преподавательской деятель-
ностью: с 1938 года он читал лекции по теоретической электротехнике в Делфтском
университете, а в 1957 и 1958 гг. читал специальные курсы в Калифорнийском уни-
верситете в Беркли и в Корнельском университете в Итаке. С 1945 по 1946 годы ван
дер Поль являлся Президентом Временного университета в Эйндховене, который
был основан для замены других нидерландских университетов, находившихся в то
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время на оккупированных территориях. В 1946 году за работу в роли Президента он
стал Кавалером Ордена Нидерландского Льва. Еще раньше, в 1927 году за установ-
ление радиотелефонной связи между Нидерландами и Нидерландской Ост-Индией
ван дер Поль получил Орден Оранских-Нассау.

В период с 1949 по 1956 годы Балтазар ван дер Поль являлся главой Междуна-
родного совещательного комитета по радиокоммуникациям (ССIR) и как постоянное
ответственное должностное лицо ССIR занимал должность технического консуль-
танта Международного союза телекоммуникаций (ITU).

Он был выдающимся деятелем в различных обществах, созданных для со-
действия изучению радиосвязи. В 1920 году ван дер Поль стал членом Института
радиоинженеров (США), в 1934 – вице-президентом этого Института, а в 1935 был
награжден почетной медалью за вклад в теорию цепей.

Балтазар ван дер Поль являлся почетным членом Института радиоинженеров
Австралии. Следует также отметить, что он был уважаем во многих иностранных
университетах и академиях, в частности, в 1953 году Датская академия технических
наук присудила ему Золотую медаль Вальдемара Поульсена за выдающийся вклад
в радиотехнику, за международное научное сотрудничество и организацию техни-
ческих вопросов, касающихся радиосвязи. В 1956 году Технический университет
Варшавы присвоил ему почетную ученую степень, а Французская академия наук
в 1957 году сделала его своим членом-корреспондентом.

Он основал голландский журнал «Физика» и общество радиоинженеров Гол-
ландии. В последние годы жизни Балтазар ван дер Поль стал интересоваться тео-
рией чисел, в особенности, теорией и приложением тета-функций. Следует отме-
тить его собственные «Лекции по современному единому подходу к эллиптическим
функциям и эллиптическим интегралам», которые он читал в Корнельском универ-
ситете в 1958 году. Лекции ван дер Поля на тему «Радиотехника и теория чисел»
содержат описание восьми проблем, решение которых требует знания теории чисел.
С возрастом ван дер Поль не только не утратил своего интереса к музыке, но и пы-
тался связать ее с такой фундаментальной наукой, как математика. В 1955 году в
Сент-Эндрюсском университете состоялась его лекция, повествующая о связи мате-
матики и музыки. Умер ван дер Поль 6 октября 1959 года в провинции Вассенар,
Голландия.

2. Уравнение ван дер Поля

Основные результаты работ ван дер Поля в области нелинейных колебаний
были опубликованы в 1934 году в Proc. IRE (т. 22, № 9), а на русском языке –
в 1935 году в виде брошюры «Нелинейная теория электрических колебаний» [3],
предисловие к которой написал С.Э. Хайкин. Основную идею этого автообзора ван
дер Поль формулирует так.

«Из дальнейшего будет видно, что большая часть рассматриваемых типичных ко-

лебательных явлений могут быть исследованы и объяснены при помощи антисимметри-

ческой характеристики формы i = αu − γu3. С одной стороны, в этом уравнении отсут-

ствует член βu2, который, как известно, необходим для объяснения детектирования и

модуляции, и не является существенным для понимания большей части тех разнообраз-

ных колебательных явлений, которые мы разберем ниже. С другой стороны, введение
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нелинейного члена γu3, чем наше нелинейное рассмотрение отличается от элементарного

и хорошо изученного линейного рассмотрения колебательных явлений, привело в течение

четырнадцати лет к целому ряду новых результатов и лучшему пониманию колебательных

явлений, с которыми работникам в области радиотехники приходится почти ежедневно

сталкиваться и которые не могут быть объяснены при помощи элементарной линейной

теории.

<...> Мы рассмотрим ряд случаев, которые характеризуются дифференциальными

уравнениями, приведенными ниже в простейшей форме:

u′′ − α(1− u2)u′ + ω2u, (ε =
α
ω
≪ 1)

– это уравнение описывает триодный генератор с одной степенью свободы – автоколе-

бания;

u′′ − α(1− u2 − ε2u
4)u′ + ω2u = 0, (ε =

α
ω
≪ 1)

– то же, что и в предыдущем случае, но со вторым нелинейным членом, учитывающим

новые черты характеристики...» [3, с. 91].

Напомним, как получаются приведенные в цитате уравнения (по крайней мере,
одно из них) применительно к схеме триодного генератора с колебательным конту-
ром в цепи сетки лампы (рис. 1, а), следуя работе [4].

Сеточными токами пренебрегаем. На основании законов Кирхгофа для тока I
и напряжения U в колебательном контуре имеем

I = −C
dU

dt
, (1)

RI = U − L
dI

dt
−M

dIa
dt

. (2)

Величина (−MdIa
dt

) есть эдс, которая наводится в контуре под воздействием на него

анодного тока Ia, протекающего по катушке в цепи анода (слагаемое (−MdIa
dt

) мож-

но назвать эдс обратной связи). Подставляя (1) и производную
dI

dt
= −Cd2U

dt2
в

Рис. 1. Схема генератора ван дер Поля с контуром в цепи сетки (а) и характеристика лампы, аппрок-
симированная кубическим полиномом (б)
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уравнение (2), находим

LC
d2U

dt2
− [MS(U)−RC]

dU

dt
+ U = 0, (3)

где S(U) =
dIa
dt

– крутизна характеристики лампы в предположении, что анод-

ный ток Ia зависит только от U , и поэтому
dIa
dt

=
dIa
dU

dU

dt
= S(U)

dU

dt
. Урав-

нение (3) есть нелинейное уравнение лампового генератора. Предположим далее,
что анодно-сеточную характеристику лампы можно аппроксимировать полиномом
Ia = Ia0 + S0U + S1U

3 (рис. 1, б). Тогда S(U) = S0 + 3S1U
2, где S2 = 3S1. Если

ввести новые переменные α = (MS0 − RC)
1

LC
, β =

MS2

(RC −MS0)
, ω20 =

1

LC
, то

уравнение (3) примет вид

d2U

dt2
− α

[
1− βU2

] dU
dt

+ ω20U = 0. (4)

В уравнении (4) величина α показывает, насколько сильно возбужден генератор (при
α < 0 условия возбуждения не выполняются). Величина β характеризует амплитуду
колебаний: чем меньше β, тем больше амплитуда. Вводя безразмерные переменные
и параметры

τ = ω0t, x = β1/2U, λ = αω0,

окончательно получим
ẍ− λ(1− x2)ẋ+ x = 0, (5)

где ẍ =
d2x

dt2
, ẋ =

dx

dt
.

Чаще всего только это уравнение и называют уравнением ван дер Поля. Заме-
тим, что при другой нормировке уравнение ван дер Поля можно записать иначе:

ẍ− (λ− x2)ẋ+ x = 0. (6)

Это уравнение иногда удобнее использовать, поскольку для него при значении λ = 0
имеет место бифуркация Андронова–Хопфа (см., например, [5]), в результате кото-
рой и возникают автоколебания. Уравнение (6) имеет ясный физический смысл и
описывает универсальный механизм возникновения автоколебаний через бифурка-
цию Андронова–Хопфа, возможность как квазигармонических, так и релаксацион-
ных колебаний.

В ряде случаев вместо уравнения (4) используют уравнение Рэлея

ÿ − σ(1− ẏ2)ẏ + y = 0, (7)

которое после дифференцирования и замены переменной ẏ = x, принимает вид (5)
с λ = σ, 3/σ = 1, ω0 = 1.

После опубликования в 1926 году своего уравнения ван дер Поль много вни-
мания уделял исследованию релаксационных колебаний.
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В связи с этим отметим, что уравнение (7) при σ≫ 1 удобно использовать для
анализа релаксационных колебаний. Введением нового времени τ = t/σ и перемен-
ной x = y/σ можно перенести параметр σ в коэффициент при старшей производной
и получить уравнение

σ−2ẍ− (1− ẋ2)ẋ+ x = 0,

которое имеет асимптотическое решение.

3. О предшественниках

Замечательный физик-теоретик Лев Альбертович Вайнштейн любил говорить:
«Не успеешь что-нибудь открыть, как набегут предшественники». На открытие урав-
нения ван дер Поля предшественники «набежали» усилиями Jean-Marc Ginoux и
Christophe Letellier спустя 86 лет, когда была опубликована их статья «Van der Pol
and the history of relaxation oscillations: Toward the emergence of a concept» [1].

В статье, начиная с названия, акцент сделан на релаксационные колебания.
Как пишут авторы статьи, релаксационные колебания обычно связывают с именем
ван дер Поля, а именно с его работами по исследованию лампового генератора.
Приведем далее цитату из указанной статьи.

«Наша цель состоит в том, чтобы узнать, как на самом деле были открыты ре-

лаксационные колебания. Просматривая литературу с девятнадцатого столетия, мы об-

наружили четыре автоколебательные системы, в которых наблюдались релаксационные

колебания».

Поскольку нет смысла пересказывать статью, кратко опишем четыре обнару-
женные автоколебательные системы.

• Французский инженер Жан-Мари-Жерар Лескьер в 1880 году, подсоединив ра-
ботающее как генератор динамо к магнито-электрической машине, обнаружил
периодическую инверсию во вращении машины, хотя источник тока был по-
стоянным.
Как указано в статье, много лет спустя французский инженер Пол Джанет
(1863–1937) обнаружил, что между коллекторными щетками динамо-машины
возникает разность потенциалов, которая может быть нелинейной функцией
тока, то есть обнаруженный феномен объясняется существованием нелинейной
вольт-амперной характеристики системы.

• В 1899 году британский физик Вильямс Дю Бож Дюддель устранил шум элек-
трической дуги, используемой в маяках и уличных фонарях, включив в цепь
дуги конденсатор и индуктивность, соединенные последовательно. В цепочке
из индуктивности и емкости возникал переменный ток. Дюддель назвал этот
феномен музыкальной дугой, указав, что сама дуга действует как преобразова-
тель, превращающий часть постоянного тока в переменный, частота которого
варьируется изменением L и C. Впоследствии была высказана идея, что дуга
может быть рассмотрена как отрицательное сопротивление.
Французский инженер Анри Блондель (1863–1938) провел обширные исследо-
вания музыкальной дуги, используя цепочку Дюдделя. Он назвал ее «поющей
дугой». Блондель наблюдал синусоидальные колебания, разрывные колебания
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и нерегулярные перемежающиеся колебания, которые сегодня квалифицирова-
ли бы как хаотические.

• Далее авторы выделяют мультивибратор Абрахама и Блоха (1917), который они
определяют как автогенератор, содержащий две лампы, аналогичные аудиону
(триоду) Ли де Фореста (1907).
Следует заметить, что до сих пор речь шла о наблюдении автоколебаний и сла-
бых попытках дать им физическое толкование. Следующий шаг: в 1919 году
французский инженер Пол Джанет обнаружил аналогию между тремя систе-
мами, такими как триод, электрическая дуга и генератор с последовательным
возбуждением. По поводу своего открытия он написал: «Получение и поддержа-

ние колебаний во всех этих системах проистекает преимущественно из присутствия

в цепи чего-то аналогичного отрицательному сопротивлению». Также Джанет уста-
новил, что вышеописанные устройства генерируют несинусоидальные колеба-
ния и могут быть описаны одним и тем же дифференциальным уравнением.

• Пожалуй, главный момент статьи [1] содержится в отрывке, который проци-
тируем.
«В 1880-х годах Пуанкаре развил свою математическую теорию дифференциаль-

ных уравнений и представил идею предельного цикла следующим образом: за-

мкнутые кривые, которые удовлетворяют нашим дифференциальным уравнениям

и к которым асимптотически приближаются другие кривые, определяемые тем же

самым уравнением.

<...>Александра Андронова (1901–1952 гг.) обычно считают первым обнаружив-

шим признаки предельного цикла в прикладных задачах, а именно в автоколеба-

тельной электрической цепи. Гинокс и Петитгирард недавно обнаружили, что Пуан-

каре провел цикл лекций в Ecale des Postes et Telegraphes (сегодня Sup’ Telecom),

в которых он показал, что существование автколебаний в музыкальной дуге соот-

ветствует предельному циклу».

Далее приводятся выкладки, принадлежащие Пуанкаре и доказывающие устой-
чивость обнаруженного им колебательного режима. Следует вывод: «Это об-

суждение показывает, что Пуанкаре был первым, кто показал, что его «матема-

тический» предельный цикл важен для радиоинженерии. До сих пор Андронова

неверно считают первым догадавшимся до более общего уравнения в 1929 году».

4. Александр Александрович Андронов и теория автоколебаний

В связи с подобным выводом необходимо обратиться к сделанному А.А. Анд-
роновым, опираясь на книги [6, 7].

Сегодня нет нужды доказывать, что задача об исследовании периодических
автоколебаний в системе сводится к задаче нахождения предельных циклов и опре-
деления их параметров.

Введение предельных циклов в теорию колебаний, несомненно, связано с име-
нем Александра Александровича Андронова (подробности его биографии можно
найти в книге В.Д. Горяченко «Андронов Александр Александрович» [6]). Андро-
нов с 1925 по 1929 год был аспирантом Л.И. Мандельштама в Московском универ-
ситете. Его диссертация носила название «Предельные циклы Пуанкаре и теория
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автоколебаний». Когда Андронов работал над диссертацией, нелинейная теория ко-
лебаний еще только начиналась как самостоятельное научное направление. Правда,
в 1926 году ван дер Поль впервые графически исследовал несинусоидальные авто-
колебания на фазовой плоскости.

Как пишет автор книги [6] о работе А.А. Андронова над диссертацией, – «на-

чало работы, по рассказу Г.С. Горелика, ...было весьма скромным». И далее. «А.А. Ан-

дронов составил простейшие, идеализированные до предела математические модели ди-

намики часов и лампового генератора. Он построил фазовые портреты этих систем, вы-

яснил, что совокупность спиралей накручивается на замкнутую фазовую траекторию как

изнутри, так и снаружи. Замкнутая кривая соответствует установившимся колебаниям (ав-

токолебаниям), спирали – процессам установления. Несколько раньше (А.А. Андронов

об этом знал) аналогичный фазовый портрет построил ван дер Поль при аппроксимации

характеристики лампы кубической кривой». Самое главное, что усмотрел Андронов –
обнаруженные им и ван дер Полем замкнутые фазовые кривые и предельные цик-
лы, открытые в 1881 году А. Пуанкаре вне всякой связи с физикой, – одно и то
же. «До А.А. Андронова математики не подозревали, что предельные циклы «живут»

в прикладных задачах, а физики и инженеры, занимающиеся исследованием колеба-

ний, не знали, что уже существует математический аппарат, необходимый для общей

теории колебательных процессов». Вот слова А.А. Андронова: «Предельный цикл есть

геометрический образ, изображающий в фазовом пространстве периодическое движе-

ние автоколебательной системы; он представляет собой замкнутую кривую, к которой

асимптотически приближаются соседние фазовые траектории».

Таким образом, у Андронова речь идет не о решении частной задачи, а о целом
классе колебательных систем – автоколебательных.

Первая теория лампового генератора, предложенная Андроновым, использова-
ла ступенчатую характеристику лампы. И в ней еще было стремление свести нели-
нейную задачу к линейной. Но в решенной задаче есть самое главное для понимания
автоколебаний – существование замкнутых траекторий на фазовой плоскости и их
идентичность предельным циклам Пуанкаре. Поскольку аппарат отыскания предель-
ных циклов в какой-то степени был уже разработан в математике, теория автоколе-
баний стала по-настоящему нелинейной. Это позволило Л.И. Мандельштаму так
оценить работу А.А. Андронова: «Здесь мы имеем действительно адекватный нашим

нелинейным задачам, не имеющий «линейных воспоминаний» математический аппарат.

...Опираясь на этот аппарат, можно будет создавать новые понятия, специфичные для

нелинейных систем, можно будет вырабатывать новые руководящие точки зрения, кото-

рые позволяют мыслить нелинейно».

С 1929–1930 годов вполне можно говорить о школе Мандельштама–Андронова.
Более того, можно говорить о смещении центра исследований по нелинейной физи-
ке в СССР, в Россию, где он находится и сейчас. А.А. Андронов сделал необычайно
много для нелинейной физики, многое из сделанного осталось в науке навсегда,
однако особое место занимает книга «Теория колебаний» [8], написанная вместе с
А.А. Виттом и С.Э. Хайкиным. Ученик А.А. Андронова профессор Н.В. Бутенин пи-
сал по этому поводу: «Вряд ли можно переоценить значение этой книги в становлении

нелинейной теории колебаний как в нашей стране, так и во всем мире. Ведь, в сущности,

впервые появилась книга, где с ясной теоретической позиции излагались основы теории

нелинейных колебаний как сложившейся науки; эта теория иллюстрировалась многочис-

10
А. П. Кузнецов, Е .С. Селиверстова, Д. И. Трубецков, Л. В. Тюрюкина

Изв. вузов «ПНД», т. 22, № 4, 2014



ленными примерами из различных областей физики и техники. Исследователи получили

в руки мощное оружие для решения задач, возникающих при рассмотрении нелинейных

динамических систем.

Следует сказать, что в это время на Западе, а также в Америке, сколь-

нибудь существенных новых исследований в области теории нелинейных коле-

баний не было. Появление «Теории колебаний» значительно оживило исследо-

вания в области нелинейных колебаний, особенно сильный сдвиг произошел то-

гда, когда Минорский выпустил книгу, значительная часть которой является про-

стым изложением ряда глав «Теории колебаний» (с четким указанием источника).

Несколько позже в переводе книга «Теория колебаний» была издана в США».

К этому можно лишь добавить, что в 1981 году вышло третье издание книги (второе
вышло в 1959 году с существенными дополнениями, сделанными Е.А. Леонтович и
Н.А. Железцовым), тождественное первому изданию 1937 года. Книга сразу стала
библиографической редкостью.

Первое издание книги вышло без фамилии Витта на обложке. Почему? Ответ
находим в статье Е.Л. Фейнберга [9].

«Наступила страшная эпоха. Пошли и другие аресты. Так, исчезли два молодых

очень талантливых ученика Л.И. [Мандельштама] – С.П. Шубин (который был также уче-

ником и И.Е. Тамма) и А.А. Витт, который в соавторстве с А.А. Андроновым и С.Э. Хай-

киным только что закончил фундаментальный труд, подводящий итог совместным с Л.И.

работам по теории колебаний, особенно нелинейных, для которых были развиты но-

вые методы рассмотрения необъятного круга практически важных проблем. В частности,

Андроновым было введено понятие «автоколебаний» и т.п. Это был новый прорыв в

важнейшем направлении физики. Отсюда и пошла школа Андронова, созданная потом

в Москве и в Горьком. Но книгу нельзя было издать с именем «врага народа» Витта на

обложке. Однако не издать ее было преступлением перед наукой. Пришлось пойти на

тяжелую моральную жертву: оставить на ней лишь имена Андронова и Хайкина. Если эти

высоко моральные люди и пошли на такой шаг (несомненно, для них это была жертва!),

то это свидетельство тому, что эта книга была нужна! После войны она была переведена

и издана в США (мне кажется, без ведома авторов), а после смерти Сталина (к тому вре-

мени скончался и Андронов) переиздана у нас с восстановленным именем Витта (более

чем через 20 лет после первого издания, что само по себе показывает – это классиче-

ский труд, сохранивший свое значение на долгие времена). Тоже характерный эпизод из

истории и нашей эпохи и школы Мандельштама.

Несмотря ни на что, даже «с петлей на шее» школа Мандельштама развивалась и

работала».

Об Александре Адольфовиче Витте почти ничего не написано. Но вот яркий
штрих к его портрету [10].

«Известно, сколь тщательно Л.И. [Мандельштам] готовился к каждому занятию со

студентами. Вспоминаю один эпизод. На семинаре Л.И. должен был быть доклад о шре-

дингеровской теории атома водорода. Заболел докладчик. Л.И. обратился к аудитории

и сказал, что он не берется сделать без подготовки доклад, но что здесь присутствует

один человек, который может это превосходно сделать, и назвал Александра Адоль-

фовича Витта. А.А. Витт смутился, однако пошел к доске и сделал блестящий доклад,

продолжавшийся около двух часов. Л.И. вышел перед нами с очень довольным видом,

развел руками и сказал: «Не правда ли, поразительно». Насколько помню, раздались

аплодисменты».
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Чтобы понять масштаб личности А.А. Андронова, приведем слова Г.С. Горе-
лика – одного из известных и талантливых наших физиков. Он писал следующее.
«Я лично не знал и не знаю ни одного человека, который бы отличался от моего идеала

хорошего человека меньше, чем А.А. Андронов. Полное бескорыстие, абсолютное отсут-

ствие лицемерия, мелкого «ученого» самолюбия, академического чванства; бесконечная

готовность жертвовать своим спокойствием, если нужно помочь товарищу или просто

человеку, деятельная доброжелательность ко всему живому и талантливому!

<...>Он обладал обширным умом и богатой, разносторонней культурой. В круг его

непосредственных научных интересов входили: вся физика, математика, техника, астро-

номия. Его живейшим образом интересовало все – естествознание, медицина, история,

литература, живопись. Он был знатоком русской культуры. Речь А.А. Андронова была

сильной, остроумной, неотразимой. Вместе с тем, он был прост в обращении, отзывчив

и чистосердечен. В нем не было эгоизма и неуверенного в себе мелкого самолюбия».

Вот еще небольшой штрих к портрету А.А. Андронова. До 1931 года Л.И. Ман-
дельштам и А.А. Андронов думали, что первыми сопоставили автоколебания с пре-
дельными циклами, но вскоре обнаружили, что интуитивно это было сделано прак-
тически одновременно с открытием предельных циклов. В дальнейшем они всегда
упоминали об этом. Вот выдержка из статьи А.А. Андронова с соавторами: «...Для

того чтобы не извращать исторической перспективы, необходимо сделать предваритель-

но следующее замечание. За десять лет до открытия радио французский инженер Леотэ

(1885) изучал автоколебания в некотором устройстве автоматического регулирования,

исследовал фазовое пространство этого устройства и вычертил для него интегральные

кривые и предельные циклы (не давая им этого названия: он, по-видимому, не был зна-

ком с опубликованной несколько раньше работой Пуанкаре, в которой предельные циклы

впервые появились в математике). По причинам, о которых мы здесь не будем говорить,

замечательные работы Леотэ были почти полностью забыты».

Заметим, что в книге А.Т. Филиппова «Многоликий солитон» [11] есть более
подробные сведения о Леотэ. В книге указано, что Анри Леотэ (1847–1916) – фран-
цузский математик, преподаватель знаменитой Политехнической школы в Париже.
Статья Леотэ, о которой пишет А.А. Андронов, была полностью забыта. В то же
время другие труды Леотэ по теории машин и механизмов, по различным приложе-
ниям математического анализа позволили ему в 1890 году стать членом Парижской
академии наук.

Заметим, что в статье [1] французских исследователей о предшественниках
имя Леотэ вообще не упоминается. Можно с уверенностью утверждать, что Андро-
нов не знал о работе Пуанкаре, упоминаемой в статье [1].

5. Об использовании уравнения ван дер Поля
в различных областях естествознания

Во время одной из своих лекций Балтазар ван дер Поль заявил, что пред-
ложенное им дифференциальное уравнение может описывать различные процессы,
невзирая на их происхождение. Тогда же он и привел примеры систем, в которых
наблюдаются автоколебания: «...пневматический молот, скрежетание ножа по тарелке,

развевание флага на ветру, гудящий звук, иногда создаваемый пожарным краном, скрип
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двери, паровая машина с малым маховиком, периодическое возникновение эпидемий,

экономических кризисов и депрессий, дрожь от холода, менструации и, наконец, биение

сердца».

С момента введения уравнения ван дер Поля прошло 88 лет. За это время
вышеприведенный список примеров автоколебательных систем пополнился различ-
ными интересными системами, некоторые примеры оказались неверными. Однако
нет сомнения, что уравнение ван дер Поля занимает достойное место в «коллекции»
универсальных моделей теории колебаний. Ниже представлен перечень некоторых
применений уравнения к задачам естествознания.

Уравнение ван дер Поля используется в радиотехнике для описания не только
триодного генератора, но и генератора на туннельном диоде [12] или транзисторно-
го генератора [13]. Его вывод может быть обоснован из настолько простых и общих
физических соображений [14], что уравнение оказывается применимым к широкому
спектру самых различных задач. Один из ярких примеров: ван дер Поль (в соавтор-
стве с ван дер Марком) обсуждает эффективность применения этого уравнения для
описания кардиоритмов [15] (основные результаты этого исследования приведены
далее, в разделе 6 обзора). Пример из нашего времени: виркатор – прибор микровол-
новой электроники, который используется как мощный генератор излучения в СВЧ
и даже рентгеновском диапазонах. Отдельный виркатор может вести себя аналогич-
но осциллятору ван дер Поля [16]. При учете обратной связи по потоку электро-
нов можно прийти к модели связанных осцилляторов ван дер Поля–Дуффинга [17].
Объединение нескольких виркаторов в систему может приводить к увеличению мощ-
ности в режиме синхронных колебаний [18,19]. Два связанных виркатора исследова-
ны в [18] также с использованием модели осцилляторов ван дер Поля.

В работе [20] набор осцилляторов ван дер Поля предлагается использовать для
моделирования ситемы управления сфазированным излучением полупроводниковых
элементов. В [21] зонд, обладающий свойствами осциллятора ван дер Поля, исполь-
зуется для сканирующего атомно-силового микроскопа. В [22] модель осцилляторов
ван дер Поля используется для описания образования структур в радиочастотных
разрядах в условиях микрогравитации. В [23] неавтономный осциллятор ван дер
Поля моделирует нелинейные вынужденные колебания в плазме. Еще одна рабо-
та [24] посвящена термоэмиссионным разрядам. В [25] модель осциллятора ван дер
Поля использована для описания ионизационных волн. В [26] два связанных осцил-
лятора ван дер Поля привлекаются к описанию гидродинамики низкотемпературной
плазмы: анализируются колебания в турбулентном потоке, обтекающем два цилин-
дра. Колебания в магнитосфере и эксперименты с низкотемпературной плазмой об-
суждаются в [27]. Модель ван дер Поля используется для описания транспорта в
сверхрешетках в [28].

Переход к наноразмерным системам делает актуальной задачу построения кван-
товой версии осциллятора ван дер Поля. Cоответствующие вопросы обсуждаются в
работе [29], в частности, исследуется влияние квантовых флуктуаций на динамику
двух связанных осцилляторов. Показано, что фазовая синхронизация в квантовой
модели оказывается более грубой (robust), чем в классической.

Осциллятор ван дер Поля появляется в задачах лазерной физики, например,
при анализе динамики мод [30]. Отметим, что при описании синхронизации лазеров
используются различные варианты фазовой модели [31–35], эквивалентные фазово-
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му приближению для связанных осцилляторов ван дер Поля.
В работе [36] осциллятор ван дер Поля используется для обсуждения задач

физики атмосферы. Предлагается грубая модель тропического циклона в форме про-
странственной автоколебательной системы, описывающей спиральное образование
вокруг вертикальной оси. Модельная система имеет вид двух связанных модифици-
рованных осцилляторов ван дер Поля. Уравнение ван дер Поля появляется в гидро-
динамической задаче образования вихрей при обтекании цилиндра [37], а также при
описании следа в обтекающем потоке [38].

В работе [39] осциллятор ван дер Поля находит приложение в робототехнике
при моделировании поворачивающегося робота.

Осциллятор ван дер Поля используется и в информационных задачах и прило-
жениях. Например, в [40] рассмотрена возможность генерации сигналов с фракталь-
ными свойствами на основе данной модели. В [41] описан метод скрытой передачи
информации с низкочастотным спектром, основанный на алгоритме генерации авто-
колебаний в дискретном осцилляторе ван дер Поля.

Весьма многочисленны примеры использования осциллятора ван дер Поля при
моделировании процессов в человеческом организме. В работе [42] голосовые связ-
ки представлены как система двух связанных осцилляторов ван дер Поля в условиях
шума и с отстройкой между их собственными частотами. Существует понятие ото-
акустической эмиссии – это звук, генерируемый в наружном слуховом проходе коле-
баниями наружных волосковых клеток ушной улитки. Она может быть вызванной,
то есть инициированной внешним звуковым сигналом. В [43] предложено модели-
ровать возникающие при этом процессы осциллятором ван дер Поля, возбуждаемым
внешним сигналом.

В работе [44] походка человека (локомоторные движения) исследуется с по-
мощью модели диссипативно связанных осцилляторов ван дер Поля. При этом рас-
смотрены случаи как двух, так и трех осцилляторов с необходимой геометрией связи.
В работе [45] представлена модель сердечно-сосудистой системы, которая являет-
ся комбинацией уравнения ван дер Поля и информационной модели в форме сети
Вольтерры. В [46] методология осцилляторов ван дер Поля и Рэлея используется при
обсуждении экспериментов с взаимодействием различных механических ритмов ти-
па вращений. В [47] система связанных уравнений ван дер Поля была получена из
расширенной версии модели Вильсона и Коуэна для динамики ряда возбуждающих
и тормозных нейронных подгрупп как для диссипативной, так и для реактивной свя-
зи. В работе [48] обсуждаются взаимодействия между тремя основными частотными
ритмами миоэлектрической активности у человека с использованием модели в виде
кольца осцилляторов. Остановимся подробнее на результатах работ [42–50].

6. Уравнение ван дер Поля
и моделирование процессов в человеческом организме

6.1. Модель сердца (1928). Первым доказательством применимости урав-
нения ван дер Поля к моделированию процессов в человеческом организме явилась
уже упомянутая статья [15] под названием «Сердцебиение, рассмотренное в рам-
ках модели релаксационных колебаний, и электрическая модель сердца», авторами
которой являлись ван дер Поль и ван дер Марк (1928). Они рассматривали сердце
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Рис. 2. Система, способная генерировать релакса-
ционные колебания. Она состоит из неоновой лам-
пы, конденсатора приблизительно на 1 мкФ, сопро-
тивления порядка 1 МОм и батареи на 180 В, [15]

как систему с тремя связанными эле-
ментами, которым соответствовали си-
нусный узел (S), предсердие (A) и же-
лудочек (V). Авторы представили серд-
це как систему одинаковых взаимосвя-
занных релаксационных систем, описы-
ваемых уравнением

v̈ − α(1− v2)v̇ + ω2v = 0 (8)

и дополнили ее запаздывающим элемен-
том, необходимым для моделирования
передачи стимула от предсердия через
атрио-вентрикулярный узел к желудоч-
ку. В данной модели импульс передавал-
ся только в одном направлении, то есть от синуса к предсердию, и затем от предсер-
дия к желудочку. В качестве одной из таких релаксационных систем ван дер Поль и
ван дер Марк выбрали систему с неоновой лампой, через которую проходит преры-
вистый разряд (рис. 2).

Затем, опираясь на выдвинутые предположения, они создали прибор, схема-
тичное изображение которого приведено на рис. 3.

«Электрическое сердце», созданное ван дер Полем и ван дер Марком, пред-
ставляло собой весьма приближенную модель сердца, однако позволяло моделиро-
вать некоторые «режимы» работы реального органа. В частности, оно хорошо от-
ражало предсердно-желудочковую блокаду (эффект постепенного уменьшения связи
между предсердием и желудочком) и, как отмечают авторы, точно воспроизводило
известные натурные эксперименты.

Когда электрическая модель сердца функционировала в нормальном режиме,
подавался небольшой импульс на желудочек. Если это делалось сразу же после си-

Рис. 3. Схематическое представление сердца тремя релаксационными системами: S (синусный узел),
A (предсердие) и V (желудочек). R – запаздывающая система, представляющая в модели конечное
время, необходимое для того, чтобы стимул прошел через (A–V)-узел. [15]
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столии (сокращения) желудочка, то в системе ничего не происходило, так как кон-
денсатор в V находился в периоде невозбудимости. Однако, если этот эксперимент
повторялся немного позже, то происходило возбуждение желудочковой экстраси-
столии (несвоевременное сокращение сердечной мышцы; в данном эксперименте –
несвоевременная вспышка неоновой лампы). Авторы обнаружили зависимость меж-
ду величиной стимула, необходимого для вызова желудочковой экстрасистолии, и
фазой цикла желудочка: величина стимула экспоненциально убывала с увеличением
фазы. Необходимо отметить, что подобный закон прослеживается в экспериментах
с реальным органом.

Также в работе [15] приведено описание предсердной экстрасистолы и экстра-
систолии синусного узла, которые сходны с экстрасистолией желудочка.

Конечно, сегодня используются другие, более сложные модели, но работа [15],
будучи одной из первых, задала правильную структуру модели сердца.

6.2. Моделирование колоректальной миоэлектрической функции у лю-
дей (1976). Известно, что стенка толстой кишки состоит из множества ячеек (их
длина – 100...400 мкм), расположенных в виде решетки. Внутри этих ячеек спонтан-
но возникают колебания трансмембранного потенциала, которые получили назва-
ние медленной волновой активности. Такие медленные волны играют важную роль
в моторике желудочно-кишечного тракта. Проведенные авторами [48] клинические
эксперименты показали, что в ткани толстой кишки присутствуют три различных
частотных паттерна: колебания на низкой частоте 0.05 Гц, на более высокой частоте
0.12 Гц, а также периоды нулевой активности. Математическое моделирование этих
частотных паттернов проводилось на основе уравнения ван дер Поля

ẍ− λ(a2 − x2)ẋ+ ω2x2 = 0, (9)

где x – колебания трансмембранного потенциала, частота которых определяется ве-
личиной ω, амплитуда – величиной a, а отклонение формы колебаний от синусо-
идальной – λ. Уравнение ван дер Поля использовалось из-за его простоты и при-
годности для моделирования электрической и биологической динамики. Простота
означает, что подобное моделирование требует относительно недолгого поиска необ-
ходимых параметров в отличие от моделей типа Ходжкина–Хаксли. Авторы рассмот-
рели три математические модели автономной колебательной ячейки стенки толстой
кишки.

Первая модель включала в себя кольцо из четырех осцилляторов ван дер По-
ля, каждый из которых имел собственную частоту. С помощью этой модели путем
изменения начальных условий были получены три устойчивых решения с разными
частотами: синфазное (низкочастотное), среднефазное, 90◦ (решение на несвязан-
ной частоте) и противофазное (высокочастотное). Нулевая активность получалась
путем суммирования выходов двух осцилляторов, находящихся в противофазе. Из-
вестно, что получение различных решений путем изменения начальных условий не
характерно для физиологии человека, и поэтому была исследована возможность пе-
реключения на различные колебательные моды с помощью подачи внешнего возму-
щения, представляющего собой прерывистую (дискретную) синусоидальную волну.
В качестве альтернативы внешнему стимулу было исследовано переключение между
модами посредством введения случайного шума; непрерывного внешнего стимула,
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частота которого изменялась случайным образом, а также путем случайного возму-
щения параметра собственной частоты одного из осцилляторов в кольце.

Уравнение ячейки второй модели представляет собой осциллятор с жестким
возбуждением

ẍ+ λ(b− cx2 + dx4)ẋ+ ω2x = 0, (10)

характеризующийся нулевым устойчивым состоянием и неустойчивым предельным
циклом (имеется в виду, что колебаний не будет, нулевая точка, соответствующая
нулевой активности, является устойчивой точкой данной модели осциллятора). Осо-
бенности динамики данного уравнения при изменении характерных параметров рас-
смотрены, например, в [51]. Основным отличием данной модели от первой является
то, что нулевая активность получается без суммирования сигналов двух генераторов.
Это было достигнуто путем изменения базового уравнения.

В третьей модели уравнение ван дер Поля после применения преобразования
Льенара y = −ẋ + λ(a2x − x3/3) и добавления члена первого порядка приобретает
вид  ẋ = λ(a2x− x3

3
)− y,

ẏ = ω2(x− by).

(11)

Один осциллятор такого типа при b = 0 демонстрирует колебания, отвечающие пре-
дельному циклу. Однако при значении параметра b > 0 в системе будут наблюдаться
затухающие колебания.

Связанные осцилляторы такого типа определяют низкочастотную и высокоча-
стотную моды при b = 0. Нулевая активность в данной системе будет наблюдаться
при b > 0 после некоторого переходного процесса.

По словам авторов [48], во время написания данной работы имелось мало ин-
формации о структуре эквивалентной схемы и о вероятных значениях параметров.
Поэтому с помощью простейшей модели авторы попытались воспроизвести различ-
ные явления, полученные ими экспериментально. Также было показано, что две ба-
зовые измеренные частоты могут быть воспроизведены посредством использования
одинаковых связанных осцилляторов, а введение двух видов ячеек стенки толстой
кишки не является необходимым.

6.3. Связанные осцилляторы ван дер Поля – модель возбуждающих и тор-
мозящих нейронных взаимодействий (1980). В конце двадцатого века часто пред-
принимались попытки связать процессы, происходящие в нервных клетках, с наблю-
даемыми электроэнцефалограммами (ЭЭГ). Было экспериментально подтверждено
существование тесной связи между постсинаптическим потенциалом (управляет воз-
будимостью клетки) и ЭЭГ, что впоследствии стало толчком к созданию математи-
ческой модели, описывающей взаимодействие локальных популяций нейронов.

Пионерами в моделировании процессов, происходящих в мозге, стали Вилсон
и Коуэн (1972) [49]. Они получили систему дифференциальных уравнений для двух
нейронных популяций: возбуждающей и тормозящей. В их модели предполагалось,
что нейроны активируются, только если их постсинаптический потенциал превысит
определенное значение (знаменитый закон «все или ничего»).
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Постсинаптический потенциал для каждой популяции представлял собой су-
перпозицию сигналов, приходящих от остальных популяций. Модельные уравнения
Вилсона–Коуэна для M взаимодействующих нейронных подгрупп двух популяций
(расширение модели) имеют вид

τemĖm + Em = (kem − remEm)Sem(Nem),

τimİm + Im = (kim − rimIm)Sim(Nim),

Nem =
M∑
n=1

(cmnEn − c′mnIn) + Pem,

Nim =
M∑
n=1

(d′mnEn − dmnIn) + Pim,

m = 1, ...,M,

где точка означает дифференцирование по времени; Em(t) и Im(t) – активности m-й
возбуждающей и m-й тормозящей подгрупп. Индексы e и i соответствуют «возбуж-
дающей» и «тормозящей» популяциям, в то время как m и n обозначают подгруппы.
В первом и втором уравнениях системы τjm – временная нейронная постоянная мем-
браны для m-й возбуждающей или тормозящей подгруппы в соответствии с j = e
или j = i; rjm представляет собой абсолютный рефрактерный период; Sjm – функ-
ция отклика, отражающая ожидаемую долю нейронов на пороге возбуждения; Pjm –
возбуждение или торможение, идущее от рецепторов к нервному центру; kjm – мак-
симальное значение функции отклика, а cmn, c

′
mn, dmn, d

′
mn – коэффициенты взаимо-

действия между возбуждающими и тормозящими подгруппами. Как известно, спек-
тры мощности ЭЭГ содержат большое количество максимумов на разных частотах,
связанных друг с другом нелинейно. Поэтому эффективной моделью сложных явле-
ний, отражением которых является ЭЭГ, могут стать связанные осцилляторы ван дер
Поля. Введя в модель Вилсона–Коуэна некоторые упрощения, а именно предполагая,
что функция отклика имеет вид логистической кривой, автор работы [47] пришел к
системе уравнений для связанных релаксационных генераторов с двумя степенями
свободы. Затем, разложив функцию отклика в ряд Тейлора, он окончательно полу-
чил:

Ë1 + ω211(E1 + µ1E2) =

= βe1c11
{[

1− 4α2e1c
2
11(E1 + λ1E2)

2
]
(Ė1 + λ1Ė2)− (βe1c11τe1)−1Ė1

}
,

Ë2 + ω222(E2 + µ2E1) =

= βe2c22
{[

1− 4α2e2c
2
22(E2 + λ2E1)

2
]
(Ė2 + λ2Ė1)− (βe2c22τe2)−1Ė2

}
,

(12)

где

ω211 = βe1(βi1c
′
11d

′
11 + βi2c

′
12d

′
21),

ω222 = βe2(βi1c
′
21d

′
12 + βi2c

′
22d

′
22),

µ1 = (βi1c′11d
′
12 + βi2c

′
12d

′
21)/(βi1c

′
11d

′
11 + βi2c

′
12d

′
21),

µ2 = (βi1c′21d
′
11 + βi2c

′
22d

′
21)/(βi1c

′
21d

′
12 + βi2c

′
22d

′
22),

λ1 = c12/c11, λ2 = c21/c22.
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Рис. 4. Схема взаимодействия двух связанных воз-
буждающих и тормозящих нейронных популяций.
Круги представляют возбуждающую и тормозящую
популяции. Коэффициенты взаимосвязи показаны
над стрелками. [47]

Здесь E – амплитуды возбуждаю-
щих популяций (автор пренебрег ампли-
тудой тормозящей активности вслед-
ствие ее малости по сравнению с воз-
буждающей); τe1, τe2 – временные ней-
ронные постоянные возбуждающих по-
пуляций; c′11, d

′
11, c

′
12, d

′
21, c

′
21, d

′
12, c

′
22,

d′21, d′22, c11, c22, c21, c12 – коэффици-
енты взаимодействия между популяци-
ями; βe1,2 = ke1,2αe1,2/τe1,2, где ke1,2 –
максимальное значение функции откли-
ка, а αe1,2 – коэффициенты пропорцио-
нальности при разложении функции от-
клика в ряд Тейлора.

Следует отметить, что для упро-
щения функции отклика может приме-
няться не только разложение в ряд Тей-
лора. Например, в [52] функция откли-
ка имеет вид обратной тангенциальной
функции.

На рис. 4 представлена схема вза-
имодействия между двумя связанны-
ми возбуждающими и тормозящими по-
пуляциями. Вследствие использованной
автором [47] аппроксимации исчезает взаимосвязь между тормозящими популяция-
ми I1 и I2, а также петли обратной связи этих популяций.

В случае µ1 = µ2 = 0 (отсутствие резонанса) решение низшего порядка систе-
мы (12) имеет вид

Em = Ameiωmmt + c.c., (13)

где Am – комплексная амплитуда, а c.c. обозначает комплексно-сопряженный член,
m = 1, 2. В предположении, что Am – медленно меняющаяся функция времени T ,
с применением операции усреднения в [47] получена система автономных уравнений
относительно квадратов амплитуд

dQ1

dT
= γ1(q1 −Q1 − 2λ21Q2)Q1,

dQ2

dT
= γ2(q2 −Q2 − 2λ22Q1)Q2,

(14)

где γm = 4α2emβemc3mm, Qm = |Am|2 , qm = (kemαemcmm − 1)/(γmτem), m = 1, 2.
Фазовые портреты, соответствующие (14), представлены на рис. 5. Для про-

стоты предполагается, что два осциллятора идентичны, то есть βe1 = βe2, c11 = c22,
τe1 = τe2, λ1 = λ2 и, следовательно, q1 = q2 = q, λ1 = λ2 = λ и γ1 = γ2. В слу-
чае 2λ22 > 1 устойчивы одномодовые решения, а двумодовые колебания, наоборот,
неустойчивы. В случае 2λ22 < 1 становятся устойчивыми двумодовые колебания, а
одномодовые решения теряют устойчивость.
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Рис. 5. Схематичные фазовые портреты в случае идентичных осцилляторов (q1 = q2 = q, λ1 = λ2 = λ,
γ1 = γ2). Центральная особая точка представляет собой неустойчивое седло в случае а (2λ2 > 1) и
устойчивый узел в случае б (2λ2 < 1). [47]

Также был рассмотрен случай внутреннего резонанса (ω11 ∼= ω22), в котором
возможен захват колебаний.

Результаты, полученные в данной работе, являются чисто теоретическими и
не сравниваются с экспериментально полученными ЭЭГ. По мнению автора [47],
в дальнейшем они могут быть использованы для интерпретации ЭЭГ путем связи
физиологических параметров с коэффициентами системы связанных осцилляторов
ван дер Поля.

6.4. Линейные и нелинейные жесткость и трение при моделировании ко-
лебательных движений конечности человека (1995). Моделирование движения
конечности человека как автоколебательного осциллятора является довольно слож-
ным процессом. Основной задачей при таком моделировании является определе-
ние функций упругости и трения. Для решения этой задачи авторы [46] используют
метод, названный ими «W -метод», предполагающий, что колебательные движения
определяются следующим дифференциальным уравнением:

ẍ+ ω20x+W (x, ẋ)ω0 = 0, (15)

где x – пространственное отклонение от исходного положения, точка означает диф-
ференцирование по времени, а W содержит все консервативные и диссипативные
отклонения от канонического осциллятора. Умножая (15) на dx/dt и производя ин-
тегрирование, получаем

1

2
(ẋ2 + ω20x

2) +W (x, ẋ)ω0ẋdt = 0

или, что эквивалентно,

−W (x, ẋ) =
d(ẋ2 + ω20x

2)

2dω0x
=

d(ξ̇2 + ξ2)
2dξ

, (16)

где ξ = ω0x, а точка теперь означает дифференцирование по безразмерному времени
τ = ω0t. Видно, что полученная величина является производной по координате от
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полной энергии осциллятора в данной точке и может быть получена из эксперимен-
тальных данных. Метод состоит в вычислении значения W для каждого значения
ξ и dξ/dt и последующем разложении функции W в ряд Тейлора по ξp(dξ/dτ)q с
целью определения слагаемых жесткости и трения, вносящих значительный вклад
в W , и порядка величины их коэффициентов. Авторы ограничились исследовани-
ем W -функции только в пределах маятниковой колебательной динамики. Согласно
этой теории, испытуемый в положении сидя раскачивает ручной маятник. Колебания
такой системы можно описать уравнением

mL2
eqθ̈+ gmLeq sin θ+W (x, ẋ) = 0, (17)

где m – полная масса руки и маятника, Leq – эквивалентная длина маятника, mL2
eq –

момент инерции относительно оси вращения, располагающейся в запястье. Инер-
ционный mL2

eqθ̈ и гравитационный gmLeq sin θ моменты легко вычислить экспери-
ментально из графика координаты траектории. Зная эти две величины, можно найти
W (x, ẋ). Полученные значения W (x, ẋ) затем раскладываются в ряд Тейлора, и ме-
тодом множественной регрессии (анализ связи между несколькими независимыми
и зависимой переменными) определяется, какие слагаемые трения и деформации
вносят существенный вклад в движение. Коэффициенты данной автоколебательной
системы находятся из уравнения

mL2
eqθ̈+ gmLeq sin θ = −c10θ− c30θ3 − c12θθ̇2 − c01θ̇− c03θ̇3 − c21θ2θ̇.

Следует отметить, что в данном разложении основными нелинейными слагаемы-
ми, описывающими трение и деформацию, являются слагаемые Рэлея (θ̇3), ван дер
Поля (θ2θ̇) и Дуффинга (θ3). Было проведено три эксперимента. В первом экспе-
рименте испытуемый садился на стул и клал руки на подлокотник. Затем ему да-
вали маятник и заставляли раскачивать его от запястья в нормальной плоскости.
Испытуемый при раскачивании должен был смотреть на стену перед собой, а для
раскачивания маятника использовать только запястье. В ходе эксперимента реги-
стрировалась пространственно-временная характеристика системы, затем опреде-
лялся момент вращательной инерции. После эксперимента данные анализировались
при помощи W -подхода. Эксперимент показал, что с увеличением вращательной
инерции увеличивается вклад линейной и кубической жесткости, а вклад линейно-
го трения и трения, выраженного переменными Рэлея и ван дер Поля, уменьшает-
ся. На рис. 6 показаны наблюдаемый и моделируемый фазовые портреты системы
«запястье–маятник».

Во втором эксперименте колебательные движения маятника совершались на
частотах, выше и ниже собственной (собственная частота системы «запястье–маят-
ник» ω =

√
g/Leq). Задача этого эксперимента подобна задаче первого за исклю-

чением того, что для настройки колебаний маятника на частоты 0.8ω0, 1.05ω0 и
1.6ω0 был использован метроном (прибор, отмечающий короткие промежутки вре-
мени равномерными ударами). Эксперимент показал, что с увеличением частоты
отстройки увеличивается вклад «трения ван дер Поля», в то время как «трение Рэ-
лея» остается постоянным, а вклад линейного трения уменьшается. В зависимости
от направления отклонения частоты колебаний от собственной, линейная и кубиче-
ская компоненты жесткости вычитались или прибавлялись к суммарной жесткости.
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Рис. 6. Наблюдаемый [46] (а) и моделируемый (б) фазовые портреты. Моделируемый фазовый портрет
получен на основе (16). Значения коэффициентов: m = 1.117 кг, Leq = 0.333 м, c10 = 1.541, c30 =
= −1.124, c01 = −0.096, c03 = 0.010, c21 = 0.439

С увеличением момента инерции увеличивались коэффициент линейной жесткости,
а также коэффициенты нелинейного трения ван дер Поля и Рэлея, а коэффициент ли-
нейного трения, наоборот, уменьшался. Третий эксперимент имел своей целью уста-
новление связи между вкладами консервативных и неконсервативных слагаемых и
амплитуды колебаний. Амплитуда определялась пространственными маркерами, раз-
мещенными впереди и сзади плоскости, в которой совершались колебания. Экспе-
римент показал, что при уменьшении амплитуды коэффициент линейной жесткости
возрастает, а жесткость Дуффинга становится все более и более отрицательной. Ко-
эффициенты при нелинейных слагаемых затухания увеличивались с уменьшением
амплитуды, в то время как коэффициент линейного трения уменьшался. Быстрее
увеличивались коэффициенты при нелинейных слагаемых затухания у более круп-
ных маятников. С ростом момента инерции коэффициент линейного трения убывал.

Для обобщения зависимостей, полученных в ходе экспериментов, была со-
ставлена таблица.

Коэффициенты, полученные с помощью W -подхода, дали приемлемые модели
эмпирически наблюдаемых явлений.

Таблица

Эксперимент 1: Линейное Трение ВдП Трение Рэлея Линейная Кубическая

трение жесткость жесткость

Вращательная инерция + − − − + +

Эксперимент 2:

Вращательная инерция + − + + + +

Частота отстройки + − + const + −

Эксперимент 3

Вращательная инерция + − + + нет данных нет данных

Амплитуда − − + + + −

«+» обозначает увеличение, «−» – уменьшение величины, const означает, что величина остается по-
стоянной. «Нет данных» – в работе не упомянуты.
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6.5. Моделирование бипедального опорно-двигательного аппарата свя-
занными нелинейными осцилляторами ван дер Поля (2003). Перемещения лю-
дей и животных, такие как ходьба, бег или плавание, как известно, осуществляются
ритмичными, синхронизированными движениями. Координация движений происхо-
дит в центральной нервной системе, которая генерирует сигналы в соответствии с
желаемой траекторией движения. Сигналы генерируются так называемым генера-
тором маршрута, представляющим собой сеть взаимосвязанных нелинейных осцил-
ляторов. Каждой траектории движения отвечает определенный набор параметров и
определенная степень «связанности» между осцилляторами.

Рис. 7. Трехмерная модель, характеризующаяся
шестью основными состояниями, определяющи-
ми походку [44]

Экспериментально установлено, что
при ходьбе человек использует около
200 вариантов движения. Моделирова-
ние такого перемещения возможно толь-
ко за счет существенного уменьшения
рассматриваемых вариантов. На рис. 7
представлена трехмерная модель, которая
охватывает наиболее важные состояния,
определяющие походку.

Авторы работы [44] рассматривали
двумерную модель, которая была способ-
на осуществлять движения, параллель-
ные саггитальной плоскости (плоскости,
делящей объект на левую и правую ча-
сти). Данная модель характеризуется тре-
мя следующими состояниями: 1) пере-
движением на «негнущихся ногах» по
типу поворотного маятника, 2) сгибани-
ем колена из положения «стоя», а также
3) сгибанием голеностопного сустава ло-
дыжки (рис. 8).

Рис. 8. Двумерная модель, характеризующаяся тремя детерминантами походки и относительными уг-
лами [44]
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Перемещение людей и животных носит ритмичный характер, и поэтому си-
стемы управления опорно-двигательным аппаратом должны создавать ритмические,
синхронизированные движения разных частей конечности. Такие системы управле-
ния также должны изменять частоту, амплитуду и фазу движения в зависимости
от походки. В данной работе в качестве «генератора маршрута» используется на-
бор связанных нелинейных осцилляторов ван дер Поля. Система дифференциальных
уравнений для описания движения имеет вид

θ̈q − εq
[
1− pq(θq − θq0)2

]
θ̇q +Ω2

q(θq − θq0)− cq,i

[
θ̇i(θi − θi0)

]
−

−
m∑
k=1

cq,k(θ̇q − θ̇k) = 0, где k = 1, 2, ...,m,

где θq – углы, отвечающие за динамику системы (см. рис. 8), cq,i – коэффициент связи
между двумя осцилляторами θi и θq с различными частотами, cq,k – коэффициент
связи между двумя осцилляторами с одинаковыми частотами.

Как указывают авторы [44], экспериментально доказано, что осцилляторы с
частотой ω могут синхронизироваться с осцилляторами, частота которых равна nω,

где n – целое число (рис. 9). Нелинейный член cq,i

[
θ̇i(θi − θi0)

]
характеризует связь

между двумя осцилляторами θi и θq с различными частотами, а cq,k(θ̇q−θ̇k) отвечает
за связь между двумя осцилляторами с одинаковыми частотами.

В предположении малой нелинейности модели решения аппроксимируются
гармоническими функциями, после чего с помощью метода гармонического баланса

Рис. 9. Структура связи между осцилляторами ван дер Поля [44]
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Рис. 10. Контурное изображение походки с длиной шага 0.68 м [44]

Рис. 11. Контурное изображение походки с длиной шага 0.44 м [44]

находятся необходимые параметры осцилляторов pq и Ωq (параметры, отвечающие
за изменение походки).

Контурные изображения походки, полученные в процессе моделирования, пред-
ставлены на рис. 10, 11.

Авторы [44] показали, что бипедальное передвижение возможно моделировать
с помощью взаимосвязанных осцилляторов ван дер Поля. Путем изменения парамет-
ров этих осцилляторов можно получить модуляцию длины шага и частоты походки.

6.6. Моделирование поворота автоматизированной системы на основе ос-
цилляторов ван дер Поля (2005). В настоящее время нелинейные дифференци-
альные уравнения широко используются в роботостроении для решения огромного
количества задач, например, таких как автоматизированное передвижение, поворот и
движение конечности. В работе [39] было исследовано влияние различных морфоло-
гических конфигураций на поворот автоматизированной системы. Объектом изуче-
ния являлась роботизированная платформа (рис. 12), в основе исследования которой
лежала система двух связанных осцилляторов ван дер Поля:

ẍhip + µ(x2hip − 1)ẋhip + ω2xhip = Ginfb+Ghip−kneexknee,

ẍknee + µ(x2knee − 1)ẋknee + ω2xknee = Ginfb+Gknee−hipxhip,

(18)
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Рис. 12. Экспериментальная установка и ее эквива-
лентное представление [39]. Моделируемая система
представляется в виде тройного маятника со свобод-
ным верхним шарниром и двумя нижними шарнира-
ми, присоединенными к выходу нелинейного осцил-
лятора. На систему помещен цветной маркер – коор-
дината этого маркера используется в качестве сигнала
обратной связи

где µ ≥ 0 – параметр затухания, ω–
свободная частота осциллятора, fb–
сигнал обратной связи, Gin – коэффи-
циент обратной связи, а Ghip−knee и
Gknee−hip – коэффициенты перекрест-
ной связи.

С моделью было проведено три
эксперимента. В первом эксперимен-
те была активирована только одна сте-
пень свободы, а именно выход осцил-
лятора был подключен только к тазо-
бедренному шарниру. Максимальная
амплитуда колебаний системы при та-
кой конфигурации достигла 163 пик-
сельных единиц, и в системе су-
ществовал устойчивый колебательный
режим. Затем осциллятор подключи-
ли к коленному шарниру. Максималь-
ная амплитуда колебаний составила
всего лишь 61 пиксельную единицу,
а предельный цикл содержал состав-
ные замкнутые круговые области, что
означало функционирование в неопти-

мальном режиме. Во втором эксперименте участвовали уже две степени свободы:
шарниры были активированы синхронно. Наблюдались устойчивые колебания, ам-
плитуда которых достигала 201 пиксельную единицу. Тем не менее, этот режим
в течение переходной фазы характеризовался случайными всплесками. В третьем
эксперименте с двумя степенями свободы, при так называемом нейронном захва-
те (Ghip−knee = Gknee−hip), система достигает своего устойчивого состояния очень
быстро и характеризуется наибольшей амплитудой – 206 единиц.

Также в [39] был экспериментально исследован вопрос о постепенном вы-
свобождении степеней свободы (сначала был активирован тазобедренный шарнир,
а коленный был «заморожен»). В [39] установлено, что использование обеих степе-
ней свободы с начала эксперимента является более эффективным, как относительно
максимально достижимой амплитуды колебаний, так и устойчивости режима.

Таким образом, самая большая эффективность (относительно амплитуды
колебаний и устойчивости режима) была достигнута при использовании двух сте-
пеней свободы совместно с сильным нейронным захватом; наименьшую эффектив-
ность, как и следовало ожидать, продемонстрировала система с одной степенью
свободы. Сравнение эффективности морфологических конфигураций приведено на
рис. 13.

Авторы подчеркивают, что использование при моделировании осцилляторов
ван дер Поля существенно упростило исследование, приведя к уменьшению зоны
поиска решений с помощью ЭВМ, и позволило сосредоточить внимание на резуль-
тирующих характеристиках.
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Рис. 13. Сравнение пяти морфологических конфигураций [39]. Стрелки обозначают время высвобож-
дения второй степени свободы и активации ее осциллятора

6.7. Синхронизация при обработке и передаче информации в нейронных
сетях (2007). В работе [50] нейросистема представляет собой простейшую нейрон-
ную сеть, состоящую из нескольких синаптически связанных нейронов. Динамиче-
ское моделирование такой сети позволяет понять, как происходят преобразования
временной информации в памяти человека и его органах чувств. Связь между раз-
личными частями мозга осуществляется посредством синхронизации – центрально-
го механизма нейронно-информационных процессов. Как свидетельствуют экспери-
менты, синхронная активность нейронов отвечает за такие процессы, как распозна-
вание объекта и координация информации.

В рамках модели Бонхоффера–ван дер Поля, которую использует автор, урав-
нение одной ячейки сети имеет вид ẋ = x− y − x3

3
,

ẏ = ε(x+ a),
(19)

где x – нормированный мембранный потенциал, y – ток активации, ε определяет
временной масштаб, параметр a характеризует порог возбудимости. Затем рассмат-
ривается система из двух связанных осцилляторов Бонхоффера–ван дер Поля:

dx1
dt

= F1(x1, x2, y1, y2, d),

dy1
dt

= ε(x1 + a1),

dx2
dt

= F2(x1, x2, y1, y2, d),

dy2
dt

= ε(x2 + a2),

(20)
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где

F1 = x1 −
x31
3
− y1 + d(x2 − x1),

F2 = x2 −
x32
3
− y2 + d(x1 − x2),

а d определяет связь между осцилляторами.
При аналитическом исследовании системы (20) было обнаружено, что в ней

могут существовать два синхронных режима: синфазный и противофазный. Возни-
кают эти режимы только при достижении параметром связи определенного значения.

В работе [50] был проведен вычислительный эксперимент, в котором также
обнаружены синфазные и противофазные решения (рис. 14, 15).

В ансамбле, состоящем из трех колебательных элементов, были обнаружены
синфазный режим и три смешанных режима. В смешанном режиме два элемента из
трех колеблются синфазно, а третий – в противофазе к ним (рис. 16, 17).

Также была рассмотрена цепочка из 50 связанных элементов. Полученные при
ее исследовании результаты позволили предположить, что при некоторых значени-

Рис. 14. Временная диаграмма синфазного ре-
жима колебаний двух связанных элементов. Па-
раметры: d = 0.01, ε = 0.02, a1 = 0.995,
a2 = 0.994. Начальные условия: x1(0) = y1(0) =
= 1, x2(0) = y2(0) = 0.5

Рис. 15. Временная диаграмма противофазного
режима колебаний двух связанных элементов.
Параметры: d = 0.01, ε = 0.02, a1 = 0.995,
a2 = 0.994. Начальные условия: x1(0) = y1(0) =
= 0.4, x2(0) = y2(0) = −2

Рис. 16. Временная диаграмма синфазного ре-
жима колебаний трех связанных элементов.
Параметры: d = 0.01, ε = 0.02, a1 = 0.995,
a2 = 0.994, a3 = 0.993. Начальные условия:
x1(0) = y1(0) = 0.4, x2(0) = 0.4, y2(0) = −2,
x3(0) = y3(0) = −2

Рис. 17. Временная диаграмма смешанного режи-
ма колебаний трех связанных элементов. Парамет-
ры: d = 0.01, ε = 0.02, a1 = 0.995, a2 = 0.994,
a3 = 0.993. Начальные условия: x1(0) = 0.4,
y1(0) = −2, x2(0) = −2, y2(0) = 0.4, x3(0) =
= −2, y3(0) = 0.4
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ях параметров возможно существование 2N−1 различных устойчивых режимов гло-
бальной синхронизации, где N– количество элементов в системе. При небольшой
связи, когда синхронизация всех элементов отсутствует, обнаружено явление кла-
стерной синхронизации (формирование групп соседних элементов, колеблющихся
на одной частоте).

Таким образом, на основе уравнения Бонхоффера–ван дер Поля автору [50]
удалось пронаблюдать синхронизацию между нейроноподобными элементами, что,
по-видимому, позволит в дальнейшем исследовать и управлять синхронизацией в
более сложных нейронных образованиях.

6.8. Моделирование связей в системе «сердце–сосуды» (2013). В настоя-
щее время весьма актуальным и перспективным является изучение феномена био-
синхронизации. Под биосинхронизацией авторы [45] понимают влияние подсистем
организма друг на друга посредством существующих между ними взаимосвязей. Как
правило, биосистемы обладают сложной пространственно распределенной структу-
рой. Классические методы исследования таких систем, основанные на анализе каж-
дой составляющей, приводят к сложным для интерпретации математическим моде-
лям. Альтернативой классическому подходу является метод идентификации сложных
систем, в основе которого лежат модельные уравнения. В работе [45] приведена мо-
дель пульсового механизма, построенная по результатам изменения перемещения
стенок артериального сосуда. Известно, что такая система работает в режиме устой-
чивых колебаний, а с ростом частоты амплитуда колебаний такой системы умень-
шается, что соответствует предельному циклу, поэтому выбор модели очевиден,
это – уравнение ван дер Поля

ẍ+ ε(x2 − r2)ẋ+ ax = 0, (21)

где ẍ – ускорение стенки артерии, ẋ – ее скорость, x – перемещение, ω =
√
a –

частота основного гармонического колебания.
Но в уравнении (20) амплитуда колебаний не зависит от частоты, что проти-

воречит физике рассматриваемого процесса. Для устранения этого несоответствия
авторы «добавили» в (21) слагаемое из уравнения Рэлея, описывающее затухание.
В итоге было получено уравнение:

ẍ+
[
ε1(x

2 − r2) + ε2(ẋ
2 − ω0r2)

]
ẋ+ ax = 0. (22)

Учитывая влияние подсистемы сердца и, полагая, что она представлена своим вы-
ходным сигналом e(t) – сигналом ЭКГ, авторы [45] получили уравнение

ẍ+
[
ε1(x

2 − r2) + ε2(ẋ
2 − ω0r2)

]
ẋ+ ax = FСВ(x, e), (23)

где FСВ(x, e) = (ẋ − ė)
[
α− β(x− e)2

]
. Здесь x – перемещение стенки сосуда,

e – электрокардиосигнал, зарегистрированный синхронно с сигналом пульсовой вол-
ны. Неизвестные параметры α и β определяются с помощью метода наименьших
квадратов, а параметры ε1, ε2, r, a,ω0 – с помощью пульсограммы.

Вид функции связи FСВ(x, e) определен авторами [45] «на основе физических
представлений о взаимодействии двух связанных колебательных систем».

Затем было проведено сравнение фазовых портретов исходной системы и мо-
дельной (рис. 18).
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Рис. 18. Фазовые портреты объекта (а) и модельной системы (б). [45]

Из рис. 18 видно, что фазовые портреты исходной и модельной системы силь-
но различаются. Для улучшения описания в качестве функции связи затем была
использована информационная модель в форме нейронной сети Вольтерры (динами-
ческая сеть, позволяющая производить нелинейную обработку последовательности
сигналов e(t), задержанных относительно друг друга; в данном случае с помощью
этой сети строится аппроксимация функции связи), адекватно представляющая слож-
ные нелинейные связи в сердечно-сосудистой системе.

Таким образом, динамика системы «сердце–сосуды» может быть представлена
с помощью комбинированной модели, основой которой являются уравнение ван дер
Поля–Рэлея, а также уравнение, описывающее работу сети Вольтерры. Такая модель
содержит физиологически обусловленные параметры, которые могут выступать в
роли характеристических признаков при решении задач диагностики.

6.9. Голосовые связки – два связанных осциллятора ван дер Поля (2013).
Недавние исследования показали, что динамику осциллятора голосовой связки во
время посылки звукового сигнала можно моделировать с помощью уравнения ван
дер Поля, это поможет существенно упростить ее анализ и понимание основных
принципов функционирования.

Некоторые расстройства голоса, связанные с десинхронизацией между левой
и правой связками, вызванной натяжением ткани или асимметрией массы, приво-
дят к генерированию субгармоники, бифонации (присутствию в спектре звука двух

Рис. 19. Схема голосовых связок. [42]

независимых частот) и несимметрич-
ным колебаниям. Модель связанных ос-
цилляторов ван дер Поля использует-
ся авторами [42] для анализа влияния
степени асимметрии и степени связи
на колебания, генерируемые голосовы-
ми связками.

В работе [42] считается извест-
ным, что движение ткани голосовых
связок (рис. 19) описывается поверх-
ностной волной, которая распространя-
ется в направлении воздушного потока.
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Движение правой голосовой связки подчиняется уравнению

Mrξ̈r +Br(1 + ηrξ2r)ξ̇r +Krξr = Pg, (24)

где ξr– изменение формы ткани в середине голосовой щели; Mr, Br и Kr – соот-
ветственно, масса, затухание и жесткость, отнесенные к единице площади медиаль-
ной поверхности голосовых связок; ηr – нелинейный коэффициент затухания; Pg –
среднее давление воздуха на голосовую щель. Движение левой связки описывается
аналогичным уравнением.

Среднее давление воздуха на гортань записано в [42] в следующем виде:

Pg =

(
Ps

kt

)
a1 − a2

a1
, (a1, a2 > 0), (25)

где Ps – давление под голосовыми связками, kt – трансгортанный коэффициент дав-
ления, а a1 и a2 – области поперечного сечения гортани на нижнем и верхнем краях
голосовых связок, соответственно. Зоны голосовой щели описываются уравнением

a1,2(t) = L [ξ0 + ξr(t± τr)] + L [ξ0 + ξl(t± τl)] , (26)

где L – длина голосовых связок, ξ0 – половина ширины гортани в случае, когда
голосовые связки находятся в состоянии покоя, τr,l – время задержки поверхностной
волны для прохождения половины высоты гортани T .

В случае малых смещений и небольшой задержки волны, уравнение (25) было
аппроксимировано в [42] уравнением

Pg =
Ps

ktξ0
(τrξ̇r + τlξ̇l). (27)

Далее, отбрасывая подиндексы r и l у всех параметров, кроме коэффициента
жесткости, авторы [42] допускают, что C = Psτ/(ktξ0) и, считая, что C ≥ B/2, пола-
гают xl,r =

√
ηB/(2C −Bξl,r. Вводя время τ =

√
(Kr/M)t, авторы [42] получают

систему двух связанных осцилляторов ван дер Поля

ẍr − µ(1− x2r)ẋr + xr = α(ẋr − ẋl), (28)

ẍl − µ(1− x2l )ẋl + xl = α(ẋl − ẋr), (29)

где µ = (2C −B)/
√
MKr, α = C/

√
MKr ≥ 0 – параметр связи, а Q = Kl/Kr ≥ 0 –

параметр асимметрии.
Чтобы иметь представление о значениях коэффициентов, входящих в систе-

му уравнений (28)–(29), в [42] рассмотрены значения параметров, соответствующие
строению голосовых связок взрослого мужчины. Эти параметры имеют следующие
значения: M = 0.5 г/см2, B = 50 дин с/см3, K = 200000 дин/см3, τ = 1, kt = 1.1,
которые дают значения коэффициентов µ = 0.30 и α = 0.23. Параметр асимметрии
лежит в интервале 0 ≤ Q ≤ 1. Этот диапазон значений для параметра Q означает,
что левая голосовая связка является менее жесткой, чем правая. Чем меньше Q, тем
серьезнее патология.

При увеличении степени связи между осцилляторами модель демонстрирует
переход из несинхронизированного режима в синхронизированный. При увеличе-
нии степени асимметрии связанные осцилляторы ван дер Поля начинают совершать
колебания в одной фазе с равными амплитудами.
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Рассмотренная в [42] модель голосовых связок является сильно упрощенной,
однако позволяет провести теоретическое исследование динамики голосовых связок.
В дальнейшем авторы [42] намерены усовершенствовать данную модель и попытать-
ся описать с ее помощью более сложные динамические процессы, например, такие
как перекрытие противоположных голосовых связок.

7. Развитие и модификации уравнений ван дер Поля

Отметим, что возможны различные варианты развития и обобщения уравнения
ван дер Поля. Например, в уравнении ван дер Поля–Дуффинга

ẍ− (λ− x2)ẋ+ x+ βx3 = 0, (30)

учитывается дополнительная кубическая нелинейность. С физической точки зрения
это отвечает учету эффекта неизохронности малых колебаний, то есть зависимости
их периода от амплитуды.

Другим важным вариантом развития является увеличение числа взаимодей-
ствующих осцилляторов. В этом случае важным оказывается подход, который со-
стоит в поэтапном упрощении уравнений: в переходе к укороченным уравнениям
(их часто называют уравнениями Ландау–Стюарта) и далее к фазовой модели. Такой
подход возможен, когда управляющий параметр, величина связи и частотная рас-
стройка осцилляторов являются малыми. Тогда становится возможным применение
метода медленно меняющихся амплитуд. Отметим в плане формирования соответ-
ствующей методологии работу Р.В. Хохлова [53], в которой был обоснован метод
поэтапного упрощения уравнений.

Даже задача о двух связанных осцилляторах ван дер Поля оказывается доста-
точно сложной [54–57]. В простейшем случае связь осуществляется через скорости
изменения переменных, что отвечает ее диссипативному характеру. Это наиболее
простой тип связи. Для связанных осцилляторов наблюдаются такие классические
эффекты, как синхронизация с соотношением частот 1:1, различные режимы кратной
синхронизации и возможность квазипериодических колебаний (биений). В рамках
фазового приближения, когда можно считать, что осцилляторы движутся по своим
стационарным орбитам, эта система приводит к новой важной модели – уравнению
Адлера–Хохлова [5, 7 (с.51–55), 51, 53, 54, 58]

θ̇ = −∆
2
− µ sin θ, (31)

где θ – относительная фаза осцилляторов, ∆ – параметр их частотной расстройки.
С помощью уравнения Адлера можно найти аналитически форму основного языка
синхронизации на плоскости параметров (частотная расстройка осцилляторов – ве-
личина связи): 2µ = |∆|. Из характерных эффектов за пределами фазовой модели
отметим режим «гибели колебаний», когда за счет диссипативного влияния связи
автоколебания оказываются подавленными [54].

Альтернативный вариант – реактивная связь, которая является существенно
более тонким эффектом [55–57]. Для реактивной связи уравнение Адлера получа-
ется только во втором порядке по величине связи ε, что требует учета возмущений
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стационарных орбит. В результате основной язык синхронизации имеет вид кор-
невой особенности: ε ∝

√
|∆|. Из новых эффектов отметим возможность фазовой

бистабильности, то есть сосуществование устойчивых синфазных и противофазных
колебаний [55, 56]1.

Возможен также учет и других факторов. Так можно учесть влияние малой до-
полнительной нелинейности по типу осциллятора Дуффинга, а также малую неиден-
тичность осцилляторов по управляющему параметру λ. В рамках фазовой модели это
приводит к обобщенному фазовому уравнению, которое получено и исследовано в
[59, 60]. В рамках приближения Ландау–Стюарта задача о неизохронных осциллято-
рах с обоими типами связи подробно обсуждается в [57].

Весьма интересным оказывается случай существенно неидентичных по пара-
метру λ подсистем. Возникает новый режим широкополосной синхронизации [61, 62].
Его физическая природа состоит в доминировании осциллятора с большим значени-
ем управляющего параметра λ, в результате чего возникает возможность синхрони-
зации в сколь угодно широком интервале частотных расстроек. На плоскости пара-
метров картина бифуркаций с учетом возможности широкополосной синхронизации
обсуждается в [63, 64]. Отметим, что в [63] описан и соответствующий эксперимент
с радиоэлектронными осцилляторами с неидентичными параметрами.

Переход к трем осцилляторам существенно усложняет картину. Фазовая мо-
дель в случае диссипативной связи представлена в [5]. Режим синхронизации всех
трех осцилляторов в этом случае может быть найден аналитически. Можно пока-
зать, что на плоскости частотных расстроек соответствующая область имеет вид
параллелограмма2. Этим, фактически, возможности аналитического исследования
исчерпываются, и необходимо переходить к компьютерному анализу. Весьма эффек-
тивным в этом случае оказывается двухпараметрический ляпуновский анализ, когда
на плоскости параметров области с разными типами режимов выявляются с помо-
щью расчета спектра показателей Ляпунова [65–68]. Это могут быть те или иные
периодические режимы, режимы двухчастотной квазипериодичности, трехчастотной
квазипериодичности, хаоса. Квазипериодическим режимам отвечают аттракторы в
виде инвариантных торов разной размерности. Отметим, что для трех осцилляторов
картина также зависит от геометрии связи, а именно наблюдается отличие случаев
цепочки и кольца (сети) из осцилляторов. Так, для кольца область полной синхрони-
зации уже не дается параллелограммом. При отказе от фазового приближения кар-
тина усложняется, область полной синхронизации меняет свое устройство: дополни-
тельно появляется бифуркация Неймарка–Сакера и бифуркации коразмерности два
[69].

Дадим иллюстрации в виде ляпуновских карт для трех связанных в цепочку и

1В принципе возможна также и связь через ускорение [5], в [12] ее называют гироскопической свя-
зью (gyroscopic coupling). Отметим, что реактивную связь в [57] называют консервативной, возможен
также механический термин «упругая» связь (elastic coupling) [12].

2Этот результат представлен в монографии П.С. Ланды [5]. Интересно, что точно такая же фазовая
модель для трех связанных лазеров и аналогичный результат были независимо получены заметно позже
в [31].
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кольцо осцилляторов ван дер Поля, описываемых уравнениями:

ẍ− (λ− x2)ẋ+ x+ µf(ẋ, ẏ, ż) = 0,

ÿ − (λ− y2)ẏ + (1 + ∆1)y + µ(2ẏ − ẋ− ż) = 0,

z̈ − (λ− z2)ż + (1 + ∆2)z + µf(ż, ẏ, ẋ) = 0.

(32)

Здесь f(ẋ, ẏ, ż) = (ẋ − ẏ) для цепочки и f(ẋ, ẏ, ż) = (2ẋ − ẏ − ż) для кольца, λ –
параметр возбуждения автономных осцилляторов, ∆1 и ∆2 – частотные расстройки
второго и третьего осцилляторов относительно первого, µ – коэффициент связи.

Соответствующие ляпуновские карты представлены на рис. 20, причем
рис. 20, а относится к цепочке, а рис. 20, б – к случаю кольца. На этих картах
обозначены области с режимами разного типа. На рис. 20, а область полной синхро-
низации всех трех осцилляторов P близка к параллелограмму. Некоторое отличие
обусловлено приближенным характером фазовой модели. Можно видеть также две
характерные полосы режимов двухчастотной квазипериодичности T2, располагаю-
щиеся вдоль линий

∆1 = 0, ∆1 = ∆2. (33)

В соответствии с (32) они отвечают резонансным условиям, когда совпадают часто-
ты первого–второго и второго–третьего осцилляторов. Для кольца на рис. 20, б мож-
но видеть еще одну дополнительную полосу, отвечающую резонансному условию
∆2 = 0, когда совпадают частоты первого–третьего осцилляторов.

Двухчастотные режимы отвечают частичной синхронизации, когда захвачены
соответствующие пары осцилляторов, но захват уже не точный. Вся эта картина
погружена в область трехчастотной квазипериодичности T3. Отметим, что внутри
полос T2 имеются тонкие области точных резонансов высших порядков. Возможны
также и резонансные двухчастотные торы разных типов. На рис. 20 они представле-
ны различными «лучами», расходящимися от центра рисунка.

Рис. 20. Карты ляпуновских показателей системы (32): а – случай цепочки, б – случай кольца; λ = 0.1,
µ = 0.04, P – периодический режим, T2 – двухчастотная квазипериодичность, T3 – трехчастотная
квазипериодичность

За счет диссипативного характера связи могут возникать различные вариан-
ты доминирования осцилляторов и, соответственно, разные типы широкополосной
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синхронизации [66, 67]. Интересно, что такие механизмы могут приводить к тому,
что уменьшение диссипативной связи поэтапно выводит «за порог» возбуждения
все новые осцилляторы. Тогда происходит каскад квазипериодических бифуркаций
Хопфа, приводящих к мягкому возникновению инвариантных торов все более и бо-
лее высокой размерности [68]. Эту ситуацию можно охарактеризовать как сценарий
Ландау–Хопфа, который, таким образом, оказывается возможным в системе связан-
ных осцилляторов ван дер Поля.

Заметим, что геометрия связи для трех осцилляторов с учетом возможности
ее одностороннего характера может приводить к большому количеству вариантов.
Так, семь случаев в рамках фазовой модели представлены в [70]. Увеличение чис-
ла осцилляторов еще более увеличивает возможное число вариантов, размерность
наблюдаемых инвариантных торов, что заметно усложняет картину [69, 71]. В част-
ности, может возникать множество режимов, отвечающих полной синхронизации
осцилляторов [71].

Для кольца или цепочки из нескольких осцилляторов возникает еще одна осо-
бенность: необходимость учета знака коэффициента связи. Положительный коэф-
фициент представляет собой собственно диссипативную связь, а отрицательный –
«активную». Иногда об этих двух случаях говорят, как о притягивающем и оттал-
кивающем взаимодействиях, поскольку первый тип связи стремится синхронизовать
осцилляторы в фазе, а второй – в противофазе [72,73]. Активная связь не являет-
ся физически неоправданной, она появляется в некоторых задачах лазерной физики
[32] и динамики нейронов [74]. Изменение знака связи не сказывается существенно
на динамике цепочки осцилляторов, отличие состоит лишь только в том, что синфаз-
ная синхронизация сменяется противофазной. Для сети или кольца изменение знака
связи меняет устройство области полной синхронизации. Обсуждение случая кольца
с активной связью можно найти в [75].

Анализ реактивной связи для трех осцилляторов представляет достаточно слож-
ную задачу [76]. Фазовая модель в этом случае содержит как члены первого порядка
по связи (в этом отличие от случая двух осцилляторов), так и квадратичные [76].
Отбросив квадратичные члены, получаем консервативную модель. Таким образом,
слабая связь приводит к слабо диссипативному возмущению консервативной дина-
мики [77]. Интересно, что консервативная динамика может возникать и в диссипа-
тивно связанной цепочке осцилляторов. Природа этого эффекта состоит в возмож-
ности свойства обратимости во времени (reversibility) за счет выбора собственных
частот, приводящего к симметрии в системе [78]. Отметим, что некоторые вопросы
и влияние типа нелинейности обсуждаются в [12].

Дальнейшая модификация может достигаться за счет усложнения архитектуры
сети, например, можно построить кольцо из трех блоков, каждый из которых пред-
ставлен кольцом. Можно использовать блоки из большего числа осцилляторов [79].
В то же время ансамбли из большого числа осцилляторов ван дер Поля или реду-
цированных фазовых осцилляторов представляют собой отдельную проблематику,
которой посвящено множество оригинальных публикаций и монографий.

В заключение отметим, что материалы разделов статьи 1–6 доложены на
XIV Всероссийской школе-семинаре «Волновые явления в неоднородных средах»
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памяти профессора А.П. Сухорукова (26–31 мая 2014 г., Можайск, Московская об-
ласть), а также на Международной научно-технической конференции АПЭК (25–27
сентября 2014 г., Саратов, СГТУ им. Ю.А. Гагарина).
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PHENOMENON OF THE VAN DER POL EQUATION

A. P. Kuznetsov1,2, E. S. Seliverstova2, D. I. Trubetskov2,3, L. V. Turukina1,2
1Kotel’nikov Institute of Radio-engineering and Electronics of RAS, Saratov Branch

2Saratov State University
3National Research Nuclear University MEPhI

This review is devoted to the famous Dutch scientist Balthasar van der Pol, who
made a significant contribution to the development of radio-engineering, physics and
mathematics. The review outlines only one essential point of his work, associated with the
equation that bears his name, and has a surprisingly wide range of applications in natural
sciences. In this review we discuss the following matters.
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• The biography of van der Pol, history of his equation and supposed precursors.
• The contribution of A.A. Andronov in the theory of self-oscillations.
• Van der Pol equation and modeling of processes in the human body (the model

of the heart beat and of the «heart–vessels» system; modeling of processes in the
large intestine; models of excitatory and inhibitory neural interactions; modeling
synchronization in processing and transfer of information in neural networks; various
problems related to human musculoskeletal apparatus; modeling the vocal cords).

• Development and modifications of the van der Pol equation.

Keywords: Van der Pol equation, oscillations, biophysics, vacuum-tube oscillator, neuron,
synchronization.
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УДК 537

ДИНАМИЧЕСКИЙ ХАОС: ТРУДНЫЙ ПУТЬ ОТКРЫТИЯ

Р. Р. Мухин
Старооскольский технологический институт им. А.А. Угарова,

филиал Национального исследовательского технологического университета

«Московский институт стали и сплавов»

Динамический хаос – примечательная веха развития науки ушедшего века – привле-
кает пристальное внимание представителей разных областей знания. Теория хаоса не
только описывает широкий круг явлений в различных разделах физики и других есте-
ственных наук и проникает в гуманитарную сферу, но и существенно повлияла на науч-
ную картину мира. Какие особенности развития науки, экономических и общественных
условий обусловили то, что длинный и трудный путь открытия хаоса начался именно в
конце XIX века и растянулся на десятилетия? Поиск ответов на эти вопросы является
предметом данной работы.

Ключевые слова: Динамический хаос, динамическая система, сложность, неинтегрируе-
мость, неустойчивость.

Открытие динамического хаоса явилось одним из крупнейших достижений
науки ХХ века. Динамический хаос вместе с тесно связанной с ней теорией самоор-
ганизации явился ядром общей теории нелинейных явлений, получившей название
нелинейной динамики. Сразу оговоримся, что везде речь будет идти о классиче-
ском хаосе. Квантовый хаос, исследования которого в настоящее время интенсивно
проводятся, требует отдельного рассмотрения. Открытие хаоса явилось открытием
особого рода по сравнению с другими достижениями, сформировавшими научную
картину мира, оно не укладывается в обычную схему научного открытия. Сейчас,
когда со времени открытия хаоса прошло несколько десятилетий, можно попытаться
осмыслить пройденный путь и упомянутые особенности, постараться понять, когда
и почему это открытие стало возможным.

Общепризнанная схема построения новой физической теории следующая. При
построении физической теории, согласно А. Эйнштейну [1. С. 266–267], следует при-
держиваться двух положений, которые он назвал «внешним оправданием» и «внут-
ренним совершенством». Под внешним оправданием понимается соотнесение с ре-
альностью, с опытными фактами. Внутреннее совершенство предполагает согласо-
ванность, логическую стройность и простоту, красоту математических построений.
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Вспомним эстетический критерий П. Дирака, одним из свидетельств которого яв-
ляется надпись его рукой на стене кафедры теоретической физики МГУ: «Physical
law should have mathematical beauty». Этот критерий находится в фундаменте все-
го творчества Дирака – новая теория должна основываться на красивой и разумной
математике. Оба вышеназванных положения Эйнштейна следует рассматривать в
единстве, они взаимодействуют между собой и сложным образом переплетаются.

Новым фундаментальным теориям предшествует накопление опытных фак-
тов, различных парадоксов, логических непоследовательностей или иного рода труд-
ностей, сплетенных в одни клубок и не укладывавшихся в схему старой теории.
Для разрешения возникших трудностей вводятся дополнительные допущения, кото-
рые на время улучшают ситуацию, но появившиеся новые трудности продолжают
подмывать основы старой теории. Становится ясно, что кардинальные изменения
неизбежны, требуется изменить физические основы старой теории, которая быва-
ет вынуждена уступить место новым представлениям, сопровождаемые созданием
соответствующего математического формализма. Появление новой теории приводит
к разрешению всей совокупности накопившихся трудностей. Утвердившаяся новая
теория успешно предсказывает и описывает новые явления, добавляет новые черты
или даже существенно меняет научную картину мира и, кроме того, выявляет пре-
емственность по отношению к старой теории, указывает на ее место, определяя ее
границы применимости. Подобная схема реализовалась в начале прошлого века при
создании таких фундаментальных физических теорий, как теория относительности
и квантовая механика.

Во всей своей полноте описанная картина неприменима к созданию теории
хаоса. Начнем с «внешнего оправдания». Накопление экспериментальных фактов,
для которых в старой теории отсутствует последовательная и непротиворечивая ин-
терпретация, служит очень весомым аргументом, что «не все ладно в датском ко-
ролевстве». Как известно, решающее значение для создания квантовой теории име-
ла неспособность классической физики объяснить экспериментально наблюдаемые
распределение энергии в непрерывном спектре излучения абсолютно черного тела,
дискретные спектры химических элементов и устойчивость атомов [2]. В открытии
хаоса дело обстояло иначе. При исследовании процессов в генераторе ван дер Поля
с помощью головных телефонов было обнаружено присутствие какого-то шума [3].
Этот результат вызвал некоторый интерес, о чем свидетельствует публикация полу-
ченного результата в таком солидном издании как «Nature». Но интерес быстро угас,
и лишь после открытия хаоса было понято, что в данном случае наблюдалось его
проявление. Если представить экспериментальные результаты как ответы природы
на задаваемые вопросы, то эти вопросы следует ставить так, чтобы ответы на них
были четкими и ясными. Еще П.Л. Капица требовал, чтобы эксперимент был од-
нозначным. Для интерпретации таких фактов, как в работе [3], в то время всегда
можно было привлечь соображения о принципиальной неустранимости внешнего
шума. Видимо, это сыграло не последнюю роль в том, что немногочисленные пря-
мые экспериментальные данные не составили ту эмпирическую базу, которая могла
лечь в основу «внешнего оправдания» при исследованиях хаоса.

Автору известно лишь одно прямое воздействие эксперимента на теорети-
ческие изыскания в области хаотической динамики. В своих исследованиях нели-
нейных дифференциальных уравнений, стимулированных задачами радиотехники,
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М. Картрайт и Дж. Литтлвуд не опирались на достижения своих предшественников
в теории динамических систем (А. Пуанкаре, Дж. Биркгоф). Хотя полученные Кар-
трайт и Литтлвудом результаты (1945) были совершенно непонятны, известные им
экспериментальные результаты ван дер Поля придавали определенную уверенность
в правильности их работы [4].

Перейдем к критерию внутреннего совершенства по отношению к динамиче-
скому хаосу. Здесь отличия еще более расходятся от общеизвестной схемы. Отсут-
ствовал этап создания новой концептуальной структуры, которая призвана составить
основу новой теории. Например, в квантовой теории этот этап соответствовал созда-
нию матричной, волновой или иной другой формы квантовой механики. Тогда фор-
мируются новые фундаментальные структуры (часто в виде уравнений), новая си-
стема понятий, новый язык, что позволяет адекватно описывать изучаемую область
реального мира. Новая концептуальная структура должна быть внутренне согласо-
ванной, она может приобретать разные формы, которые со временем воспринима-
ются в качестве единой теории (как это произошло с нерелятивистской квантовой
механикой, объединившей теории Гейзенберга, Шредингера, Дирака). С созданием
новой концептуальной структуры обычно связывают формирование новых взглядов
и новой картины мира. Все описанное для теории хаоса можно применить лишь ча-
стично, ее развитие пошло по другому пути. В теории хаоса не создавалась новая
физическая основа. Она осталась неизменной, выраженной в уравнениях классиче-
ской механики и классической электродинамики. Центр тяжести перенесся на полу-
чение следствий, на свойства решений этих уравнений, и тут неожиданно открылось
новое поле возможностей для значительного обогащения наших представлений о
мире. При этом потребовалось существенное дополнение системы понятий и языка
классической физики.

Поскольку явление хаоса относится к свойствам решений уравнений, исклю-
чительную роль здесь сыграла математика, и первый этап длинного и трудного пу-
ти был математическим. Затем выстроенные и вновь создающиеся математические
конструкции были применены для интерпретации вполне конкретных физических
явлений. Такое разделение в определенной степени условно, его не следует считать
хронологически разделенным во времени, а скорее в логическом отношении. Сами
математические вопросы, о которых пойдет речь, вопросы глубокие и нетривиаль-
ные, появились в проблемах, в значительной степени поставленных физикой.

Можно задаться вопросом: чем обусловлено то, что в конце XIX века начались
исследования, которые привели к открытию хаоса? Могли ли они начаться раньше?
Ведь уже к концу XVIII века классическая механика была хорошо разработана и
имела большую и содержательную историю. Чтобы ответить на поставленные во-
просы следует рассмотреть несколько аспектов. Период с конца XVIII по XIX век
включительно в развитии классической механики имел принципиальное значение.
Тогда была создана аналитическая механика с новым математическим формализмом
и новой системой понятий. Созданный аппарат явился мощным средством реше-
ния самых разнообразных задач. Но подлинное значение аналитической механики
выявилось позже, когда она легла в основу квантовой механики, статистической ме-
ханики и продолжающейся до настоящего времени разработки квантовой теории
поля. Другим фактором явилось состояние математики во второй половине XIX века
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вследствие логики ее внутреннего развития. Произошла глубокая реформа матема-
тики, заложившая новые каноны математической строгости и обоснованности [5].
Утвердилась методология, направленная на выявление условий и границ истинно-
сти каждого математического утверждения. Особое значение получили теоремы су-
ществования, в частности теорема существования и единственности решения диф-
ференциальных уравнений и четкое различие необходимых и достаточных условий.
Одной из форм выражения новой идейной атмосферы была постановка вопроса о
неразрешимости той или иной задачи. Для наших целей важнейшее значение имела
та сторона аналитической механики, что ее математический формализм достиг вы-
сокой степени совершенства, постановку задач и решения можно было проводить
дедуктивным путем, подобно как в самой математике.

Конечно, сказанное справедливо, например, для квантовой механики или для
любой достаточно развитой области теоретической физики. Чаще всего задачи ре-
шаются на «физическом уровне строгости», который обычно весьма далек от ка-
нонов строгости и доказательности, принятых в математике. Такой подход вполне
закономерен, поскольку обычно считается, что результаты, полученные при более
строгом решении задачи, добавляют не очень много нового и не оправдывают допол-
нительных, порой немалых, потраченных усилий. Крайним случаем использования
математического аппарата является ситуация в современной квантовой теории поля,
когда самые разные методы современной математики используются эвристически в
попытках нащупать закономерности, уделяя мало внимания вопросам обоснования.
Такой путь вполне конструктивен, с достижением положительных результатов мож-
но будет заняться и обоснованием. Здесь видна параллель с подходом XVIII века,
когда только что родившийся математический анализ с успехом применялся для ре-
шения огромного количества самых разнообразных задач классической механики и
ответвившихся от нее гидромеханики и теории упругости. При этом вопросы приме-
нимости используемых методов, обоснованности результатов находились на заднем
плане, не делалось большого различия между точным и приближенным решением,
далеко не всегда оценивались погрешности вычислений, с легкостью пользовались
расходящимися рядами и т.п.

В использовании математики для решения физических задач имеется еще дру-
гой крайний случай, который, как оказалось, также является конструктивным. Суще-
ствуют стимулированные физической проблематикой такие математические зада-
чи, очень трудные в математическом отношении, решение которых дает возмож-
ность выявить нетривиальную «тонкую структуру» физических явлений, совершен-
но неочевидных и не лежащих на поверхности, недоступных при рассмотрении на
обычном «физическом уровне» строгости. Здесь заключается ключевой момент. По-
сле своей постановки такая задача смещается в математическую плоскость, при-
водится в действие весь арсенал математических методов, находящихся на самом
переднем крае математической науки, решение проводится на принятом в матема-
тике уровне строгости и доказательности. Это тот случай, когда «цель оправдывает
средства», полученный результат стоит своей высокой цены. Такой подход к зада-
чам математики, поставленных естествознанием, в отечественной науке восходит к
П.Л. Чебышеву и его школе, а в явном виде он был представлен А.Н. Колмогоровым
в его докладе на Всемирном конгрессе математиков в Амстердаме в 1954 году [6].
Поэтому данный подход я предложил назвать программой Чебышева–Колмогорова.
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На таком пути и был открыт хаос. Началом отсчета являются исследования
А. Пуанкаре по интегрированию дифференциальных уравнений. Классическая фи-
зика вплоть до конца XIX века опиралась на интегрируемые системы, в которых
достигался идеал исчерпывающего описания на языке траекторий. Такой подход как
нельзя лучше соответствовал парадигме о простоте устройства мира, что главные
его особенности можно описать на основе систем с простым поведением. В течение
длительного времени интегрируемость уравнений воспринималось как само собой
разумеющееся. В случаях, которые не укладывались в данную схему, все равно исхо-
дили из интегрируемых систем, а неинтегрируемость учитывалась в виде поправок.
Таким образом, задачи подразделялись на проинтегрированные и непроинтегриро-
ванные. Описанный подход, несмотря на его во многих практически важных случаях
достаточность, оставался внутренне неудовлетворительным, что отчетливо видно в
свете новых, сложившихся к концу XIX века представлений о математической стро-
гости. Кроме того, решения на основе интегрируемых систем не давали ответа на
некоторые насущные вопросы прикладных задач (к примеру, связанных с пробле-
мой устойчивости Солнечной системы).

Возможен другой подход, когда неинтегрируемость рассматривается как са-
мостоятельная сущность без обращения к интегрируемым системам. Поворотным
пунктом в понимании принципиального различия между интегрируемыми и неин-
тегрируемыми системами стали фундаментальные труды А. Пуанкаре «О кривых,
определяемых дифференциальными уравнениями» [7], «О проблеме трех тел и об
уравнениях механики» [8], «Новые методы небесной механики» [9], созданные в
1881–1899 годах. Напрашивается параллель с другим фундаментальным трудом –
пятитомной «Небесной механикой» (1798–1825) П.С. Лапласа, в котором подведены
итоги развития механики к началу XIX века. Данная параллель неслучайна, отличия
в названиях отражают не просто различия в подходах двух великих математиков, она
носит принципиальный характер, здесь две разные философии. С одной стороны –
жесткий лапласовский детерминизм (демон Лапласа), с другой – идеи о сложном
поведении, неоднозначности, неопределенности. В указанных трудах [7–9] Пуанка-
ре вводит в круг идей и понятий, положивших начало целому ряду новых областей
математики и механики. Поразительное богатство наследия Пуанкаре легло в осно-
ву многих исследований нескольких поколений математиков и не исчерпано до сих
пор. Со времен Ньютона, в течение двух веков продолжалось господство количе-
ственных методов, когда сложилась парадигма явных решений и точных формул.
В противовес сложившимся представлениям Пуанкаре показал, что в подавляющем
большинстве дифференциальные уравнения являются неинтегрируемыми, интегри-
руемые системы образуют относительно небольшое число «счастливых» случаев.
Говоря современным языком, это означало смену парадигмы, которая была воспри-
нята научным сообществом довольно болезненно. Для неинтегрируемых динамиче-
ских систем характерны неустойчивость, наличие сложных движений, многообразие
поведения, недостижимость всей полноты информации, ограниченная предсказуе-
мость поведения. Все эти идеи Пуанкаре развивал в своих дальнейших работах, но
главным образом они достались в наследство ХХ веку. Эти работы Пуанкаре явля-
ются первой реперной точкой в истории хаоса. Произошла переоценка ценностей,
указанные работы Пуанкаре положили начало новому этапу – качественным мето-
дам исследования, что значительно расширило класс изучаемых систем. По иронии
судьбы, первое достоверно установленное проявление хаоса, которое получило на-
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звание гомоклинической структуры, Пуанкаре обнаружил при исправлении ошиб-
ки в своем конкурсном мемуаре «О проблеме трех тел и об уравнениях механики»
[10]. Данная работа Пуанкаре является примером реализации программы Чебышева–
Колмогорова.

Появление новой фундаментальной физической теории сопровождается соот-
ветствующими новыми физическими понятиями. Явление хаоса оказалось связан-
ным со свойствами решений уравнений и совершенно естественно, что новые фунда-
ментальные понятия имели математическую природу. Главным из них стало понятие
неинтегрируемости систем нелинейных дифференциальных уравнений, приведшее
к настоящему времени к большому и интенсивно развивающемуся разделу математи-
ки. Неинтегрируемость не есть отсутствие решения системы, решение существует и
оно единственно. Неинтегрируемость связана с характером решения, и она обуслов-
лена сложным поведением системы. Понадобилось пройти длинный путь, прежде
чем пришло понимание принципиального различия между непроинтегрированными
и неинтегрируемыми системами. По словам Пуанкаре, «система дифференциальных
уравнений может быть только более или менее интегрируемой» [11. С. 55]. Интегри-
руемые системы (но необязательно проинтегрированные) скорее исключение, чем
правило, соотношение между ними и неинтегрируемыми системами примерно то
же, что между регулярными и хаотическими движениями. И тех, и других бесконеч-
но много, но это множества разной мощности. Не будем останавливаться на других
важнейших понятиях нелинейной динамики – аттрактор, бифуркация, гомоклиниче-
ская структура и др., которые широко проникают в различные области не только
естественных, но уже и гуманитарных наук.

События складывались так, что потребовались целые десятилетия, прежде чем
стало возможным говорить об открытии хаоса. Наверно, главная трудность состояла
в том, что не было очевидным наличие каких-либо явлений, для объяснений кото-
рых требуется глубокая перестройка сложившихся представлений. Сначала следова-
ло доказать, что такие явления действительно существуют. И начальный этап был
математическим.

Было необходимо установление следующих черт явления.

• Наличие сложных движений динамических систем, принципиально отличных
от известных простых периодических и квазипериодических движений. При-
чем сложное поведение является свойством самой системы, а не результатом
воздействия внешних шумов. Такое поведение могут демонстрировать систе-
мы с небольшим числом свободы.

• Установление механизма такого поведения. Им выступает внутренняя локаль-
ная неустойчивость системы, следствием чего является чувствительная зави-
симость от начальных условий (или параметров системы).

• Устойчивость сложных движений, которые нельзя уничтожить малыми возму-
щениями системы.

• Хаотическая динамика представляет собой типичное свойство физических си-
стем, она проявляется в самых разнообразных физических ситуациях. Системы
только с регулярным поведением являются редкими.

Установление всей совокупности черт потребовало усилий многих выдающих-
ся людей и предопределило растянувшийся на восемь десятилетий период, после
которого стало возможным говорить об открытии хаоса, и оно получило признание
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научного сообщества. Трудности усугублялись еще тем, что, как оказалось, области
хаоса являются очень узкими, но принципиально важно их наличие.

Реализация программы Чебышева–Колмогорова в целом ряде важнейших ис-
следований убедительно показала, что сложные движения динамических систем с
небольшим числом свободы действительно существуют и при определенных усло-
виях являются типичным свойством этих систем. Помимо трудов самого Пуанкаре,
сюда надо отнести теорию Колмогорова–Арнольда–Мозера (теория КАМ), работы
М. Картрайт и Дж. Литтлвуда по нелинейным дифференциальным уравнениям, ос-
новополагающую работу Э. Лоренца по атмосферной конвекции, биллиарды Синая
и некоторые другие. В качестве антипримера, когда исследование проводилось на
обычном для теоретической физики уровне полноты и строгости, приведем работу
А.З. Грасюка и А.Н. Ораевского по динамике процессов в лазере [12], выполнен-
ной в ФИАНе в то же самое время, что и работа Лоренца, явившейся важнейшей
вехой в открытии хаоса [13]. В своей работе авторы получили систему уравнений,
с точностью до обозначений совпадающей с системой Лоренца. Работа Грасюка и
Ораевского [12] поступила в печать 28 июня 1962 года, а работу Лоренца [13] редак-
ция «Journal of Atmospheric Sciences» получила 18 ноября 1962 года. Лоренц провел
исследование полученной им системы уравнений по всем канонам математической
строгости и обстоятельности, привлекая всю мощь современной математики, чего
не было сделано в работе [12]. В итоге Лоренц пришел к выдающемуся результату,
навсегда вошедшему в классику науки. Как иронию судьбы можно воспринять тот
факт, что совсем рядом с ФИАНом, в МГУ, в те годы действовал семинар Колмо-
горова по теории динамических систем, на котором, можно сказать, «выискивали»
физические задачи о системах со сложным поведением [14]. Будь упомянутая рабо-
та по динамике лазера известна участникам семинара, история могла развиваться по
другому пути. Подводя итог, можно еще раз подчеркнуть, имеются такие физические
задачи, что только предельно строгий математический анализ дает возможность вы-
явить их нетривиальную сущность. Здесь мы встречаемся с еще одной продуктивной
формой взаимодействия физики и математики.

Создание теории хаоса питалось старыми и вновь появляющимися задачами
физики, механики и техники. О проблеме интегрирования дифференциальных урав-
нений было сказано выше. Двумя другими такими старыми проблемами классиче-
ской физики, не решенными до настоящего времени, является обоснование стати-
стической механики и возникновение турбулентности. В 1920–1930-е годы под вли-
янием запросов радиотехники и теории автоматического регулирования усилился
интерес к нелинейной тематике. Период 1927–1937 годов можно отнести ко вто-
рой реперной точке в открытии хаоса. Тогда интенсифицировались исследования по
теории динамических систем, были заложены основы теории нелинейных колеба-
ний, сложилась эргодическая теория, немного позже появилась статистическая тео-
рия турбулентности, было установлено наличие сложной динамики в биллиардных
задачах. В этот период вышли две классические монографии: «Динамические систе-
мы» Дж. Биркгофа и «Теория колебаний» А.А. Андронова, А.А. Витта и С.Э. Хай-
кина, в которых подытожены достигнутые к тому времени результаты исследований
нелинейных явлений.

Однако масса накопленных фактов в то время еще не достигла того крити-
ческого значения, чтобы совершился прорыв в новую область. Понадобилась по-
становка новых физических задач и создание новых математических инструментов.
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С определенной долей условности к третьей реперной точке отнесем 1954 год, ко-
гда Колмогоров заложил основы теории КАМ, в которой была решена поставленная
еще Пуанкаре «основная проблема» динамики – о влиянии возмущений на интегри-
руемую гамильтонову систему. После этого до конца 1970-х годов было получено
плотное множество важнейших результатов. В указанный период были развиты но-
вые математические методы, феномен хаоса был обнаружен в различных физических
системах, была построена его теория, начались экспериментальные исследования ха-
оса. Надо сказать, что указанный период явился заметным рубежом в развитии науки
вообще. Тогда в одном временном интервале сошлись и переплелись несколько фак-
торов, в совокупности оказавших мощное воздействие на прогресс самых разных
областей знания. Во-первых, глубокие изменения в силу внутренней логики разви-
тия математики получила теория динамических систем. Другой важнейшей предпо-
сылкой явились внешние условия. В 1940–1950-е годы были поставлены и начали
осуществляться «большие проекты», позволившие развернуть научные исследова-
ния в невиданных ранее масштабах: атомная проблема, управляемый термоядерный
синтез, освоение космического пространства, сверхзвуковая авиация и др. Реализа-
ция этих проектов дала жизнь не одному направлению фундаментальной науки, в
том числе и в интересующей нас области. Это привело к постановке новых физиче-
ских задач (создание новых ускорителей, плазменные исследования и др.), которые
заострили внимание к нелинейным динамическим системам.

Значение внешних условий можно видеть на следующем примере. В 1930–
1940-е годы школа Андронова была мировым лидером в исследовании нелинейных
колебаний. Многие вопросы в этой области были стимулированы задачами теории
автоматического регулирования, теснейшим образом связанными с проблемами обо-
ронного характера. В США сочли, что в данной области наметилось серьезное от-
ставание от СССР и требуется неотложное изменение ситуации, инициаторами вы-
ступили два выходца из России – С. Лефшец (один из крупнейших математиков того
времени) и Н. Минорский. В США были развернуты широкие исследования по нели-
нейным колебаниям. В дальнейшем Лефшец организовал исследовательский Центр
(Research Institute in Advanced Study) в Martin Company, которая являлась одним из
ведущих производителей техники в США. В деятельности Центра существенное ме-
сто занимала нелинейная тематика [15,16]. Здесь мы сталкиваемся с любопытным
феноменом «холодной войны».

Для понимания происходивших событий необходимо затронуть еще один важ-
нейший фактор, без которого уже невозможно представить науку второй половины
ХХ века. Речь идет о вычислительном эксперименте – новом методе научного ис-
следования, отличного от теории и лабораторного эксперимента. Появление вычис-
лительного эксперимента стало возможным с созданием быстродействующих ЭВМ.
Заметим, что первые ЭВМ предназначались главным образом для работ по атом-
ной проблеме. Вычислительный эксперимент отличен от численных методов. В вы-
числительном эксперименте варьированием параметров, начальных условий и т.д.
стараются выяснить устройство рассматриваемой модели в целом выделением ее
характерных черт, элементов внутренней структуры, особенностей поведения. Все
эти качества исследуемой системы заранее неизвестны. Вычислительный экспери-
мент представляет эвристический метод исследования не только в физике, но и в
современной математике. С его помощью выбираются направления для дальнейших
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аналитических исследований, появился даже термин «экспериментальная матема-
тика». В своей работе [13] Лоренц как раз сочетал аналитическое рассмотрение с
вычислительным экспериментом, такой симбиоз привел его к успеху. Заметим, что
у Грасюка и Ораевского не было возможности так широко пользоваться ЭВМ, как у
Лоренца. В ФИАНе имелась менее мощная, чем у Лоренца, машина «Урал» на сот-
ню пользователей, она часто ломалась [17]. Вычислительный эксперимент М. Эно и
К. Хейлеса [18], явившийся одним из первых примеров обнаружения хаоса в кон-
кретной физической системе, стал одним из важнейших факторов, свидетельство-
вавших о существовании феномена хаоса. Не будет ошибкой сказать, что без вы-
числительного эксперимента, с помощью которого изучаются свойства конкретных
физических систем, открытие хаоса как реального феномена нашего мира едва ли
было возможным.

Научное сообщество не спешило с признанием открытия феномена хаоса,
несмотря на наличие в 1960-е годы убедительных аргументов в пользу этого. Вот как
в начале 1960-х годов воспринималась гомоклиническая структура, обнаруженная
А. Пуанкаре еще в 1890 году. Известный специалист по механике Л.Н. Сретенский в
статье, приуроченной 50-летию со дня смерти Пуанкаре, просто констатировал нали-
чие сложных движений в задаче трех тел [19]. Еще не было осознания того, что здесь
принципиально новое, не известное ранее. Работа Э. Лоренца не получила признания
до самой середины 1970-х годов. Сам Лоренц, будучи скромным и непритязатель-
ным человеком, не предпринял больших усилий для пропаганды своих результатов.
Он дважды обращался к С. Уламу, который сам внес значительный вклад в изучение
нелинейных явлений, но не встретил понимания. В 1971 году Д. Рюэль на конфе-
ренции по статистическим методам в турбулентности обрисовал механизм перехода
к турбулентным течениям (позднее названный сценарием Рюэля–Такенса) и впервые
упомянул о том, что потом получило название странного аттрактора. Лоренц присут-
ствовал на этой конференции и, видимо, был единственным, кому были созвучны эти
идеи, получившие полное подтверждение в его модели. Но Лоренц промолчал [20].
Другое свидетельство. Л.П. Шильников предложил (1965) модель с хаотическим по-
ведением, ставшую классической и нашедшую широкое применение для описания
многочисленных явлений в различных физических системах. Первой, кому Шиль-
ников рассказал о своем результате, была Е.А. Леонтович, много сделавшей для
продолжения исследований своего мужа, А.А. Андронова. Позднее Леонтович вспо-
минала о впечатлении, произведенной на нее этой моделью: «Мне хотелось сказать,
что этого не может быть» [21. С. 477]. В приведенных примерах, с одной стороны,
проявился естественный консерватизм научного сообщества, воспринимавшего все
новое только при наличии убедительной и надежной аргументации. В данном случае
хаотическое движение в маломерных системах казалось невероятным, эти системы
вели себя «не так, как им положено», они, казалось, противоречили всему накоплен-
ному опыту. С другой стороны, консерватизм еще усиливался вследствие сложив-
шихся убеждений, что только радикальное обновление физических основ теории, в
которых сосредоточена «квинтэссенция» представлений о мире, может повлечь за
собой глубокие концептуальные изменения в картине мира. Извлечение следствий
относили к чему-то вторичному, способному лишь дополнить картину, снабдив ее
некоторыми деталями, не затрагивая основ. Все предшествующее развитие физики
убеждало в справедливости такого подхода.
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Открытие хаоса явилось важнейшим фактором в утверждении нелинейной па-
радигмы. С обретением нелинейности у научной картины мира появилось новое
измерение, которое фундаментальным образом изменило наши представления. С ан-
тичных времен культивируется разделяемая очень многими физиками идеология о
простоте устройства мира, в основе которого лежат некие первичные элементы, будь
то атомы древних или современные кварки. Другим основополагающим элементом
физической идеологии являлось доминирование линейного подхода в описании при-
роды, чему способствовали замечательные успехи физики XIX – начала ХХ веков.
Созданные тогда две фундаментальные физические теории – классическая электро-
динамика и квантовая механика – представляют линейные теории. Доведенный до
совершенства линейный математический аппарат стал неотъемлемым элементом ма-
тематических методов физики. Его наглядные, наполненные физическим содержа-
нием образы позволяли предвидеть результат, почти не проводя вычислений.

Нелинейное мышление, восходящее к Л.И. Мандельштаму и А.А. Андронову,
как всякое глубокое положение вышло за первоначальные свои рамки и начинает
оказывать глубокое воздействие далеко за пределами физики. Нелинейная парадиг-
ма проникает не только во все естественные науки, но и в сферу экономических и
гуманитарных наук. Открытие хаоса способствовало пониманию того, что область
проявления статистических законов намного шире, чем это традиционно предпо-
лагалось. Развитие нелинейной динамики иначе поставило вопрос о соотношении
фундаментального и прикладного, что считать «передним краем» науки, пересмот-
реть и дополнить некоторые положения, лежащие в основе нашего миропонимания.
С нелинейностью приходит сложность, неоднозначность. Путь достижения данного
состояния не единственен, имеются иные пути, которые необязательно следует рас-
сматривать с оценочных позиций «лучше» или «хуже», они просто другие. По полу-
ченным следствиям нельзя однозначно восстановить причины. Из одного состояния,
пусть даже с незначительно различающимися исходными данными система необя-
зательно придет в состояние с близкими параметрами. Список фундаментальных
отличий линейного и нелинейного мира можно продолжить. Исследования хаоса
приоткрыли наличие сложности в таких объектах, которые традиционно относили к
системам с простым поведением. В этом контексте само явление динамического ха-
оса представляет хотя и очень важную, но все же частность. Проявление сложности
мира необозримо и систематическое изучение этого только начинается.
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Dynamic chaos – a remarkable milestone development of science of the last century –
has attracted the attention of different areas of knowledge. Chaos theory describes not
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only a wide range of phenomena in various fields of physics and other natural sciences
and penetrates into the humanitarian sphere, but also significantly influenced the scientific
picture of the world. What features of the development of science, economic and social
conditions led to that long and difficult path of discovery of chaos began precisely at the
end of the XIX century and stretched out for decades? Finding answers to these questions
is the subject of this paper.
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СТРУКТУРНО СЛОЖНАЯ ГРАНИЦА С ЗЕРКАЛЬНО-ДИФФУЗНОЙ
ИНДИКАТРИСОЙ ОТРАЖЕНИЯ

Д. М. Наплеков1, А. В. Тур2, В. В. Яновский1

1Институт монокристаллов, Национальная Академия Наук Украины
2 Université de Toulouse [UPS], CNRS, Institut de Recherche en Astrophysique et Planétologie

В работе предложен способ моделирования зеркально-диффузного характера отраже-
ния света от реальных поверхностей. Модель структурно сложной отражающей границы
основана на открытых биллиардах. Индикатриса отражения от этой границы при всех уг-
лах падения состоит только из зеркального пика и диффузной компоненты. Зависимость
доли зеркальной компоненты от угла падения может быть любой наперед заданной функ-
цией, ее выбор будет определять также и вид диффузной компоненты. Показано, что ге-
нерируемая поверхностью индикатриса отличается от ламбертовой и хорошо совпадает
с экспериментально наблюдаемыми индикатрисами отражения от реальных границ.

Ключевые слова: Диффузное отражение света, открытый биллиард.

Введение

Диффузный характер отражения света от различных поверхностей впервые
рассматривался Иоганном Ламбертом, который в работе [1] предложил индикатрису
диффузного отражения в виде I(3) = I0 cos3, где 3 угол отражения. Эта индика-
триса в целом адекватно описывает диффузное отражение от различных поверхно-
стей и благодаря своей простоте широко используется как модельная индикатриса
диффузного отражения. Однако точная индикатриса отражения от реальных физиче-
ских объектов, как правило, существенно отличается от ламбертовой. Поэтому были
предложены другие модели, приводящие к более близким к реальности индикатри-
сам отражения. К таким моделям относятся основанная на физической оптике мо-
дель Бэкмэна–Спизичино [2], на геометрической оптике модель Торэнса–Спароу [3]
и ряд других [4–6]. Во всех этих моделях как, правило, рассматривается один из ком-
понентов индикатрисы отражения, например, лепесток зеркального отражения, и не
учитывается взаимосвязь между зеркальной и диффузной компонентами. Эти моде-
ли используются, в частности, при автоматической обработке изображений, получе-
нии информации о форме и физических свойствах объектов, определении движения,
нахождении одинаковых объектов на снимках с разными условиями освещения, на-
пример, на спутниковых фотографиях. Яркость объекта на изображении напрямую
зависит от его индикатрисы отражения.
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Разумеется, индикатриса отражения также важна для описания множества дру-
гих физических явлений. Большое значение индикатриса отражения приобретает, в
проблемах оптической биомедицинской диагностики, лазерной хирургии и деструк-
ции биотканей, клеток и биомолекул, наконец, в лазерной микро- и макродиагно-
стике [7, 8]. Она используется для описания не зеркального характера отражения от
границ реальных тел, в том числе границы сцинтилляционного кристалла [9]. При
этом классическое описание распространения света в сцинтилляционном кристалле
с диффузно отражающей поверхностью приводит к интегральному уравнению све-
тосбора с сингулярным ядром. Поиск и анализ его точных решений сталкивается
с серьезными трудностями. Естественным выходом из такой ситуации является мо-
делирование процессов распространения света в кристалле с помощью биллиарда
(см., например, [10]), повторяющего форму кристалла. Однако в обычном биллиар-
де отражение от границы происходит по зеркальному закону, тогда как индикатриса
отражения от границ кристалла часто имеет существенную диффузную компонен-
ту. Чтобы преодолеть это противоречие, необходим простой способ моделирования
отражения от границы с существенной диффузной компонентой.

Для этого рассмотрим открытый биллиард определенного типа, имеющий, как
будет показано ниже, определенную зеркально-диффузную индикатрису отражения,
подходящую для моделирования диффузно отражающей поверхности. Открытым на-
зывается биллиард, граница которого является незамкнутой и имеет участки, через
которые лучи могут как попадать, так и покидать биллиард. Такие биллиарды ин-
тенсивно изучаются в настоящее время (см., например, [11–13]). Основное внимание
уделяется распределению времен нахождения внутри открытого биллиарда, которое
может иметь экспоненциальный или степенной закон спадания. Нас однако будет
интересовать индикатриса отражения, формирующаяся из параллельного пучка па-
дающих на отверстие в границе биллиарда лучей.

Рис. 1. Показаны два способа построения глобаль-
ной границы из микроскопических биллиардов. а –
структурно сложная граница глобального биллиар-
да, полученная состыковкой «микроскопических»
открытых рассеивающих биллиардов. Периодиче-
ская верхняя плоская часть границы обеспечива-
ет значительную зеркальную компоненту отраже-
ния. б – граница глобального биллиарда, получен-
ная наложением «микроскопических». В этом слу-
чае плоские участки границы отсутствуют и зер-
кальная компонента определяется только свойства-
ми «микроскопических» биллиардов

Для моделирования диффузного
отражения будем использовать грани-
цу, имеющую нетривиальную струк-
туру. Такая макроскопически плоская
граница состоит из «микроскопиче-
ских» открытых биллиардов одного или
нескольких разных видов. Возможные
варианты устройства такой границы по-
казаны на рис. 1. В первом вариан-
те (рис. 1, а) отражение от границы в
целом преимущественно идеально зер-
кальное с поправкой, обусловленной лу-
чами, попавшими в микроскопический
биллиард. Во втором варианте (рис. 1, б)
формирования границы микроскопиче-
ские биллиарды наложены друг на друга
таким образом, что граница макроско-
пического глобального биллиарда цели-
ком состоит из входов в микроскопиче-
ские биллиарды. В этом случае соотно-
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шение между зеркальной и диффузной компонентами отражения от границы зависит
только от индикатрис отражения микроскопических открытых биллиардов.

В целом, в основе такого моделирования лежит не попытка непосредствен-
но проследить ход лучей при отражении от реальной поверхности, а стремление
использовать общие свойства хаотических процессов. Так, например, в случае силь-
ного хаоса независимо от конкретного физического процесса (излучение света с по-
верхности Солнца или вылет атомов из ячейки Кнудсена) распределение направ-
лений вылета будет ламбертовым. Соответственно для построения модели идеаль-
но матовой поверхности в качестве микроскопического можно выбрать любой бил-
лиард, закрытая форма которого обладает сильно хаотической динамикой. При до-
статочно маленькой величине входного окна индикатриса отражения, генерируемая
таким биллиардом, будет полностью совпадать с модельной индикатрисой Ламбер-
та [14]. В нашей работе предлагается метод построения специального открытого
биллиарда, который при всех углах падения будет давать кроме диффузной еще и
зеркальную компоненту отражения. Причем зеркальная компонента отражения бу-
дет иметь любую исходно заданную зависимость от угла падения, в частности, и
экспериментально наблюдаемую для определенных поверхностей [15].

Кроме характеризации отражения от сложно устроенной границы, индикатри-
са отражения открытого биллиарда имеет отношение и к другим важным физиче-
ским явлениям. Так, например, современные методы литографии позволяют созда-
ние наноразмерных структур, транспортные свойства которых имеют множество ин-
тересных «аномалий». Находящиеся на уровне Ферми электроны в этих структу-
рах существуют в баллистическом режиме и образуют двумерный электронный газ.
Размеры системы много меньше длины свободного пробега электронов, поэтому ее
сопротивление определяется не обычным диффузным рассеянием электронов, а (как
минимум для коротких траекторий) отражением от границ структуры [16]. Наблюда-
емые аномалии можно успешно объяснить в рамках модели классического движения
частицы в открытом биллиарде, где в роли границы биллиарда выступает граница
структуры, а в роли движущихся в биллиарде частиц – непосредственно электроны.
Сравнение классического и квантового подхода показывает [17], что классический
подход находится в полном согласии с результатами квантового описания системы.
Таким образом, изучение транспорта через открытые биллиарды имеет также важное
значение и для развития современной наноразмерной электроники.

1. Построение границы биллиарда

Основная идея построения биллиарда с индикатрисой отражения, содержа-
щей зеркальную и диффузную компоненты, заключается в следующем. За основу
построения берется биллиард с полностью регулярной динамикой, обладающий сле-
дующим свойством: при небольшом входном окне практически все лучи падающего
пучка выходят после всего двух столкновений с границей практически в направле-
нии зеркального отражения. Чем меньше размер входного окна, тем меньше будет
отклонение от зеркального направления. Другими словами, такой биллиард имеет
индикатрису отражения близкую к зеркальной. Далее его граница искажается опре-
деленным образом для появления диффузной компоненты. Способ искажения осно-
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ван на изменении части поверхности биллиарда, на которую падает пучок параллель-
ных лучей, при выбранном угле падения на отверстие в границе такого биллиарда.
Ясно, что доля зеркальной компоненты будет определяться частью границы биллиар-
да, не претерпевшей изменений, а доля диффузной – частью границы, подверженной
специальным изменениям. Смысл деформации части границы заключается в стрем-
лении обеспечить многократность столкновений луча с границей биллиарда до его
выхода из открытого биллиарда. При этом такие лучи хаотизируются, теряют память
об угле падения и, следовательно, будут давать вклад в диффузную компоненту.

Такими образом граница этого биллиарда разбивается на достаточно малень-
кие участки с расчетом, чтобы при любом угле падения пучка он не мог целиком
попасть внутрь одного участка при первом отражении от границы. Далее у каждого
участка берется его часть и заменяется на другую измененную форму. Тогда те лучи
падающего пучка, что попали на неизмененную часть границы, по прежнему вый-
дут за два столкновения, а попавшие на новую часть границы положат начало более
длинным и сложным траекториям. Множество этих траекторий и сформирует диф-
фузную часть отражения. Выбор частей исходной границы, которые будут заменены,
диктуется требуемыми свойствами воспроизводимой индикатрисы. Например, если
при некотором угле падения нам надо, чтобы зеркально отражалась половина лучей,
можно половину соответствующего участка границы оставить, а половину заменить.
Если при другом угле падения надо отражать зеркально 90% лучей, соответствен-
но оставим 90% того участка, на который попадет пучок при этом угле падения, и
т.д. Полученная в итоге зависимость доли зеркальной компоненты от угла падения
не будет полностью совпадать с заложенной таким образом, но будет достаточно
сильно с ней коррелировать, чтобы отличия было несложно скомпенсировать.

Таким образом, за основу построения возьмем биллиард в форме криволиней-
ного треугольника (рис. 2), две стороны которого задаются уравнением

y = ± x

2a
(2a− x), x ∈ [0, a]. (1)

Рис. 2. Параболический открытый биллиард и по-
падающая в него траектория. Любая траектория,
попавшая в него, после двух столкновений поки-
дает биллиард в направлении «зеркального» отра-
жения

Третья сторона является плоской. Кри-
волинейная часть границы обладает сле-
дующим свойством: все лучи, исходя-
щие из точки (a, 0), после двух отра-
жений возвращаются в нее. Таким об-
разом, расстояние a можно считать фо-
кусным расстоянием этого биллиарда.

Описание движения в биллиар-
де можно проводить разными спосо-
бами, в рассматриваемом случае удоб-
но воспользоваться лагранжевым подхо-
дом к описанию биллиардов [18]. Ос-
новная причина этого связана с возмож-
ностью рассматривать и сравнивать фа-
зовые пространства как исходных бил-
лиардов, так и их объединений. Кроме
того, в этом формализме исключитель-
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но наглядно выглядит результат появления отверстия на границе биллиарда, что
удобно для качественных соображений о свойствах открытых биллиардов. Грани-
цу замкнутого биллиарда в этом формализме удобно описывать параметром s ∈ S1.
Основным элементом, определяющим состояние биллиардной частицы, является от-
дельный прямолинейный сегмент траектории. Каждый такой сегмент однозначно
определяется началом и концом прямолинейного отрезка, начинающегося и заканчи-
вающегося на границе биллиарда. В координатах натурального параметра его можно
задать как (s1, s2), где s1 ∈ S1 и s2 ∈ S1. Этот направленный отрезок однозначно
определяет следующий сегмент биллиардной траектории (s2, s3):(

s1
s2

)
f−→

(
s2
s3

)
.

Таким образом, фазовое пространство биллиарда содержится в двумерном торе
T 2 = S1 × S1. Однако не каждый прямолинейный отрезок, начинающийся и за-
канчивающийся на границе биллиарда, лежит внутри него и, следовательно, может
быть сегментом биллиардной траектории. Поэтому фазовое пространство таких бил-
лиардов – тор с дырками. Более подробно этот подход изложен в работе [18]. Также
просто выглядит структура динамического уравнения, определяющего следующий
сегмент (s̄1, s̄2) по предыдущему,

s̄1 = s2,

s̄2 = f(s1, s2),

где функция f(s1, s2) определяется формой биллиарда и обладает некоторыми общи-
ми и универсальными свойствами (см., например, [19]). В частности, она является
инволюцией, поскольку для биллиардов всех форм удовлетворяет тождеству

f(f(s1, s2), s2) = s1.

Рис. 3. Фазовый портрет траекторий криволиней-
ного треугольного биллиарда: регулярная динами-
ка, хаотическая компонента в фазовом простран-
стве отсутствует

При изучении и демонстрации фазового
портрета удобно пользоваться разверт-
кой тора в виде единичного квадрата.
Тогда построенный в рамках описанно-
го выше подхода фазовый портрет ис-
ходного параболического биллиарда бу-
дет иметь вид, показанный на рис. 3.
Видно, что движение лучей в таком
биллиарде является полностью регуляр-
ным, хаотическая компонента в фазовом
пространстве отсутствует.

Поместим входное отверстие бил-
лиарда величины ∆ в центре его плос-
кой стороны. Через это входное окно лу-
чи могут попадать и покидать биллиард,
что делает его открытым. Разобьем те-
перь криволинейные границы исходно-
го биллиарда на участки таким образом,
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чтобы каждый участок соответствовал проекции входного отверстия на соответству-
ющую сторону (рис. 4). Координаты граничных точек этих участков задаются отоб-
ражением


xn+1 = a

(
1 +

2yn + ∆
2(a− xn)

−
√

(1 +
2yn + ∆
2(a− xn)

)2 − 2yn + ∆
a− xn

− ∆
a

)
,

yn+1 = ±
xn+1(2a− xn+1)

2a

с начальным условием x0 = y0 = 0. По мере приближения к плоской стороне гра-
ницы размер этих участков границы уменьшается до нулевого, поэтому при прибли-
жении к плоской стороне на некоторое заданное расстояние процедура разбиения
границы на участки прекращается. Это расстояние может быть выбрано сколь угод-
но маленьким.

Рис. 4. Вид границы рассматриваемого биллиарда.
Граница разбита на участки, соответствующие про-
екции входного окна. У каждого участка часть из-
начально гладкой границы заменена на две стороны
равностороннего треугольника с углом α

Рис. 5. Фазовый портрет биллиарда с параметрами
a = 100, ∆ = 5, α = 0.6, f(3) = 0.92, N = 20000

Разобьем теперь каждый из полу-
ченных участков границы на две части
в соответствии с некоторой произволь-
но выбираемой функцией угла падения
0<f (3)<1, так что координаты разде-
ляющей точки будут иметь вид

x′n = xn + f (3n)(xn+1 − xn),

y′n = ±x′n(2a− x′n)

2a
,

tan3n =
a− xn

yn + ∆/2
.

Первую часть каждого из участков оста-
вим нетронутой, эти части границы
будут генерировать зеркальную часть
индикатрисы биллиарда. Вторую часть
каждого участка заменим на выпуклую
кривую любого другого вида. В качестве
наиболее простой замены были взяты
две стороны равностороннего треуголь-
ника с углом α при них. Так что в итоге
граница биллиарда приобретает вид, по-
казанный на рис. 4.

Типичный фазовый портрет бил-
лиарда такого вида показан на рис. 5.
Видно, что на фазовом портрете сохра-
няются некоторые следы регулярной ди-
намики. Чем больше общая доля зер-
кальной компоненты, тем более явно
они выражены. Серия занятых траекто-
рией областей вдоль диагонали y = x
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соответствует двум последовательным столкновениям со сторонами равносторонне-
го треугольника. Каждая из этих областей соответствует своему треугольнику на
границе биллиарда. В окрестности этих областей находится запрещенная зона слож-
ной формы, внутрь которой траектория не может заходить. Ее появление связано с
тем, что рассматриваемый биллиард не является строго выпуклым.

2. Полученные результаты. Сравнение с экспериментальными

Точный вид границы биллиарда и, соответственно, генерируемая им индика-
триса зависят от достаточно большого числа параметров – размера входного окна ∆,
угла равносторонних треугольников α и функции f(3). Размер входного окна явля-
ется одним из основных параметров. Для того, чтобы индикатриса имела зеркально-
диффузный характер, он должен быть выбран достаточно маленьким – много мень-
ше параметра криволинейного биллиарда a. В противном случае появится направ-
ленное отражение не только в зеркальном, но и в других направлениях. Кроме того,
для некоторых биллиардов при расчете разбиения границы размер входного окна ∆br
брался меньше реального ∆. Это приводило к более мелкому разбиению границы,
что делало зависимость доли зеркальной компоненты от угла падения более глад-
кой. Таким образом, с входным окном фактически связано два параметра. При по-
строении границы биллиарда бралось значение ∆br. При построении индикатрисы,
которую этот биллиард генерирует, для расчета попадания и выхода лучей бралось
∆ > ∆br.

Угол α может выбираться достаточно произвольно. В принципе, его можно
выбирать не одинаковым для всех треугольников границы, а как некоторую функ-
цию угла падения α(3). Как оказалось, выбор этой функции незначительно влияет
на индикатрису биллиарда и не может качественно изменить ее вид. Исключением
является только такой подбор углов α, когда попадающие в биллиард лучи выходят
из биллиарда после одного столкновения со стороной равностороннего треугольни-
ка. Например, α = π/4 для первого участка границы. При таком выборе появится
сильное обратное отражение лучей, а в диффузной части индикатрисы в соответ-
ствующем направлении появится провал.

Выбор вида функции f(3) в значительной степени определяет долю зеркаль-
но отраженных лучей для угла падения 3. Генерируемая биллиардом зависимость
не полностью совпадает с f(3), однако сильно коррелирует с ней, так что выбо-
ром вида f(3) можно подобрать форму границы биллиарда практически для любой
желательной зависимости зеркальности от угла падения. Вид диффузной части ин-
дикатрисы, так же существенно зависит от выбора f(3). Можно было бы ожидать,
что независимо от этого выбора будет формироваться диффузная компонента такого
же вида, как у всех биллиардов с сильно развитым хаосом. Однако это оказалось не
так, выбор зависимости зеркальности от угла падения определяет и вид диффузной
части индикатрисы.

Выбором функции f(3) можно, например, добиться того, чтобы построенный
биллиард давал такую же зависимость средней зеркальности от угла падения, как и
наблюдаемая экспериментально. Были построены биллиарды с зависимостями, сов-
падающими с экспериментально полученными данными из работ [20]. На рис. 6, а, г
показаны зависимости доли зеркально отраженных лучей от угла падения у этих бил-
лиардов, усредненные по небольшому диапазону углов падения, плавные кривые –
эксперимент. Точные зависимости осциллируют с высокой частотой и некоторой ам-
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Рис. 6. а, г – зависимость доли зеркальной компоненты от угла падения, генерируемая биллиардом.
Плавная кривая – экспериментально наблюдаемая зависимость. б, д – общий вид индикатрисы отраже-
ния, генерируемой биллиардом для показанного стрелкой угла падения 3 = 0.393. в, е – вид диффузной
части индикатрисы. а, б, в – для биллиарда с параметрами a = 100, α = 0.05, ∆br = 0.45, ∆ = 0.7,
f(3) = 0.622 + 1.073 − 1.76532 + 1.4233 − 0.4165334. г, д, е – биллиард с параметрами a = 100,

α = 0.05, ∆br = 0.45, ∆ = 0.7, f(3) = −0.03e−60∗(3−0.18)2 + 0.158 + 1.85633− 2.29232 + 1.564733−
−0.444634 + 0.00805535, N = 107 траекторий

Рис. 7. а – зависимость доли зеркальной компоненты от угла падения, генерируемая биллиардом с
индикатрисой, близкой к ламбертовой. Параметры биллиарда a = 100, α = 0.05, ∆ = 1, f(3) =
= 0.3 + 0.0753, N = 107 траекторий. б, в – индикатриса этого биллиарда, угол падения 3 = 0.41

Рис. 8. а – зависимость доли зеркальной компоненты от угла падения, генерируемая биллиардом с
параметрами a = 100, α = 0.05, ∆br = 0.45, ∆ = 0.7, f(3) = 0.5 − 0.3 sin 103, N = 107 траекторий.
б, в – индикатриса этого биллиарда, угол падения 3 = 0.41

62
Д.М. Наплеков, А.В. Тур, В.В. Яновский

Изв. вузов «ПНД», т. 22, № 4, 2014



плитудой, зависящими от шага разбиения границы. На рис. 6, б, д показан общий
вид индикатрис отражения этих биллиардов. На рис. 6, в, е показан вид диффузной
части этих индикатрис.

Видно, что полученные индикатрисы, имеющие реально наблюдаемые зави-
симости зеркальности от угла падения, существенно отличаются от модельной ин-
дикатрисы Ламберта. Однако и реально наблюдаемые индикатрисы так же сильно
отличаются от модельной, это отклонение описывается β фактором индикатрисы.
Сравнение зависимости β фактора от угла падения для полученных индикатрис с
экспериментальными данными из работы [15] показывает, что генерируемые соот-
ветствующими биллиардами индикатрисы качественно отличаются от модельной ин-
дикатрисы в ту же сторону, что и реально наблюдаемые. Другими словами, реальные
индикатрисы диффузного отражения, как правило, более острые, чем индикатриса
Ламберта и для близких к нормальному углов падения выглядят примерно, как по-
казанные на рис. 6.

Для другого выбора зависимости зеркальности от угла падения (рис. 7, а) диф-
фузная часть может иметь вид, хорошо совпадающий с модельной индикатрисой
Ламберта (рис. 7, б, в), а также и сильно отличающийся как от нее, так и от приведен-
ных выше индикатрис (рис. 8). Таким образом, для экспериментально наблюдаемых
зависимостей зеркальности от угла падения форма диффузной части индикатрисы
так же совпадает с экспериментально наблюдаемой. Для других зависимостей зер-
кальности диффузная часть индикатрисы также другая.

Выводы

В работе предложен способ нахождения формы границы открытого биллиар-
да, генерирующего зеркально-диффузную индикатрису отражения с исходно задан-
ной зависимостью доли зеркальной компоненты от угла падения лучей на входное
окно биллиарда. Были построены биллиарды, у которых эта зависимость совпадает
с экспериментально наблюдаемой. Биллиарды с такой индикатрисой можно исполь-
зовать в качестве микроскопических при построении модели диффузно отражающей
границы.

Вид диффузной части индикатрисы отражения биллиардов рассматриваемого
типа оказался зависящим от выбора вида зависимости доли зеркальной компонен-
ты от угла падения и в общем случае не совпадающим с модельной индикатрисой
Ламберта. Для биллиардов с экспериментально наблюдаемой зависимостью зеркаль-
ности от угла падения вид диффузной части индикатрисы отличается от модельной
и качественно совпадает с экспериментально наблюдаемыми индикатрисами.
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STRUCTURALLY COMPLEX BOUNDARY
WITH SPECULAR-DIFFUSE REFLECTION INDICATRIX

D. M. Naplekov1, A. V. Tur2, V. V. Yanovsky1
1Institute for Single Crystals, NAS Ukraine

2Université de Toulouse [UPS], CNRS, Institut de Recherche en Astrophysique et Planétologie

The way of modeling of specular-diffuse character of light reflection from real
surfaces is proposed in the paper. Model of structurally complex reflecting boundary bases
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on the open billiards. Indicatrix of reflection from this surface for all angles of incidence
consists only of specular pike and diffuse component. Dependence of the share of specular
component on an angle of incidence may be any predefined function, its choice also
defines the shape of diffuse component. It is shown, that generated by the surface indicatrix
differs from the Lambert one and well coincides with experimentally observed indicatrixes
of real surfaces.

Keywords: Diffuse light reflection, open billiard.
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УДК 530.182, 51-73

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ
МЕТОДА НЕЛИНЕЙНОЙ ПРИЧИННОСТИ ПО ГРЕЙНДЖЕРУ

В СЛУЧАЕ СИЛЬНОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ СИСТЕМ

М. В. Корнилов1, И. В. Сысоев1,2

1Саратовский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского
2Саратовский филиал Института радиотехники и электроники им. В.А. Котельникова РАН

Определение направления связи между системами по записям их колебаний (времен-
ным рядам) – задача, актуальная для многих областей знания, решение которой может
существенно осложняться в случае синхронизации. Метод причинности по Грейнджеру
является перспективным для её решения, поскольку позволяет надеяться на успех в слу-
чае частичной (например, фазовой) синхронизации за счёт учёта не только фазы, но и
амплитуды обоих сигналов.

В данной работе на тестовых эталонных системах, имеющих ярко выраженный ха-
рактерный масштаб, показано, что метод нелинейной причинности по Грейнджеру ра-
ботоспособен даже в случае сильной фазовой синхронизации систем (с коэффициентом
фазовой синхронизации вплоть до 0.95). Полученные результаты проходили проверку на
значимость различными методами генерации суррогатных временных рядов, показавши-
ми в итоге схожие оценки.

Ключевые слова: Поиск связанности, причинность по Грейнджеру, моделирование по
временным рядам, оценка значимости, суррогатные временные ряды, синхронизация.

Введение

Задача поиска направленной связи между различными системами по их экс-
периментальным временным рядам актуальна во многих областях знания. Извест-
но, что процессы синхронизации препятствуют её решению. В данной работе рас-
сматривается случай, когда связанные однонаправленной связью системы находят-
ся в состоянии фазовой синхронизации. Такие системы достаточно распростране-
ны в природе. Например, это нейронные ансамбли в головном мозге. Существуют
несколько подходов к определению направленной связанности: алгоритмы вычис-
ления частичной направленной когерентности [1], энтропии переноса [2], а также
подходы, основанные на построении прогностических моделей, к которым относит-
ся моделирование фазовой динамики системы [3,4] и используемый в данной работе
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метод причинности по Грейнджеру [5]. Автор разработал его применительно к эко-
номике, однако на данный момент он активно применяется в физиологии, например,
для поиска связанности между областями головного мозга [6, 7], между мозгом и
конечностью [8], в климатологи – для предсказания поведения муссонов [9]. Метод
интересен прежде всего тем, что позволяет оперировать короткими рядами, содержа-
щими малое количество точек или колебаний системы и получать оценки даже ис-
пользуя достаточно несложные модели с аппроксимацией нелинейности полиномами
невысокой степени [10]. Предполагается, что метод позволит выявить направленную
связь в случае фазовой синхронизации, так как учитывает также амплитудную дина-
мику обеих систем. В свете сказанного важную задачу представляет собою оценка
работоспособности метода нелинейной причинности по Грейнджеру вблизи порога
синхронизации.

В данной работе исследовалась способность метода нелинейной причинности
по Грейнджеру выявлять наличие и направление связи для класса однонаправлен-
но связанных синхронизующей связью систем, имеющих чётко выраженный пик
в спектре и демонстрирующих хаотические колебания. Значение параметра связи
варьировалось от нуля до величины, при которой наблюдалась сильная синхрониза-
ция систем. Степень синхронности оценивалась с помощью коэффициента фазовой
синхронизации (который рассчитывался согласно [11]) и по отношению дисперсии
разностного сигнала к дисперсии сигнала ведомой системы. Полученные результаты
проходили проверку на значимость, для чего использовались суррогатные времен-
ные ряды, соответствующие различным гипотезам.

В работе показано, что метод нелинейной причинности по Грейнджеру поз-
воляет выявить преимущественное направление связи даже в случае очень силь-
ной фазовой синхронизации систем. Полученные результаты проходили проверку на
значимость в случае, когда связь действительно присутствовала. Доверительные ин-
тервалы, полученные на основе различных суррогатных временных рядов, лежат на
одном уровне, резкий рост значений наблюдается только в случае сильной синхрони-
зации систем, когда значения коэффициента фазовой синхронизации близки к 0.95.

1. Причинность по Грейнджеру

Напомним суть предложенного Грейнджером метода. Пусть имеются записи
колебаний двух систем – ряд {xn}Nn=1 от системы X и ряд {yn}Nn=1 от системы Y ,
где n = 1, 2, ..., N – дискретное время, N – длина рядов. На основе анализа реа-
лизаций {xn}Nn=1 и {yn}Nn=1, которые в общем случае содержат и шумы, требуется
определить, влияет ли система Y на систему X или нет. На первом шаге строится
индивидуальная модель (динамическая система)

x′n+τ = f(xn, xn−l, . . . , xn−(Ds−1)l, c
s). (1)

Здесь x′n – предсказанное значение в момент времени n (может отличаться от изме-
ренного значения xn); f – аппроксимирующая функция (если она нелинейна, метод
называется нелинейной причинностью по Грейнджеру); l – лаг модели (количество
шагов дискретного времени между точками ряда, образующими Ds-мерный вектор
состояний модели xn(xn, xn−1, ..., xn−(Ds−1)l); τ – дальность прогноза (расстояние
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во времени между предсказываемой точкой и наиболее близкой точкой вектора со-
стояния); Ds – размерность индивидуальной модели (число точек временного ря-
да, составляющих вектор состояния, который реконструируется методом временных
задержек [12, 13]); cs – неизвестный вектор коэффициентов, который подбирается
методом наименьших квадратов так, чтобы минимизировать среднеквадратичную
ошибку аппроксимации (1)

ε2s =
1

N − n′

N∑
n=n′+1

(
x′n − xn

)2
, (2)

где n′ = τ + (Ds − 1)l. Следующим шагом строится совместная модель, в которой
кроме данных из ряда {xn}Nn=1 используется Da членов из ряда {yn}Nn=1

x′′n+τ = g(xn, xn−l, . . . , xn−(Ds−1)l, yn, yn−l, . . . , yn−(Da−1)l, c
j), (3)

где x′′n есть предсказанное моделью значение, cj – коэффициенты совместной мо-
дели. Минимизированная среднеквадратичная ошибка прогноза совместной модели,
аналогично (2), имеет вид

ε2j =
1

N − n′′

N∑
n=n′′+1

(
x′′n − xn

)2
, (4)

где n′′ = τ+ (max(Ds, Da)− 1)l.
При ε2j < ε2s говорят, что Y действует на X (системы связаны). В качестве

меры связанности, как правило, используется показатель улучшения прогноза

PI = 1−
ε2j
ε2s

. (5)

Если PI = 0 (учёт сигнала Y не помог в предсказании X), то считают, что Y
не воздействует на X . Если же PI → 1 (учёт сигнала Y существенно улучшил
предсказание X), считают, что Y воздействует на X .

2. Методика исследования работоспособности метода

В качестве объектов исследования использовались связанные однонаправлен-
ной синхронизующей связью системы Рёсслера [14] (6)

ẋ1 = −x2 − x3,

ẋ2 = x1 + a1x2 + k(y2 − x2),

ẋ3 = b1 − (c1 − x1)x3,
ẏ1 = −y2 − y3,

ẏ2 = y1 + a2y2,

ẏ3 = b2 − (c2 − y1)y3

(6)
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и уравнения генератора Кияшко–Пиковского–Рабиновича [15] (7)
ẋ1 = 0.15x1 + x2 − 0.93x3 + k(y1 − x1),

ẋ2 = −x1,
0.2ẋ3 = x1 − f(x3),
ẏ1 = 0.23y1 + y2 − 0.755y3,

ẏ2 = −y1,
0.2ẏ3 = y1 − f(y3),

f(p) = 8.592p− 22p2 + 14.408p3.

(7)

Коэффициент связи k менялся от 0 (нет связи) до достижения синхронизации: в слу-
чае связанных систем Рёсслера – до k = 1, Кияшко–Пиковского–Рабиновича – до
k = 0.06.

Для обеих систем:

• параметры эталонных осцилляторов были выбраны таким образом, чтобы по-
лучить хаотические режимы для каждой подсистемы как в отсутствии, так и
при наличии связи;

• уравнения интегрировались методом Рунге–Кутты 4-го порядка, с интервалом
выборки ∆t = 0.01;

• отсекался переходный процесс длиной в 1000 единиц безразмерного времени;
• в численном эксперименте использовались ряды длиной 20480 значений;
• в качестве аппроксимирующих функций метода нелинейной причинности по

Грейнджеру использовались полиномы третьей степени, Ds = 2, Da = 1;
• значения τ = 1 и l ∼ T/3, где T – характерный период колебаний системы [16];
• рассчитывалось улучшение прогноза как в направлении, в котором связь дей-

ствительно присутствовала (далее обозначено PI), так и в ложном направле-
нии (далее обозначено rPI).

Использовались два набора параметров для системы Рёсслера, при которых
старшие ляпуновские показатели ведомой системы принимали значения 0.06 (a1 =
0.146, b1 = 0.3, c1 = 10, a2 = 0.16, b2 = 0.2, c2 = 16) и 0.11 (a1 = 0.25, b1 = 0.2,
c1 = 7.5, a2 = 0.21, b2 = 0.15, c2 = 12) при нулевом значении коэффициента связи
k, соответственно.

В качестве наблюдаемых использовались временные ряды координаты x2 для
связанных систем Рёсслера и x1 для уравнений генераторов Кияшко–Пиковского–
Рабиновича. На рис. 1 представлены эти временные ряды для случая сильной син-
хронизации систем. Из графика 1, a видно, что наблюдается синхронизация коле-
баний, однако периодически имеет место некоторое расхождение траекторий соот-
ветствующих координат воздействующей и находящейся под воздействием системы.
Для связанных уравнений генератора Кияшко–Пиковского–Рабиновича графики ко-
ординат демонстрируют более регулярное поведение, видно что график воздейству-
ющей системы имеет опережение порядка π/2.

Полученные в результате применения метода нелинейной причинности по
Грейнджеру значения PI усреднялись по 20 реализациям. После чего проводилась
проверка значимости и специфичности выводов. Для оценки значимости результатов
использовались следующие суррогатные временные ряды.
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Рис. 1. Временные ряды воздействующей системы y(t) и системы, находящейся под воздействием,
x(t) для связанных систем Рёсслера (a) и для связанных уравнений генератора Кияшко–Пиковского–
Рабиновича (б)

• Построенные на основе тех же систем, что и тестировались, но при отсутствии
связи (такое возможно, так как были известны модельные уравнения аттрак-
торов). Данные суррогатные временные ряды рассматривались как эталонные
и проверяющие нулевую гипотезу об отсутствии направленной связи, поэтому
будем называть их «идеальными». Полученный на их основе 95% доверитель-
ный интервал в дальнейшем обозначим PIideal.

• Построенные с помощью случайного задания значений фаз Фурье-образов сиг-
налов [17]. Полученный на основе данных суррогатных рядов 95% доверитель-
ный интервал обозначим PIphase.

• Суррогатные временные ряды, сохраняющие значения функции когерентности
[18]. Полученный на их основе 95% доверительный интервал – PIcoh.

• Суррогатные временные ряды, полученные перестановкой частей временного
ряда системы [19]. Полученный на их основе 95% доверительный интервал –
PItransp.
При оценке значимости создавался набор из 100 суррогатных временных рядов

и оценивался 95% квантиль.
Под специфичностью понимается способность метода показывать наличие свя-

зи в правильную сторону (где она действительно присутствует) и не обнаруживать
связь в обратном направлении (в данной работе рассматривались только однонаправ-
ленно связанные системы).

3. Обсуждение результатов

Результаты исследования работоспособности метода для связанных систем Рёс-
слера со старшими показателями Ляпунова Λ = 0.06 и Λ = 0.11 и связанных
уравнений генератора Кияшко–Пиковского–Рабиновича (Λ = 0.059) представлены
на рис. 2, 3, 4, соответственно.

Для связанных систем Рёсслера меры синхронизации, представленные на гра-
фиках a и б рис. 2 и 3, ведут себя сходно: с ростом значения коэффициента свя-
зи k наблюдается увеличение значения коэффициента фазовой синхронизации Ψx,y

и уменьшение значения ∆x,y – отношения дисперсии разности сигналов к дисперсии
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сигнала, находящегося под воздействием. Это говорит о том, что в данном случае
процессы фазовой и амплитудной синхронизации происходят одновременно. При
этом чем выше значение старшего ляпуновского показателя системы, тем большие k
требуются для достижения одного и того же уровня как Ψx,y, так и ∆x,y.

На графиках г рис. 2 и 3 представлены результаты работы метода нелинейной
причинности по Грейнджеру в зависимости от значения k между системами, а также
95% квантили, полученные с помощью различных подходов к генерации суррогат-
ных временных рядов. Видно, что значения PI в обоих случаях оказываются значи-
мыми, начиная с достаточно малых k ∼ 0.01, при которых уже наблюдается заметная
синхронизация систем Ψx,y ∼ 0.5. При поиске связи в заведомо ложном направле-
нии значения rPI оказываются значимыми при бо́льших значениях k (k > 0.5 при
Λ = 0.11). На графиках в рис. 2 и 3 представлены зависимости разности PI−rPI от
коэффициента связи, на которых наблюдается максимум при значениях k ∼ 0.5, что
соответствует большому значению фазовой синхронизации системы (Ψx,y ∼ 0.9).
Однако значения PI в обоих случаях не достигают единицы, что обусловлено в
первую очередь тем, что используемая модель слишком проста и недостаточно спе-
циализирована для наблюдаемой динамики. При этом следует признать, что метод
способен выявить наличие связи и распознать её как однонаправленную даже при
сильной фазовой синхронизации.

Для связанных систем уравнений генератора Кияшко–Пиковского–Рабиновича
результаты исследования представлены на рис. 4. Значения Ψx,y и ∆x,y растут с

Рис. 2. Для связанных однонаправленной связью систем Рёсслера с старшим ляпуновским показате-
лем, равным 0.06, показаны зависимости следующих величин от значения коэффициента связи между
системами: а – коэффициента фазовой синхронизации; б – отношения дисперсии разности исследуе-
мых временных рядов ведущей и ведомой систем к дисперсии временного ряда исследуемой системы;
в – разности PI − rPI . На графиках г и д – зависимости значений PI и rPI от коэффициента свя-
зи и коэффициента фазовой синхронизации, соответственно, а также 95% доверительные интервалы,
полученные с помощью различных подходов к генерации суррогатных временных рядов
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Рис. 3. Для связанных однонаправленной связью систем Рёсслера со старшим ляпуновским показате-
лем, равным 0.11, показаны зависимости следующих величин от значения коэффициента связи между
системами: а – коэффициента фазовой синхронизации; б – отношения дисперсии разности исследуе-
мых временных рядов ведущей и ведомой систем к дисперсии временного ряда исследуемой системы;
в – разности PI − rPI . На графиках г и д – зависимости значений PI и rPI от коэффициента свя-
зи и коэффициента фазовой синхронизации, соответственно, а также 95% доверительные интервалы,
полученные с помощью различных подходов к генерации суррогатных временных рядов

Рис. 4. Для связанных однонаправленной связью уравнений генератора Кияшко–Пиковского–
Рабиновича показаны зависимости следующих величин от значения коэффициента связи между си-
стемами: а – коэффициента фазовой синхронизации; б – отношения дисперсии разности исследуемых
временных рядов ведущей и ведомой систем к дисперсии временного ряда исследуемой системы;
в – разности PI − rPI . На графиках г и д – зависимости значений PI и rPI от коэффициента свя-
зи и коэффициента фазовой синхронизации, соответственно, а также 95% доверительные интервалы,
полученные с помощью различных подходов к генерации суррогатных временных рядов
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увеличением k, таким образом, происходит фазовая синхронизация исследуемых си-
стем, однако амплитудной синхронизации не происходит. Значения PI также ока-
зываются значимыми начиная с достаточно малых значений коэффициента связи
k ∼ 0.005, что соответствует Ψx,y ∼ 0.15 – более слабой фазовой синхронизации,
чем для связанных систем Рёсслера. Значения rPI оказываются значимыми, начи-
ная с k ∼ 0.03 и Ψx,y ∼ 0.2, то есть имеется небольшой диапазон (как по параметру
связи k, так и по коэффициенту фазовой синхронизации), в котором метод чувстви-
телен и одновременно специфичен. Этот диапазон, однако, гораздо меньше, чем для
системы Рёсслера. Тем не менее всё-таки можно определить преимущественное на-
правление связи: из рис. 4, в видно, что существует хорошо выраженный интервал
значений k, на котором значения PI существенно больше rPI – почти в 10 раз, так
что их разница составляет приблизительно 0.8 при максимально возможном значе-
нии 1. Только при значениях Ψx,y > 0.97 не удаётся различить даже преимуществен-
ное направление связи.

Величины старшего ляпуновского показателя для связанных уравнений гене-
ратора Кияшко–Пиковского–Рабиновича и систем Рёсслера (с первым набором па-
раметров) очень близки и составляют примерно 0.06, но индивидуальная специфика
систем (см. рис. 1) приводит к тому, что в одной паре фазовая синхронизация насту-
пает параллельно с амплитудной, а в другой – нет. При этом в паре систем Рёсслера
все типы использованных суррогатных временных рядов позволяют опознать связь в
заведомо неверную сторону как незначимую для всех рассмотренных значений Ψx,y

за редким исключением (что укладывается в возможные 5% ошибок), в то время
как для пары связанных уравнений генератора Кияшко–Пиковского–Рабиновича уже
при небольших Ψx,y > 0.23 связь в заведомо ложную сторону расценивается по всем
суррогатам как значимая.

Отдельно стоит отметить, что 95% доверительные интервалы для всех спосо-
бов построения суррогатных рядов преимущественно лежат в одном и том же диа-
пазоне. Присутствует увеличение значений 95% доверительных интервалов, полу-
ченных для суррогатов, созданных методом случайного задания фаз Фурье-образов
и сохраняющих функцию взаимной когерентности сигналов, с увеличением значе-
ния k. «Идеальные» суррогаты позволяют получить самую жесткую оценку в случае
малых k, таким образом, можно сказать, что при малых коэффициентах связи прочие
методы занижают уровень значимости.

Заключение

В данной работе на основе связанных однонаправленной синхронизующей
связью систем, имеющих чётко выраженный пик в спектре (обладающих характер-
ным масштабом), было показано следующее.
• Метод нелинейной причинности по Грейнджеру позволяет выявить однона-

правленную связь даже в случае, когда Ψx,y = 0.95, то есть в случае сильной
фазовой синхронизации исследуемых систем; при этом амплитудной синхро-
низации может и не быть.

• Работоспособность метода зависит также от индивидуальных особенностей
систем (формы колебаний), а не от степени нерегулярности системы (значения
старшего ляпуновского показателя).
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• Различные методы оценки значимости на основе генерации суррогатных вре-
менных рядов для рассмотренного класса систем дают сходные результаты,
несмотря на то, что проверяют различные нулевые гипотезы; наблюдается рез-
кий рост значений 95% квантилей в случае сильной синхронизации систем.

• Наблюдается интервал значений k, при котором метод позволяет выявить пре-
имущественное направление связи (когда PI существенно больше rPI).

При этом значимые результаты были достигнуты при использовании в рабо-
те метода достаточно простых аппроксимирующих функций – полиномов третьей
степени размерности два.

Работа выполнена при поддержке РНФ, грант № 14-12-00291.
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INVESTIGATING NONLINEAR GRANGER CAUSALITY METHOD
EFFICIENCY AT STRONG SYNCHRONIZATION OF SYSTEMS

M. V. Kornilov1, I. V. Sysoev1,2
1 Saratov State University

2Kotel’nikov Institute of Radio-engineering and Electronics of RAS, Saratov Branch

Detecting the direction of coupling between systems using records of their oscillations
is an actual task for many areas of knowledge. Its solution can hardly be achieved in case
of synchronization. Granger causality method is promising for this task, since it allows to
hope for success in the case of partial (e.g., phase) synchronization due to considering not
only phases but also amplitudes of both signals.

In this paper using the etalon test systems with pronounced time scale the method
of nonlinear Granger causality was shown to be effective even in the case of strong
phase-locking, with phase synchronization index up to 0.95. Obtained results were tested
for significance by various methods based on surrogates times series generation, which
showed similar estimates.

Keywords: Searching for coupling, Granger causality, modelling from time series, signi-
ficance estimation, surrogate time series, synchronization.
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УДК 537.86

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПЛАТФОРМЫ ARDUINO
В ИЗМЕРЕНИЯХ И ФИЗИЧЕСКОМ ЭКСПЕРИМЕНТЕ

В.И. Пономаренко1,2, А.С. Караваев1,2
1Саратовский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского

2Саратовский филиал Института радиотехники и электроники им. В.А. Котельникова РАН

В работе обсуждаются возможности аппаратно-программной платформы Arduino, как
достаточно универсального и простого инструмента, способного занять определенную
нишу в исследовательском инструментарии. Представлен пример создания на базе дан-
ной платформы радиофизической установки – гибридного хаотического генератора с за-
паздывающей обратной связью.

Ключевые слова: Нелинейная динамика, хаотический генератор, система с запаздывани-
ем, программируемый микроконтроллер, система сбора данных, радиофизическая уста-
новка.

Введение

Проведение экспериментов в радиофизике и электронике требует построе-
ния экспериментальных макетов различных устройств, измерения различных фи-
зических величин и зачастую автоматизированного управления ходом эксперимента.
Современная база электронных компонент и измерительная техника предоставля-
ет весьма широкие возможности для экспериментатора и позволяет создавать из-
мерительные комплексы, обеспечивающие не только сбор данных, но и организа-
цию обратной связи для управления экспериментальным макетом. В то же время
для создания специализированного измерительного комплекса необходимы большие
временные вложения, а также высокая инженерно-техническая квалификация раз-
работчиков. C другой стороны, универсальные платформы, предлагающие готовые
мощные аппаратные модули сбора данных и управления, работающие в широком
диапазоне частот и амплитуд сигналов и обеспечивающие их анализ и обработку, а
также управление оборудованием с помощью легких в освоении языков графическо-
го программирования, обладают при решении ряда задач недостаточной гибкостью.
Они отличаются высокой ценой и часто требуют выделения значительных рабочих
площадей.

В такой ситуации определенную тактическую нишу занимает программно-
аппаратная платформа Arduino. С ее помощью может быть эффективно и быстро
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решен целый ряд задач, связанных с постановкой радиофизического эксперимента.
Платформу отличает низкая цена, наличие бесплатного программного обеспечения,
возможность быстрого освоения за счет использования упрощенных языков про-
граммирования, минимальные требования к наличию дополнительных элементов и
монтажного оборудования. При этом платформа предоставляет широкие возможно-
сти по генерации сигналов, сбору данных и управлению ходом эксперимента.

В данной работе обсуждаются возможности платформы Arduino и приводятся
примеры ее использования в качестве системы сбора экспериментальных данных, а
также для создания лабораторной установки – гибридного хаотического генератора
с запаздывающей обратной cвязью.

В настоящее время существует множество вариантов построения лаборатор-
ных систем, позволяющих осуществлять сбор данных, обработку и анализ сигналов,
а также управление внешним оборудованием. Среди таких решений можно выделить
платформы, объединяющие достаточно мощные аппаратные модули сбора данных и
управления с универсальными драйверами и прикладным программным обеспечени-
ем, реализующим графические языки программирования. Такие системы позволяют
эффективно решать многие технические и исследовательские задачи, минимизируя
затраты времени на разработку, так как предлагаемые аппаратные модули достаточно
универсальны, а системы графического программирования требуют минимального
времени освоения. Разработчику не требуется тратить значительные ресурсы на изу-
чение языков программирования и совершенствование своей квалификации в разра-
ботке электронных систем с программируемыми компонентами. Пожалуй, наиболее
известным примером таких систем является продукция National Instruments [1], объ-
единяющая десятки различных модулей сбора данных, универсальные драйвера под
все распространенные операционные системы и систему графического программи-
рования LabVIEW. Другим примером таких платформ является профессиональная
отечественная система ZETLAB [2], которая хорошо зарекомендовала себя, в том
числе, при решении исследовательских задач [3].

Однако платой за универсальность и минимальное время освоения таких плат-
форм является их недостаточная гибкость – при решении ряда задач не хватает воз-
можностей систем графического программирования и приходится программировать
аппаратные модули, используя обычные языки программирования. Это требует до-
статочно детального изучения технических особенностей устройства используемых
аппаратных модулей сбора данных и управления. Кроме того, распространение та-
ких платформ ограничивает их высокая цена.

Наиболее гибкие возможности дает создание лабораторных установок «с ну-
ля» c использованием дискретных электронных компонент и относительно мелких
микропроцессорных модулей. Например, широкое распространение для таких си-
стем получили Parallax Basic Stamp [4], Handy Board [5], Raspberry PI [6] и др.
В этом случае подразумевается самостоятельная разработка программного обеспече-
ния управляющих микропроцессоров на языках программирования высокого уровня
и языке ассемблера. Однако такая гибкость и минимальные затраты на материалы
достигаются значительными временными затратами и требуют очень высокой инже-
нерной квалификации разработчиков: электронщиков и программистов.

Между двумя подходами, перечисленными выше, существуют промежуточные
решения, объединяющие небольшие, недорогие аппаратные модули и программное
обеспечение в виде «упрощенных» языков программирования, обладающих суще-
ственно большей гибкостью по сравнению с графическими языками программиро-
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вания, но не требующих детального изучения особенностей архитектуры конкрет-
ных семейств микропроцессоров. Одним из наиболее удачных представителей тако-
го класса аппаратно-программных платформ, по мнению авторов, является в насто-
ящее время платформа Arduino.

Значительный опыт авторов по созданию экспериментальных радиофизиче-
ских установок с использованием всех перечисленных выше подходов позволяет
утверждать, что платформа Arduino, занимает определенную тактическую нишу, су-
щественно снижая время и стоимость разработки при решении целого ряда научно-
технических задач.

Arduino – это простая в использовании открытая электронная платформа, вклю-
чающая так называемые стартовые наборы разработчика (starter kit) и открытое
программное обеспечение и предназначенная для быстрого создания интерактивных
электронных устройств [7]. Она была создана группой энтузиастов, которые пози-
ционировали свою разработку как платформу для быстрой реализации небольших
проектов. Arduino строится на базе микроконтроллеров Atmel [8, 9] и используется
для получения сигналов от аналоговых и цифровых датчиков, управления различ-
ными исполнительными устройствами и обмена информацией с компьютером при
помощи различных интерфейсов.

Все эти устройства представляют собой простые в использовании наборы,
предлагающие схожую функциональность. Arduino, в свою очередь, тоже упроща-
ет процесс работы с микроконтроллерами и позволяет при создании простых про-
ектов обойтись без пайки элементов, используя сборку электромеханическими со-
единителями на макетных платах. Arduino имеет ряд преимуществ перед другими
устройствами. Во-первых, это низкая стоимость (розничная цена некоторых модулей
Arduino ниже 10 долларов). Во-вторых, программное обеспечение Arduino работает
под управлением всех наиболее распространенных операционных систем: Windows,
Macintosh OS X и Linux, в то время как большинство других устройств ограничи-
вается одной системой (либо Windows, либо Linux). В-третьих, простая и понятная
среда программирования – среда Arduino – подходит как для начинающих пользова-
телей, так и для опытных разработчиков, экономящих свое время. Само программ-
ное обеспечение Arduino может быть модифицировано опытными пользователями,
поскольку весь проект изначально предполагает открытую архитектуру с возмож-
ностью расширения. Пользователи, желающие максимально полно и эффективно
использовать возможности микроконтроллера, могут без ограничений использовать
любые сторонние компиляторы и внутрисхемные программаторы.

Эта реализация оказалась настолько удачной, что получила широкое распро-
странение для применения в быту, при создании игрушек, а также среди любите-
лей робототехники. В последнее время профессионалы также все чаще использу-
ют Arduino для быстрого решения текущих задач. Существует множество интернет-
ресурсов, ориентированных на поддержку разработок на базе Arduino, в том числе
на русском языке [10].

1. Компоненты платформы Arduino

1.1. Аппаратная часть платформы Arduino. Существует более 20 вари-
антов базовых модулей Arduino [11] и не менее десятка плат расширения для них.
Существует также огромное количество разработок как азиатских, так и отечествен-
ных компаний, обеспечивающих совместимость с Arduino. Базовые модули отлича-
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ются габаритами, моделями и количеством предустановленных микроконтроллеров,
а также набором предустановленных дополнительных элементов. К последним отно-
сятся: стабилизаторы на разные напряжения питания, светодиоды, тактовые кнопки,
разъемы цифровых портов и коммуникационные разъемы (USB, COM-порты и дру-
гие), компоненты, обеспечивающие зарядку Li-Pol аккумуляторов и т.п.

Самый маленький базовый модуль – Arduino Mini (рис. 1, а) имеет стаби-
лизатор питания на 5 В, микроконтроллер Atmel ATmega168, 16 МГц кварцевый
резонатор и 24-контактный разъем, контакты которого могут быть программно скон-
фигурированы для использования в качестве цифровых линий ввода-вывода, выхо-
дов ШИМ, последовательных интерфейсов UART, SPI, I2C. Несколько линий могут
использоваться в качестве входов 10-битного АЦП.

Базовый модуль Arduino Uno (рис. 1, б) имеет 2 предустановленных микро-
контроллера: прогрессивный ATmega328, поддерживающий частоты тактирования
до 20 МГц и имеющий 32 Кбайт флеш-памяти команд и 2 Кбайт SRAM-памяти
данных, а также ATmega8U2, аппаратно поддерживающий обмен данными через ин-
терфейс USB.

Для разработчиков, которым важно наличие большого объема памяти, несколь-
ких цифровых интерфейсов и большого количества цифровых линий ввода-вывода,
удачным решением может оказаться Arduino Mega ADK c установленным микро-
контроллером ATmega2560, поддерживающая режим USB-host. Arduino Mega ADK
поддерживает до 54 цифровых линий ввода-вывода, до 14 каналов ШИМ, до 16
входов 10-битного АЦП. Имеется 4 последовательных порта UART, 5 интерфей-
сов SPI, 6 независимых таймеров. Микросхема имеет 256 Кбайт встроенной флеш-
памяти, 8 Кбайт SRAM-памяти данных, 4 Кбайт EEPROM и работает на скорости
до 16 MIPS.

Самым мощным решением в настоящее время является плата Arduino Due
(рис. 2), имеющая предустановленный 32-битный микроконтроллер с ARM-ядром
(Atmel SAM3X8E ARM Cortex-M3 в 144-выводном корпусе). Процессор работает на
тактовой частоте 84 МГц (до 84 MIPS) и имеет 96 Кбайт ОЗУ, 512 Кбайт флеш-
памяти, контроллер прямого доступа к памяти. Плата поддерживает до 54 цифровых
линий ввода-вывода, до 12 каналов ШИМ, l6 каналов 12-битного АЦП, 2 канала 12-
битного ЦАП, 4 UART, 3 интерфейса SPI, 2 интерфейса I2C, поддерживается USB

Рис. 1. Внешний вид Arduino Mini (а) и Arduino UNO (б)
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Рис. 2. Внешний вид Arduino DUE

OTG.
Разработчики Arduino используют в своих платах микропроцессоры фирмы

Atmel, являющейся признанным мировым лидером в сегменте 8-битных микрокон-
троллеров.

Платы расширения подключаются через электромеханические разъемы к базо-
вым платам, обеспечивая возможности подключения к компьютерной сети по про-
водным каналам (плата расширения Ethernet Shield), беспроводным каналам (плата
расширения WiFi), организацию передачи данных между устройствами по цифрово-
му радиоканалу Zigbee (Maxstream Xbee Zigbee). Существуют платы расширения со
специализированными токовыми драйверами, обеспечивающие подключение элек-
тромоторов постоянного тока, шаговых двигателей и сервомоторов (Motor Shield) и
другие платы [4].

1.2. Программное обеспечение. Программный комплекс состоит из среды
разработки Arduino и программного модуля, расположенного в разделе загрузчика
(bootloader) флеш-памяти микроконтроллера. Наличие загрузчика позволяет не ис-
пользовать внешний ISP-программатор, а загружать микрокод непосредственно че-
рез USB, используя специализированную утилиту. Среда разработки Arduino напи-
сана на языке JAVA и является кроссплатформенной. Она включает редактор про-
граммного кода, отладчик, утилиту-программатор, систему помощи, библиотеки под-
программ и др. элементы. Среда имеет дружественный интуитивно понятный интер-
фейс в стиле Windows (рис. 3).

Доступны версии для Linux, Mac OS X и Windows. Для загрузки программ
и связи с микроконтроллером среда разработки подключается к аппаратной части
Arduino по USB-интерфейсу в режиме виртуального COM-порта. Среда разработки
основана на языке программирования Processing [12], специально спроектированном
для быстрого освоения людьми, не являющимися профессиональными программи-
стами и не имеющими специального опыта работы с микроконтроллерами. Именно
поэтому программирование на Arduino очень просто осваивается даже школьника-
ми. Язык программирования аналогичен используемому в проекте Wiring [13]. Это
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Рис. 3. Окно программной среды Arduino с программой, обеспечивающей мигание светодиодом

язык стилистически очень близкий к C++ и дополненный большим набором биб-
лиотек, позволяющих легко настраивать и использовать аппаратные модули мик-
роконтроллеров, не тратя время на детальное изучение особенностей внутренней
программно-аппаратной реализации этих модулей. Все программное обеспечение
является свободно распространяемым, бесплатным и имеет открытый исходный код.
Проект является плодом коллективных усилий большого числа людей во всем ми-
ре. Все исходные коды, библиотеки и примеры программ доступны для скачивания,
использования и модификации (см., например, [7,8]).

Программа, написанная в среде Arduino, называется «скетч». После написания
скетча его нужно загрузить в контроллер (кнопка «загрузить» в среде), после чего
программа немедленно начинает выполняться.

1.3. Модульная структура платформы Arduino. Благодаря тому, что весь
проект Arduino является открытым, и его программные продукты и принципиаль-
ные схемы доступны в сети Интернет, многие сторонние производители выпускают
совместимые модули, существенно расширяющие функционал базовой платы. От-
крытое программное обеспечение, в свою очередь, позволяет сторонним разработ-
чикам создавать дополнительные программные модули, поддерживающие новые или
существующие аппаратные элементы.

Для управления двигателями постоянного тока, шаговыми двигателями и сер-
вомоторами разработаны силовые модули управления двигателями, для обеспечения
беспроводной связи выпускают радиомодули, поддерживающие ZeegBee, Bluetooth,
WiFi и другие стандарты радиопередачи. Есть специализированные модули, обеспе-
чивающие связь по Ethernet. Существуют также модули, предназначенные для орга-
низации работы с ЖК и LCD индикаторами, подключаемые к Arduino видеокамеры
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Рис. 4. Некоторые датчики платформы Arduino

и многое другое.
Платформа Arduino активно развивается, и в настоящее время доступно боль-

шое число аналоговых и цифровых датчиков, предназначенных для оценки самых
разнообразных аналоговых величин [14]. К ним относятся датчики магнитного по-
ля, температуры, влажности, освещенности, ультразвуковые датчики для измерения
расстояния и многие другие. На рис. 4 приведены некоторые из датчиков, подклю-
чаемых к Arduino.

Существуют как аналоговые, так и цифровые датчики для платформы. Анало-
говые датчики подключаются к входам АЦП, цифровые могут быть подключены к
цифровым линиям ввода-вывода. Разрешение АЦП для модулей с 8-битными кон-
троллерами Atmel составляет 10 бит, для ARM-микроконтроллера на Arduino Due –
12 бит.

2. Пример программирования: получение данных
натурного эксперимента при помощи Arduino

Важным этапом практически любого современного натурного эксперимента
является сбор данных с установки и их сохранение в цифровом виде на компьютере
для последующей обработки и анализа.

Даже такая простая плата, как Arduino Nano, позволяет оцифровывать и пе-
редавать в компьютер экспериментальные сигналы с 10-битным разрешением, кото-
рого зачастую достаточно для проведения измерений. В качестве примера приведем
текст скетча (Листинг 1), позволяющего оцифровывать аналоговый сигнал с датчи-
ка, подключенного к входу A0 платы, с частотой 500 Гц и отправлять результат в
персональный компьютер (ПК) по интерфейсу UART (COM-порт).

int sensorValue=0; // Âåëè÷èíà èçìåðåííîãî íàïðÿæåíèÿ

void setup() { // Ðàçäåë îäíîêðàòíîé èíèöèàëèçàöèè

Serial.begin(9600); // Èíèöèàëèçàöèÿ UART, ñêîðîñòü 9600 áîä
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}

void loop() { // Ðàçäåë öèêëè÷åñêèõ äåéñòâèé

sensorValue = analogRead(A0); // ×èòàåì âõîä A0

Serial.println(sensorValue); // ðåçóëüòàò îòïðàâëÿåì â UART

delay(2);// Çàäåðæêà 2 ìñ ïåðåä ñëåäóþùèì ÷òåíèåì

}

Листинг 1. Текст скетча для оцифровки аналогового сигнала с датчика

Скетч может работать на всех платах Arduino. Платы, поддерживающие интер-
фейс USB (например, Arduino Nano), позволяют передавать данные в ПК по этому
физическому интерфейсу в режиме виртуального COM-порта (VCP). Таким образом,
с точки зрения программиста, на ПК данные приходят с COM-порта и могут быть
сохранены стандартным программным обеспечением, например, программой Hyper
Terminal.

Аналогичная программа для платы Arduino, написанная на языке Си, получа-
ется значительно более громоздкой и менее наглядной. Приведенный ниже пример
написан для популярного в среде программистов микроконтроллеров Atmel компи-
лятора WinAVR. Предполагается, что используется внешний кварцевый резонатор с
частотой 16 МГц как, например, в Arduino Nano (Листинг 2).

#include <avr\io.h> // Íåîáõîäèìûå çàãîëîâî÷íûå

#include <avr\interrupt.h> // ôàéëû ïîäêëþ÷àþòñÿ

#include <avr\signal.h> // çäåñü

int sensorValue=0; // Âåëè÷èíà èçìåðåííîãî íàïðÿæåíèÿ

unsigned int analogRead(unsigned char Channel){

//Ôóíêöèÿ îïðàøèâàåò êàíàë Channel

ADMUX=(1< <REFS0)|(1<<ADLAR)|Channel;//Èñòî÷íèê îïîðû AVCC,

//Single Ended êàíàë Channel

ADCSRA|=(1<<ADSC); // Çàïóñê ïðåîáðàçîâàíèÿ

while (ADCSRA&(1¾ADSC)); // Îæèäàåì îêîí÷àíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

return ADC; //Âîçâðàùàåì 10 áèòíûé ðåçóëüòàò

}

void adcInit(void){//Îäíîêðàòíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ ÀÖÏ

ADMUX=(1<<REFS0); //Îïîðà AVCC

//Âêëþ÷èòü ÀÖÏ, äåëèòåëü òàêòà ÀÖÏ /128,

ADCSRA=(1<<ADEN)|(1<<ADPS2)|(1<<ADPS1)|(1<<ADPS0);

adcGet8(0); //Èíèöèàëèçèðóþùèé ïåðâè÷íûé îïðîñ ÀÖÏ "âõîëîñòóþ"

}

void uartSend(unsigned char X){ //Àñèõðîííàÿ ïåðåäà÷à áàéòà

while( !( UCSRA & (1¾UDRE)) );//Æäåì îêîí÷àíèÿ ïðåäûäóùåé ïåðåäà÷è

UDR=X; //Ïîñëàòü áàéò â UART

}

void uartInit(void){ //Îäíîêðàòíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ UART

//Èíèöèàëèçàöèÿ UART: 9600 áîä ïðè 16 ÌÃö êâàðöåâîì ðåçîíàòîðå

//Ôîðìàò: 8 áèò äàííûõ, 1 ñòîï-áèò, êîíòðîëÿ ÷åòíîñòè íåò

UBRRL=103; //Íàñòðîéêà ñ÷åò÷èêà UART 9600 áîä

UCSRB=(1<<TXEN)|(1<<RXEN); // Âêëþ÷èòü ïðèåìíèê è ïåðåäàò÷èê
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}

unsigned char timerDelay2ms(void){ //Çàäåðæêà 2 ìñ

if(TCNT1>=125) {

TCNT1=0;

return 1;

}

return 0;

}

void timerInit(void){ //Îäíîêðàòíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ òàéìåðà 1

TCCR1B=(1<<CS12); //Ñòàðò òàéìåðà c äåëèòåëåì ÷àñòîòû 256

TCNT1=0;//Ñáðîñ ñ÷åò÷èêà òàéìåðà

}

void main(void) {

adcInit();

uartInit();

timerInit();

while(1) {// "Âå÷íûé"öèêë

if (timerDelay2ms()){

sensorValue=analogRead(0); // ×èòàåì âõîä 0 ÀÖÏ

//Ðåçóëüòàò îòïðàâëÿåì â UART äâóìÿ 8-áèòíûìè ïîñûëêàìè

uartSend(sensorValue>>8);// Ñíà÷àëà ñòàðøèå 2 áèòà

uartSend(sensorValue); // çàòåì ìëàäøèå 8 áèò

}

}

}

Листинг 2. Пример оцифровки аналогового сигнала на языке Си

Программа на языке Си имеет заметно больший объем [15]; кроме того, для
программирования микроконтроллера требуется наличие специального программа-
тора и специализированных знаний об аппаратных особенностях реализации кон-
кретного микроконтроллера, а также навыков и опыта его программирования. Про-
грамма для Arduino на языке Processing является более компактной и универсальной,
оставаясь работоспособной не только для всех плат с 8-битными микроконтроллера-
ми, но даже для Arduino Due с микроконтроллером ARM. Кроме того, при создании
программы на языке Processing не требуется тратить значительное время на изуче-
ние особенностей программирования конкретных аппаратных модулей конкретных
микроконтроллеров, что неизбежно при использовании компиляторов Си. Таким об-
разом, использование платформы Arduino позволяет быстро и с минимальными за-
тратами проводить разнообразные измерения в физическом эксперименте.

3. Генератор с запаздыванием на Arduino DUE

Arduino DUE – самая мощная на сегодняшний день плата платформы, со встро-
енным 12-битными АЦП и ЦАП. Наличие богатой периферии позволяет создать
множество полезных приложений для использования в эксперименте.
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В качестве примера использования Arduino DUE ниже описана созданная на-
ми с минимальным количеством дополнительных электронных компонент радиофи-
зическая экспериментальная установка – хаотический генератор с запаздывающей
обратной связью, описываемый уравнением

εẋ(t) = −x(t) + λ− x2(t− τ), (1)

где x(t) – состояние системы в момент времени t; λ – управляющий параметр; τ –
время запаздывания; ε – параметр, характеризующий инерционность системы.

Генератор (1) является популярным объектом исследования в нелинейной ди-
намике и представляет собой кольцо, состоящее из линии задержки, квадратичного
нелинейного элемента и фильтра низких частот первого порядка. Блок-схема такого
генератора, созданного на базе Arduino DUE, приведена на рис. 5.

Линия задержки создана в оперативной памяти микроконтроллера в виде коль-
цевого буфера. Нелинейная функция реализована при помощи цифровых вычисле-
ний внутри микроконтроллера, а интегрирование сигнала осуществляется анало-
говым RC-фильтром нижних частот первого порядка. Величина резистора исполь-
зуется в качестве управляющего параметра (R – переменный резистор 200 кОм,
C=2200 пФ). На входе и выходе фильтра включены повторители DA1.1, DA1.2, со-
бранные на операционном усилителе AD822.

Благодаря наличию аналогового интегратора, данная лабораторная модель пред-
ставляет собой полноценный радиофизический хаотический генератор с запаздыва-
нием. Вместе с тем цифровая реализация линии задержки и нелинейного преобра-
зования позволяет в ходе исследований в широких пределах изменять время запаз-
дывания τ и управляющий параметр λ, задавая эти параметры с высокой точностью.
Устройство с аналогичной компоновкой использовалось, в частности, в эксперимен-
тальных исследованиях в работе [16].

Особенности реализации генератора с запаздыванием на базе микроконтрол-
леров Atmel с использованием целочисленной арифметики подробно обсуждаются в
[17,18]. Программа на языке Processing, реализующая описанный в указанных рабо-
тах алгоритм, компактна, и ее листинг приводим полностью (Листинг 3).

Рис. 5. Блок-схема генератора с запаздыванием на Arduino DUE
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#define TAU 100 // Âðåìåííàÿ çàäåðæêà

#define IC 5 // Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

int DelayLine[TAU]; // Ëèíèÿ çàäåðæêè

int RP, WP; // Óêàçàòåëè, õðàíÿùèå èíäåêñû ýëåìåíòîâ ìàññèâà,

// ñîîòâ. îòêóäà/êóäà îáðàòèòüñÿ ñëåäóþùàÿ êîìàíäà

// ÷òåíèÿ/çàïèñè DelayLine

int i;

int Lambda; // Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð

long XSQR; // Êâàäðàò äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé

int X; // äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ X(t)

int XDL; // X(t-TAU)

void setup() {

RP=0;

WP= TAU -1;

//Èíèöèàëèçàöèÿ ëèíèè çàïàçäûâàíèÿ è äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé

X=IC;

for(i=0;i<=TAU-1;i++) DelayLine[i]=IC;

Lambda=2000; // Çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà 1.95,

// ñîîòâåòñòâóþùåå õàîòè÷åñêèì àâòîêîëåáàíèÿì

analogReadResolution(12); // Çàäàòü ðàçðåøåíèå ÀÖÏ, áèò

analogWriteResolution(12); // Çàäàòü ðàçðåøåíèå ÖÀÏ, áèò

}

void loop() {

X=analogRead(A0); // ñ÷èòûâàåì äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ ñ

// âûõîäà ôèëüòðà ÷åðåç ÀÖÏ

X=X-2048; // Ó÷åò ñäâèãà äèíàìè÷åñêîãî äèàïàçîíà ÀÖÏ

DelayLine[WP]=X; // Ïîìåùàåì çíà÷åíèå ñ âûõîäà ôèëüòðà â

// ëèíèþ çàäåðæêè,

if (WP>=TAU-1) // ðåàëèçîâàííóþ â âèäå êîëüöåâîãî áóôåðà

WP=0;

else

WP++;

XDL=DelayLine[RP]; // èçâëåêàåì èç ëèíèè çàäåðæêè X[t-TAU]

if (RP>=DELAY-1)

RP=0;

else

RP++;

XSQR=XDL*XDL/1024; // Âîçâîäèì X(t-TAU) â êâàäðàò è ìàñøòàáèðóåì

X=Lambda-XSQR; // Âû÷èñëÿåì íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

X=X+2048; // Ó÷åò ñäâèãà äèíàìè÷åñêîãî äèàïàçîíà ÖÀÏ

analogWrite(DAC0,X); // Îòïðàâëÿåì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé íà âõîä

// ôèëüòðà ÷åðåç ÖÀÏ

}

Листинг 3. Реализация хаотического генератора с запаздыванием на языке Processing
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Рис. 6. а – фотография лабораторной установки – генератора с запаздывающей обратной связью, опи-
сываемого уравнением (1). Аналоговый интегратор (см. рис. 5) собран в виде мезонинной платы над
платой Arduino DUE, реализующей цифровые преобразования. б – временная реализация генератора в
хаотическом режиме

На рис. 6 приведена фотография лабораторной установки – генератора с за-
паздывающей обратной связью (а) и осциллограмма напряжения на выходе ЦАП
Arduino DUE (б), демонстрирующая хаотические колебания генератора с запаздыва-
ющей обратной связью с квадратичной нелинейностью.

Заключение

Использование платформы Arduino в физическом эксперименте дает возмож-
ность просто и быстро решить множество технических задач, связанных с измерени-
ями, передачей данных в компьютер и управлением исполнительными устройствами
при весьма умеренной стоимости.

Продемонстрировано использование платформы Arduino для простейших из-
мерений аналогового напряжения, а также для создания экспериментальной радио-
физической установки – гибридного хаотического генератора с запаздывающей об-
ратной связью с квадратичной нелинейностью, инерционный элемент которого пред-
ставляет собой аналоговый RC-фильтр.

Немаловажно, что при построении макетов от монтажа пайкой удается пол-
ностью отказаться или свести его к минимуму. Как показал опыт практического
использования, возможности платформы Arduino при создании экспериментальных
макетов позволяют существенно сэкономить временные и материальные затраты.

Работа выполнена при государственной поддержке ведущих научных школ,
грант НШ-1726.2014.2 и при поддержке РФФИ, грант № 13-02-00227.
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This paper discusses the possibility of a hardware-software platform Arduino, as
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a relatively simple and flexible tool that could occupy a niche in the research tools.
Radiophysical chaotic oscillator with delayed feedback was created on the base of Arduino.

Keywords: Nonlinear dynamics, chaotic oscillator, delayed feedback system, programmable
microcontroller, data acquisition system, radiophysical installation.
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УДК 537.311.322

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ФОРМИРОВАНИЯ
ПРОСТРАНСТВЕННО-НЕОДНОРОДНОЙ СТРУКТУРЫ В P-I-N ДИОДЕ

Д. А. Усанов, С. С. Горбатов, В. Ю. Кваско, А. В. Фадеев

Саратовский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского

Приведены результаты экспериментальных исследований с помощью ближнеполево-
го сканирующего СВЧ микроскопа стационарных распределений напряженности элек-
трического поля и концентрации носителей заряда в p-i-n диоде, а также выполнен чис-
ленный расчет этих величин, с учетом зависимости подвижности и коэффициента диф-
фузии электронов и дырок от напряженности электрического поля. Показано, что вблизи
контактов распределение поля и проводимости носит характер чередующихся максиму-
мов и минимумов.

Ключевые слова: Ближнеполевая СВЧ микроскопия, p-i-n диод, подвижность, коэффици-
ент диффузии.

Введение. Постановка задачи

В работе [1] продемонстрирована возможность экспериментального исследо-
вания распределения поля и концентрации носителей заряда бесконтактным мето-
дом с использованием ближнеполевого сканирующего СВЧ микроскопа в диоде Ган-
на при прохождении через него электрического тока. Была экспериментально обна-
ружена и подтверждена теоретически возможность существования многодоменного
режима работы диодов Ганна.

Представляет интерес использование результатов измерений с применением
ближнеполевого СВЧ микроскопа для уточнения представлений о физике работы
другого широко распространенного в практике прибора – p-i-n диода, то есть ди-
ода, в котором области электронной (n) и дырочной (p) проводимостей разделены
областью кристалла с собственным типом проводимости (i). Согласно большинству
опубликованных работ, усредненное распределение напряженности электрического
поля и концентрации носителей заряда в p-i-n диоде при прямом смещении не имеет
пространственных осцилляций вблизи контактов [2–4]. В то же время из результатов
измерений контактными методами [5] следует, что вблизи p-i и i-n переходов эти рас-
пределения могут носить характер чередующихся максимумов и минимумов. Однако
результаты такого рода измерений можно связывать, например, с неоднородностями
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на поверхности диода, с изменением режима работы зондов при пропускании тока
через p-i-n диод и другими факторами. В отличие от контактных методов ближ-
неполевая сканирующая СВЧ микроскопия дает возможность проводить измерения
бесконтактно и измерять подповерхностные свойства материалов, что позволяет из-
бежать погрешностей, связанных с дефектами на сканируемой поверхности.

Теоретическое описание возможности возникновения пространственных ос-
цилляций электрического поля и концентрации носителей заряда при биполярном
дрейфе в p-i-n диоде было приведено в работе З.С. Грибникова [6]. Однако в этой
работе прямых сопоставлений с результатами экспериментальных исследований не
проводилось. Кроме этого, при теоретическом описании для объяснения экспери-
ментов уравнения Пуассона и полного тока записывались с учетом предположения
о наличии малых осцилляций подвижности электронов и дырок в диоде.

1. Описание установки. Методика измерений

Были проведены исследования бескорпусного диода типа 2А513А-1 с помо-
щью разработанного ближнеполевого сканирующего СВЧ микроскопа (рис. 1, а) [7]
и измерительной электродинамической системы [8].

Источником зондирующего ближнего поля служил заостренный зонд 12, свя-
занный с резонатором через петлю связи 13. СВЧ сигнал от генератора, источником

Рис. 1. а – ближнеполевой СВЧ микроскоп [7], б – измерительная электродинамическая система [8]
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которого служил генератор 6 качающейся частоты типа ГКЧ-61, поступал в СВЧ
измерительный волноводный тракт, состоящий из двух плеч – опорного 4 и изме-
рительного 3, которые были включены по схеме измерения КСВН. Резонансная си-
стема 2 представляла собой штырь 10 и короткозамыкатель 9, имеющий выемку 11.
В ходе эксперимента расстояние между короткозамыкателем 9 и штырем 10 изменя-
лось до возникновения резонанса, характеризующегося малым коэффициентом от-
ражения, после чего это расстояние фиксировалось. Отраженный от исследуемого
диода сигнал регистрировался панорамным индикатором 5 КСВН и ослабления типа
Я2Р-67, в котором фиксировались значения частоты резонанса fрез и коэффициента
отражения Rотр. Полученный низкочастотный сигнал, несущий информацию о ве-
личине КСВН, через аналогово-цифровой преобразователь 7 типа L-Card Е14-140
поступал в компьютер 8 для последующей обработки с использованием программ-
ной среды MathCAD.

Резонатор характеризовался следующими размерами: h = 6.5 мм, g = 1 мм,
d = 0.9 мм. Размеры выемки: s = 7 мм; w = 2.15 мм. Расстояние k между штырем
и короткозамыкателем не превышало λ/10.

Сканирование свойств p-i-n диода проводилось путем перемещения площад-
ки 1, на которой был расположен p-i-n диод, относительно зонда с шагом 2 мкм
при различных значениях плотности тока, протекающего через p-i-n диод (рис. 1, б).
Расстояние между зондом и гранью кристалла составляло 1 мкм. Диаметр иглы зон-
да составлял 0.25 мкм. Плотность тока изменялась в интервале от 0 до
5.04 · 102 А/см2. Зондирование диодной структуры производилось на области протя-
женностью 260 мкм.

2. Экспериментальные результаты и их обсуждение

По результатам сканирования были получены профили распределения СВЧ от-
клика (рис. 2, а) по координате при различных значениях плотности тока, поданного
на диод. СВЧ отклик определялся как модуль коэффициента отражения СВЧ излу-
чения R(x) на частоте 11.45 ГГц, соответствующей резонансному пику резонатора с
зондом.

Зависимость уровня СВЧ отклика от пространственной координаты в рассмат-
риваемом случае связана с изменением проводимости p-i-n диода по длине кри-
сталла при практически неизменной диэлектрической проницаемости. Зависимость
распределения концентрации носителей заряда от координаты в p-i-n диоде имеет
три характерных области:

• область вблизи p-i перехода, где концентрация носителей заряда высока и ве-
лико значение градиента вследствие инжекции;

• область квазинейтральной базы, где распределение носителей заряда однород-
но вдоль длины;

• область вблизи n-i перехода, где концентрация носителей заряда и ее градиент
велики вследствие инжекции носителей заряда.

Из приведенных на рис. 2, а графиков видно, что при увеличении плотности
тока выше некоторого критического значения в диоде появляется немонотонная зави-
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Рис. 2. а – зависимость коэффициента отражения от координаты сканирования при различных плотно-
стях тока j × 10−2, А/см2: 1 – 0, 2 – 0.63, 3 – 1.89, 4 – 3.15, 5 – 5.04. б – схематическое изображение
p-i-n диода

симость распределения проводимости вдоль диода. В данном случае проводимость
имеет в зависимости от величины протекающего через диод тока различное число
максимумов и минимумов. Наблюдаемое пространственное распределение можно
интерпретировать как паттерн, сформированный в результате последовательных пе-
реходов по мере увеличения тока через диод от состояния, в котором не наблюдается
пространственных осцилляций в области контакта, к состоянию, отвечающему на-
личию ряда таких осцилляций.

3. Теоретические расчеты и их обсуждение

Были выполнены компьютерные расчеты стационарного распределения элек-
трического поля и концентрации носителей заряда в p-i-n диоде с учетом зависимо-
сти подвижности и коэффициента диффузии электронов от напряженности электри-
ческого поля. Краевая задача решалась с использованием функции bvp4c математи-
ческого пакета Matlab 2009.

Расчеты в рамках одномерной задачи основывались на численном решении
уравнения Пуассона

εε0
dE

dx
= e ((p− p0)− (n− n0)) (1)

совместно с уравнением полного тока в диоде

j = e(nµn(E) + pµp(E))E + eDn(E)
dn

dx
− eDp(E)

dp

dx
, (2)

где j – плотность тока, протекающего через p-i-n диод; e – заряд электрона; E –
напряженность электрического поля; µn(E) – зависимость подвижности электронов
от напряженности электрического поля в кремнии; µp(E) – зависимость подвиж-
ности дырок от напряженности электрического поля в кремнии; Dn(E) – зависи-
мость коэффициента диффузии электронов от напряженности электрического поля;
Dp(E) – зависимость коэффициента диффузии дырок от напряженности электри-
ческого поля; ε – диэлектрическая проницаемость кремния; ε0 – диэлектрическая
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постоянная; n – концентрация электронов проводимости; n0 = 3.7 · 1010 см−3 –
равновесная концентрация электронов проводимости в i-области; p – концентрация
дырок; p0 = 3.7 · 1010 см−3 – равновесная концентрация дырок в i-области.

Для расчета зависимости подвижности в кремнии от напряженности электри-
ческого поля использовалось соотношение, приведенное в [9],

µ(E) = µ0p,n(1− βp,nE2), (3)

где µ0p = 600 см2/(В · с), µ0n = 1500 см2/(В · с), βp = 1.8 · 10−8 см2/В2,
βn = 4.9 · 10−8 см2/В2.

В качестве расчетных формул для Dn(E) и Dp(E) были использованы по-
лученные нами следующие выражения, аппроксимирующие известные для Si [10]
экспериментальные зависимости:

Dn(E) = ae−
(E−b)2

c + d, Dp(E) = ke−
(E−b)2

m + d, (4)

где для Si: a = 29 см2/с, b = 2 · 103 В/см, c = 1.73 · 107 В2/см2, d = 7 см2/с,
k = 9 см2/с, m = 0.99 · 107 В2/см2.

В соответствии с [11] в качестве граничных условий использовались соотно-
шения {

E(0) = 0,

E(l) = 0,
(5)

где l – длина i-области p-i-n диода. Физический смысл данных граничных условий
– преобладание диффузионной компоненты плотности полного тока над дрейфовой
компонентой при x = 0, l.

Решение уравнения (2) с граничными условиями (5) позволяет найти распреде-
ление электрического поля E(x) вдоль диода. Результаты численного моделирования
приведены на рис. 3.

Распределение разности концентраций неравновесных носителей заряда вдоль
i-области диода можно получить, подставляя полученное решение для E(x) в (1).

Рис. 3. Профили распределения напряженности электрического
поля вдоль кристалла p-i-n диода при различных плотностях тока
j × 10−2, А/см2 : 1 – 0.3, 2 – 0.63, 3 – 3.15, 4 – 5.04

Как видно из рис. 4, распре-
деление разности концен-
траций неравновесных но-
сителей заряда имеет три
характерные области: об-
ласти у каждого контакта,
где наблюдаются простран-
ственные осцилляции кон-
центрации носителей заря-
да и область квазинейтраль-
ности, где такие осцилля-
ции не наблюдаются, что
согласуется с результатами
наших экспериментальных
исследований.
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Рис. 4. Профили распределения неравновесной компоненты концентрации вдоль кристалла p-i-n диода
при различных плотностях тока j × 10−2, А/см2: 1 – 0.3, 2 – 0.63, 3 – 3.15, 4 – 5.04

В результате численного решения уравнения (2) с граничными условиями (5)
получаем массив значений напряженности поля вдоль i-области p-i-n диода и мас-
сив значений производной от напряженности поля вдоль i-области p-i-n диода. Эти
два массива позволяют нам изобразить поведение траекторий на фазовой плоскости
(E, dE/dx).

На рис. 5 приведены результаты расчетов фазовых портретов для двух значе-
ний плотности тока. Фазовый портрет для плотности тока 0.63 · 102 А/см2 суще-
ственно отличается от портрета для плотности тока 5.04 · 102 А/см2, при которой на
диаграмме можно видеть несколько замкнутых контуров.

На рис. 6 приведен фазовый портрет на плоскости (E, dE/dx) для случая,
когда коэффициент диффузии от поля не зависит. Сравнение двух фазовых порт-
ретов показывает, что теоретически рассчитанные фазовые портреты (см. рис. 5)
хорошо согласуются с измерениями (см. рис. 2 и рис. 3), чего не наблюдается для
фазового портрета, приведенного на рис. 6. Это подтверждает принципиальную важ-
ность учета зависимости коэффициента диффузии для основных носителей заряда
от электрического поля, действующего на эти носители, при описании процессов,
протекающих в p-i-n диодах.

Таким образом, показано, что с увеличением тока через p-i-n диод происходит
изменение пространственных распределений поля и концентрации носителей заряда
от отсутствия пространственных осцилляций вблизи контактов до состояния, ха-
рактеризующегося наличием нескольких чередующихся максимумов и минимумов
в этих распределениях. По всей видимости, здесь имеет место феномен самоорга-
низации и образования паттернов, являющийся одним из ключевых в нелинейной
динамике распределенных систем. В нашем случае состояние без осцилляций сле-
дует, по-видимому, рассматривать как изолированный стационарный автопаттерн, а
возникновение нескольких чередующихся максимумов и минимумов – как начало
формирования устойчивой пространственной структуры, порожденной диффузион-
ной неустойчивостью [12].
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Рис. 5. Фазовый портрет на фазовой плоскости
(E, dE/dx) от для двух значений плотности тока
j, А/см2: штриховая кривая – 0.63 ·102, сплошная
кривая – 5.04 · 102, полученные с учетом зависи-
мости коэффициента диффузии от напряженности
электрического поля

Рис. 6. Фазовый портрет p-i-n диода для плотно-
сти тока 5.04 · 102 А/см2, полученный в предпо-
ложении что коэффициент диффузии не зависит
от напряженности электрического поля и равен
таковому при j = 0

Выводы

В результате численного моделирования и экспериментальных исследований
продемонстрировано наличие чередующихся максимумов и минимумов распреде-
ления поля и концентрации носителей заряда при достаточно большой плотности
тока через p-i-n диод. Показано, что результаты расчета и эксперимента находятся в
хорошем качественном согласии.

Данный феномен может быть интересен для нелинейной динамики распреде-
ленных систем как конкретный пример структурообразования в приборе, имеющем
широкое практическое применение.

Авторы выражают благодарность профессору С.П. Кузнецову, учет замечаний
которого способствовал повышению качества изложения материала статьи.
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NONLINEAR DYNAMICS OF THE FORMATION OF A SPATIALLY
INHOMOGENEOUS STRUCTURE IN PIN DIODE

D. A. Usanov, S. S. Gorbatov, V. Yu. Kvasko, A. V. Fadeev

Saratov State University

The paper presents the results of experimental investigation of stationary distributions
of the electric field and the charge carrier concentration in the PIN diode. The investigations
have been carried out by use of near-field scanning microwave microscope. Numerical
calculations of these values have been performed taking into account the dependence of
the mobility and the diffusion coefficient of electrons and holes on the electric field. The
alternating maxima and minima form of the field distribution near the contacts and the
conductivity has been demonstrated.

Keywords: Near-field microwave microscopy, PIN diode, mobility, diffusion coefficient.
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УДК 621.373.029.7

ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ
ТЕМПЕРАТУРЫ СРЕДЫ РЕАКЦИИ БРИГГСА–РАУШЕРА
НА ХАРАКТЕР АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА

Д. А. Усанов, А. П. Рытик, А. В. Бондаренко

Саратовский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского

Исследовано влияние температуры на ход протекания автоколебательной реакции
Бриггса–Раушера. Зарегистрированы изменения периода, интенсивности, скорости и вре-
мени химических осцилляций. Показана динамика изменения электродного потенциала
при нагревании и охлаждении раствора реакции (осцилляции компонент реакции).

Ключевые слова: Автоколебательные процессы, реакция Бриггса–Раушера, влияние тем-
пературы среды реакции.

Введение

Известно, что с ростом температуры число молекул, способных вступать в
химическое взаимодействие, экспоненциально возрастает. С повышением темпера-
туры увеличивается средняя кинетическая энергия молекул (соответственно и их
скорость), они быстрее двигаются и вступают в реакцию интенсивнее. Это откры-
вает возможность управления химическими осцилляциями, в частности, их пролон-
гацией, интенсификацией и частотой. В ходе протекания экзотермической реакции
выделившееся тепло ускоряет саму реакцию [1], что, в свою очередь, позволяет
определить реакцию Бриггса–Раушера (БР) как термочувствительную. На практике
представляет интерес знание того, как изменить условия, чтобы реакция протекала
с требуемой скоростью. Осциллятор Бриггса–Раушера очень чувствителен к внеш-
нему воздействию [1], поэтому его можно использовать для изучения механизма
воздействия температуры на другие химические автоколебательные системы, в том
числе более сложные. Проведение исследований реакции БР в широком интервале
температур открывает возможность определить диапазон температур в котором еще
существует автоколебательный режим и установить специфику осцилляций реакции
при изменении температуры.

В современных работах исследован аспект влияния количества микрообъемов
на гетерогенный процесс кинетики автоколебательных реакций. Так, в работе [2]
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авторы пришли к выводу, что многие гомогенные нелинейные химические реак-
ции, содержащие автокаталитические стадии, являются по существу гетерогенными
в том смысле, что в них спонтанно на определенных этапах реакции образуются
пространственно распределенные концентрационные флуктуации, способные влиять
на макрокинетику. Согласно этому представлению, весь объем реактора самопроиз-
вольно разбивается на множество диффузионно-связанных микрообъемов, в которых
в один и тот же момент времени могут доминировать реакции разной направленно-
сти. Характерный размер этих микрообъемов, называемых иногда «зародышами»,
определяется корреляционной длиной флуктуаций.

В работе [3] авторы исследовали возможность управления процессом автоко-
лебаний при помощи влияния внешних физических факторов, в частности, темпе-
ратурой и пропусканием электрического тока. Была показана принципиальная воз-
можность изменения параметров автоколебаний в системе «муравьиная кислота –
платиновый электрод».

Целью настоящей работы явилось исследования влияния температуры сре-
ды автоколебательной реакции Бриггса–Раушера на параметры концентрационных
колебаний.

1. Методика проведения эксперимента

Ингредиенты реакции БР готовили по методике, описанной в [1]. После при-
готовления растворов их смешивали в одной химической посуде и разделяли в две
одинаковые колбы по 20 мл. Для точного разделения объемов использовали автома-
тические пипетки.

Перемешивание среды реакции осуществляли магнитной мешалкой. Для реги-
страции химических изменений в среде реакции, включая изменения количества рас-
творенного кислорода, использовали pH-метр-иономер серии «Эксперт-001» с дат-
чиками: ионоселективным электродом «Иод» и датчиком растворенного кислорода
ДКТП, интегрированным с датчиком температуры.

Одновременно с видеорегистрацией наблюдаемых колебаний реакции БР про-
водился анализ в программе Exp2pr, работающей с анализаторами жидкости серии
«Эксперт-001». С помощью этой программы в режиме реального времени отража-
лась динамика растворенного кислорода, электрического потенциала ионоселектив-
ного электрода и температуры среды. Полученные данные затем анализировали при
помощи программы MathCad v.14.

Дополнительно для регистрации температуры на различном уровне относи-
тельно поверхности раствора реакции использовали термометр «Актаком Pt-100» с
платиновым электродом, разрешающая способность которого составляла до 0.01◦С.

Для выявления влияния температуры раствора реакции БР на параметры ав-
токолебаний выполняли две серии экспериментов, в каждой из которых проводили
сравнения сред при различной температуре от 3 до 36◦С. Выбор границ указан-
ного диапазона температур был обусловлен тем, что при температуре ниже 3◦С и
выше 36◦С инициировать автоколебательный режим в описанных условиях экспери-
мента не удавалось.
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Рис. 1. Зависимость значений потенциала иода от времени для различных сред реакции БР: 1 – охла-
жденной, 2 – контрольной, 3 – нагретой

Рис. 2. Зависимость усредненного периода осцилляций потенциала иода от времени для различных
сред реакции БР: 1 – охлажденной, 2 – контрольной, 3 – нагретой

Рис. 3. Фазовые портреты для колебаний значений потенциала ионоселективного электрода для различ-
ных сред реакции БР: а – охлажденной, б – контрольной, в – нагретой. Черными точками обозначены
начало и конец колебательного режима
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В первой серии экспериментов проводили охлаждение среды реакции БР. Тем-
пература раствора при охлаждении достигала 3±1◦С. На рис. 1 показано изменение
во времени потенциала ионоселективного электрода иода. Из результатов, приведен-
ных на рис. 1, следует:

• период колебаний в случае охлаждения увеличивается примерно в два раза
(при 23± 1◦С средний период в контроле составляет 10.7 с, при охлаждении –
21.4 с);

• количество колебаний уменьшается (в контрольном опыте их количество боль-
ше 40, а при охлаждении около 20);

• уменьшение амплитуды колебаний в охлажденном растворе реакции происхо-
дит медленнее, чем в контрольном;

• при нагревании среды реакции БР наблюдается заметное увеличение уровня
иодного потенциала по сравнению с охлажденной и контрольной средами.

Для более наглядного отражения изменения амплитуды в одном периоде коле-
баний при различной температуре раствора реакции построен график (рис. 2) зави-
симости разности между максимальными и минимальными значениями потенциала
за каждый период от времени для трех температур растворов.

Из приведенных результатов следует:

• в случае нагревания среды до температуры 36 ± 5◦С период и амплитуда ко-
лебаний иодного потенциала уменьшаются быстрее на 20% по сравнению с
контрольными измерениями при температуре 23◦С;

• общий уровень потенциала нагретой среды повышается к окончанию колеба-
тельного режима по сравнению с контролем.

На рис. 3 представлены фазовые портреты для колебаний значений потенциала
ионоселективного электрода, на которых выделены точки, соответствующие началу
и концу автоколебаний. На рис. 3, б показан фазовый портрет осцилляций контроль-
ной среды. В охлажденной среде видно постепенное равномерное увеличение пери-
ода колебаний (рис. 3, а). Фазовые портреты для нагретой среды (рис. 3, в) имеют
большую динамику по сравнению с контролем – видно постоянное смещение фазо-
вой траектории от начала осцилляций до окончания автоколебательного режима.

Выводы

Таким образом, можно отметить, что температура в выбранном диапазоне
оказывает существенное влияние на характер автоколебательной реакции Бриггса–
Раушера. Так, в случае охлаждения удается продлить общее время колебаний при-
мерно в два раза по сравнению с колебаниями в контрольной среде, при этом на-
блюдается увеличение периода автоколебаний. Характерной особенностью фазовых
портретов является момент окончания автоколебательного процесса: при меньшей
температуре раствора реакции фазовая траектория постепенно смещается вниз, для
нагретого раствора траектория стремится в область больших значений потенциала.

В конечном счете, изменение температуры раствора реакции позволяет реали-
зовать управление химическими осцилляциями, в частности, такими параметрами,

Д.А. Усанов, А.П. Рытик, А.В. Бондаренко
Изв. вузов «ПНД», т. 22, № 4, 2014 103



как время автоколебательного режима, количество осцилляций, амплитуда и часто-
та, что в свою очередь может быть использовано для построения новых моделей
автоколебательных процессов, в том числе и в живых системах.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (государствен-
ные задания № 1376 и 1575).
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TEMPERATURE CHANGES EFFECT ON THE BRIGGS–RAUSCHER
REACTION OF THE SELF-OSCILLATING PROCESS

D. A. Usanov, A. P. Rytik, A. V. Bondarenko

Saratov State University

The paper presents the experimental results of the temperature influence on the
course of self-oscillating flow Briggs–Rauscher reaction. Account changes in the period
of the intensity, speed and time of chemical oscillations. It is shown the changes of
the electrode potential during heating and cooling of the reaction solution (oscillation
component of the reaction)
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Предисловие, в котором авторы
пытаются оправдать свою инициативу

«Но как часто правило должно применяться в действи-

тельности, чтобы иметь право говорить о правиле?». На-

сколько часто человек должен складывать, умножать,

делить, чтобы можно было сказать, что он овладел тех-

никой этих видов вычисления? И под этим я не подразу-

меваю: насколько часто он должен был вычислять пра-

вильно, чтобы доказать другим, что он может вычислять,

но чтобы доказать самому себе.

Л. Витгенштейн (1889–1951),
австрийский философ и логик [1. С. 255]

Зачем студенту этот текст. Чрезвычайно редко студенты интересуются исто-
рией открытия тех законов и явлений, которые им надлежит изучать, чтобы при-
менять, хронологическими привязками событий в истории познания природы и то-
му подобными материями1. Вероятно, такая позиция молодого человека объяснима.
И даже в чём-то оправданна, если тот рассчитывает, получив вузовский диплом,
стать, например, официантом в нарядном ресторане или продавцом-консультантом в
роскошном магазине. Эти профессии2 и десятки других, столь же нужных в обще-
стве, не требуют слишком многого в интеллектуальном3 развитии личности.

Другое дело, если студент более или менее уверенно планирует связать свою
будущую карьеру с миром науки и техники. Тогда обращение к их прошлому для
студента столь же насущно, как знание истории искусств – для будущего художника
или архитектора. Не забудем, что исследователь – личность особая. От неё посто-
янно требуется самосовершенствование (к чему некогда призывал гениальный Лев
Толстой), саморазвитие, self-development, как говорят носители English. И – взаим-
но связанное с этим самовоздействие, т.е. регулярные упражнения своей творческой
воли. На чём её предстоит упражнять? На решении проблем. А для этого желатель-
но обратиться к опыту своих предшественников в науке и технике, к принципам
деятельности в них. И вообще будущему инженеру-исследователю желательно по-
раньше задуматься над вопросами: что есть наука? А что есть техника? А практика?
А теория?

1Основа термина «материя» – латинское слово materia, которое происходит от существительного
mater – мать; причина, начало, источник, корень. Для древнего римлянина materia имела целый пучок
смыслов: вещество, материал, скажем, строевой лес, а также запас и съестные припасы. В переносном
значении materia – предмет, т.е. вопрос, каким занимается данная наука, по какому ведётся спор; а
ещё materia – повод. У римлян бытовало выражение: pro materia – сообразно с делом. А ещё materia –
природное дарование, талант [2. С. 381].

2У древних римлян существительное profession означало: публичное объявление, в том числе
официальное показание своего имени, состояния, звания, а также официально указанное занятие
[2. С. 504].

3Интеллектуальный (от лат. intellectus – разумение, понимание, рассудок) – относящийся к устой-
чивой структуре способностей человека к мышлению, рациональному познанию, творческой духовной
деятельности.
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Возможно, читающий эти строки предполагает ограничить своё пребывание в
высшей школе лишь четырьмя годами. Всё же, ему предстоит подготовить и защи-
тить перед комиссией свою курсовую работу, а позднее – бакалаврскую. Выполнение
их предусматривает знакомство обучаемого с простейшими действиями, относящи-
мися к проведению научных исследований. И ему будет невредно узнать из нашего
пособия кое-что об их правилах.

Составляя пособие, мы исходили из сверхзадачи: побудить читателя к само-
развитию, к самореализации в научном и техническом творчестве, предложив ему –
в качестве повода – сей разнообразный учебный материал. Отчасти он приготовлен
для студента, как говаривали в старину, на вырост [3. Стб. 761]. То есть с запасом, с
расчётом на его быстрый умственный прогресс в университете. И – на его упорное
желание ликвидировать дыры в собственной картине мира. Оценивая apriori4 разме-
ры и поверхностную плотность этих дыр, мы не скупились на подстрочные сноски
с разъяснениями и примечаниями: авось пригодятся.

Мы ставили несколько педагогических задач. Во-первых, познакомить студен-
та с некоторыми из примечательных сюжетов, коими изобилует история естествозна-
ния (безусловно, эпизодов, заслуживающих быть упомянутыми, неизмеримо боль-
ше). Во-вторых, назвать славные имена тех естествоиспытателей, изобретателей,
математиков, благодаря чьим творческим достижениям обеспечен прогресс научно-
технического знания. В-третьих, дать определения некоторым понятиям, которыми
студенту предстоит оперировать при изучении теории колебаний и волн, оптики, от-
части квантовой механики, квантовой радиофизики, синергетики и т.п. В-четвёртых,
сфокусировать внимание читателя на терминологии: без усвоения её не достичь ему
академических успехов. На эту задачу указывает длинное заглавие пособия: «О на-
уке, событиях в истории изучения света, колебаний, волн, об их исследователях, а
также глоссы5 и этимоны6».

В-пятых, last but not least, и в-четвёртых тоже, стимулировать7 студента по-
стоянно вдумываться в значение и происхождение слов. Зачем? Чтобы сложилась
привычка образованного человека: вникать в глоссы и этимоны. Чем они яснее го-
ворящему либо пишущему, тем выше качество его общения с другими (и с самим
собой). Тем рациональнее8 его поведение. Тем больше у него преимуществ в спо-
ре, в рассуждениях вообще. И тем больше шансов на плодотворное саморазвитие,
self-development. В-шестых, чуть-чуть помочь с ориентацией в пространстве ценно-

4Априори (лат. a priori – из предшествующего) – до опыта, независимо от опыта; заранее, предва-
рительно.

5Глосса (от др.-гр. γλωσσα – язык, говор, наречие, речь [4. Стб. 273]) – перевод либо толкование
непонятного слова или выражения.

6Этимон (от др.-гр. ετυµoν – правда, истина, истинно, действительно < ετυµoς – истинный, правди-
вый [4. Стб. 539]) – исходное слово, основа, от которых произошло слово современного языка. Отсюда
термин «этимология» (от др.- гр. λoγoς – слово, понятие, наука). Он означает и раздел языкознания,
изучающий происхождение слов, и само объяснение происхождения того или иного слова (выражения).
В последнем смысле мы будем часто употреблять его в пособии.

7Стимул (от лат. stimulus – заострённая палочка (которой погоняли животных), стрекало < stimulare
– погонять [5. С. 1020]) – побудительное средство.

8Рациональный (от лат. rationalis – разумный < ratio – счёт; (деловое) отношение; способ, приём,
план; мышление, разум, разумность, сообразность с законами; принцип, теория, система, учение; мне-
ние, взгляд, рассуждение [2. С. 532–533]) – разумно обоснованный, целесообразный.
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стей9. Естественно, при условии, что читатель уже до такой стадии дорос внутренне,
в душе: действием извне здесь ничего не добиться.

Не исключено, впрочем, что дочитавший до сего места студент печально вздох-
нёт и по своей давней привычке ворчливо процитирует на память французского мыс-
лителя XVII столетия: «Большинство книг таково, что, прочитав несколько их строк
и просмотрев несколько рисунков, уже знаешь о них всё, так что остальное поме-
щено в этих книгах лишь для того, чтобы заполнить бумагу» [7. С. 573]. О таких
обучаемых мы уже много лет мечтаем и тщетно их ждём...

Обращение к коллегам, или Aυτoαπoλoγια. Составляя учебное пособие, ав-
торы стремились дополнить исторический аспект10 терминологическим, что, вероят-
но, простительно. А также – спорадически11 – методологическим аспектом, сознавая
в этом пункте, что тем самым они ... как бы помягче выразиться ... прут на рожон. Из
опыта общения с коллегами авторы вынесли наблюдение: большинство из них вос-
принимают разговор в учебном тексте о методологии исследования как ненужное,
бесполезное мудрствование, затуманивающее студенческую голову. Воспринимают
как «философию» в том отрицательном смысле, который открывался практически
всем нам – в долгие советские десятилетия – под напором принудительного изуче-
ния выжимок из «трудов классиков марксизма-ленинизма». Здесь, пожалуй, можно
было бы ещё как-то оправдаться: мол, тогда была промывающая мозги идеологиче-
ская дезинфекция в вузе, а мы в пособии никакой политической идеологии не рас-
пространяем... Так-то оно так, но в действительности речь идёт далеко не только об
отвращении к официальной псевдофилософии, которой вплоть до 1991 г. кормили,
как демьяновой ухой, и студентов, и преподавателей.

По нашему мнению, здесь, во-первых, полезно иметь в виду метафору12 го-
ризонта познания. Её мы находим у современного палеоботаника, эволюциониста и
философа-методолога Ю.В. Чайковского. Он пишет (2007): «горизонт познания по-
хож на географический горизонт: для видения вдаль надо высоко подняться, а при
этом не видишь, на чём стоишь. Большинство учёных решают эту проблему просто:
всю жизнь “лежат пластом”, глядя на ближайшее, и изредка “встают на четверень-
ки”, когда пишут обзоры; лишь в конце жизни некоторые из них “встают во весь

9Обычно под ценностью (англ. value) понимают значимость (положительную либо отрицательную)
для человека, социальной группы, всего общества определённых объектов окружающего мира. При-
чём значимость эта определяется не свойствами объектов самими по себе, а их вовлечённостью в
сферу жизнедеятельности человека, его интересов, потребностей, социальных отношений. Кроме то-
го, ценностями оказываются критерии и оценки этой значимости. Очевидно, что критерии и оценки
выражаются в нравственных нормах, принципах, идеалах, установках, целях. Различают ценности ма-
териальные, общественно-политические, духовные. Например, В. Франкл (1905–1997), австрийский
психиатр, автор теории логотерапии, философ, выделяет три ведущих ценности, помогающих челове-
ку сделать свою жизнь осмысленной. 1. С помощью того, что он даёт жизни в ходе своей творческой
работы. 2. Посредством того, что он берёт от жизни в процессе переживания тех или иных ценностей.
3. С помощью позиции, занимаемой им по отношению к своей судьбе, которую ему не дано изменить
[6. С. 12, 173–174].

10Аспект (от лат. aspectus – взгляд, вид) – позиция, с которой рассматривают явление, понятие,
объект.

11Спорадический (от др.-гр. σπoραδικoς < σπoρας – рассеянный, отдельный, одиночный [4.
Стб. 1147]) – непостоянный, случайный, появляющийся иногда, от случая к случаю.

12Метафора (от др.-гр. µετα3oρα – перенос) – употребление слова или выражения в переносном
значении, основанное на сходстве, сравнении, аналогии, а также слово или выражение, так употреб-
ленное.
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рост” (оглядывают свою науку) или даже “подымаются на башню”, т.е. описывают
своё запоздалое удивление от мира, мало кому интересное. Не интереснее и те, кто
всегда “живёт на башне” (методологи), ибо они обычно слабо знают суть того, о чём
пишут» [8. С. 131–132].

Сознаемся честно в приступах своей незрячести именно в положении «лёжа
пластом». Вероятно, для неё можно искать оправдания в строчках И.В. Гёте (1749–
1832): «Что на свете всего труднее? / Видеть своими глазами / То, что лежит перед
нами» (цит. по: [9. С. 42]). По поводу (бес)полезности методологии для естествен-
ника Чайковский приводит суждение коллеги: назначение методологов – не столько
научить учёного правильно работать», сколько «показать ему, что он, собственно
говоря, делает» [8. С. 190]. Тем более важно, на наш взгляд, пробудить профессио-
нальную рефлексию будущего исследователя (скажем, магистранта), привести её в
готовность учиться наблюдать за собственными первыми шагами.

Во-вторых, не стоит игнорировать вывода Ю.В. Чайковского, подкреплённого
примерами: учёным мешает или даже не даёт договориться различие их познаватель-
ных горизонтов. «Большинство просто не видит того, что меньшинство (а оно-то и
движет науку) видит как главную цель познания. Эта массовая слепота – частный
случай того, что Имре Лакатош (Лакатос13) называл защитным поясом исследова-
тельской программы. Задолго до него великий Кант14 говорил об этой слепоте: “Там,
где другие проходят, не заметив препятствия, для меня встают Альпы проблем”»
[8. С. 134]. А коли мы надеемся, что какая-то доля студентов в будущем пойдёт – в
помощь нам – в науку, то не следует ли пользоваться любым удобным предлогом,
чтобы рассказать им об особенностях занятий ею? Показательно, что нужду в гума-
нитарном дополнении к естественнонаучным и базовым инженерным дисциплинам
признают члены УМО вузов РФ по образованию в области приборостроения и опти-
ки (заседание 13–16 мая 2013 г., Томский государственный университет), например,
А.А. Шехонин, В.А. Тарлыков, В.В. Дёмин.

В-третьих, не поленимся обратиться к этимологии термина «методология»:
он есть производное от трёх древнегреческих корней. Ясно, что λoγoς – наука.
А µεθoδoς означает буквально путь (oδoς) вслед за чем-либо, преследование; в более
широком смысле – способ исследования, научное исследование [4. Стб. 788]. Сло-
варь Даля толкует метод как способ, порядок, основания; принятый путь для хода,
достижения чего-либо, в виде общих правил [11. Стб. 843]. Слово «метод» переводят
и как со-путник, попутчик [12. С. 83], производя от предлога µετα сообща, вместе;
в сложных словах означает: соучастие + oδoς – дорога, путь [4. Стб. 800, 864].

Но существенней то, что для древнего грека слово µεθoδoς15 непосредствен-
но связывалось, тесно ассоциировалось с родственным ему существительным «ме-
тодейя», µεθoδεια – коварство, хитрость [4. Стб. 788]. (В речи образованных русских
и в нашей литературе ХIХ – начала XX в. слово «методейя» встречалось не так уж

13И. Лакатос (1922–1974) британский философ венгерского происхождения, занимавшийся пробле-
мой адекватного воссоздания эмпирической истории науки и ее закономерностей [10. С. 353].

14Им. Кант (1724–1804) – родоначальник немецкой классической философии, в частности занимав-
шийся противоречиями теоретического разума и ролью опыта.

15Отсюда наше имя Мефодий (от др.-гр. µεθoδικoς – прослеживающий), т.е. порядочный, правиль-
ный, основательный – одним словом, методический, извините за каламбур! Упрощённый вариант име-
ни – Нефёд.
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редко. Равным образом, и «метода» – синоним термина «метод».) Здесь возможная
параллель с хитростью – охотничьей либо военной – вполне уместна. Недаром один
из ведущих физиков современности Б. Грин, работающий в США и прославивший
себя результатами в теории суперструн, прибегает к военной лексике, когда итожит:
«...наши умы и инструменты охватили грандиозный свод пространства и времени,
приблизив нас к пониманию мира, оказавшегося искусным мастером маскировки»
[13. С. 35]. Маскировки... К тому же общеизвестно, что научное исследование –
предприятие явно рискованное. И от неудачи никто не застрахован. Следовательно,
знакомство с теми диалогами, что ведут между собой методологи естествознания на
рубеже XX–XXI вв., может оказаться полезным будущему магистранту, тем паче –
аспиранту.

В-четвёртых, надо непременно принять во внимание двойственность социо-
культурного типа русского учёного-физика, каким он сложился в конце ХIХ – начале
XX в. Анализ его провёл историк науки Вл.П. Визгин, сопоставив двух лидеров
физического сообщества России тех лет: Н.А. Умова (1846–1915) и П.Н. Лебедева
(1866–1912). Сравнение двух главных фигур русской физики того времени показало
полярность их научного и социокультурного типа, которая «напоминает ситуацию
боровской дополнительности». Оказалось, что социокультурный и психологический
облик российского учёного существенно амбивалентен16: он содержит «взаимно ис-
ключающие особенности» [14. С. 47]. Образно говоря, – пишет Вл.П. Визгин –
«Умов» и «Лебедев» являются словно бы базисными векторами в «пространстве
типов учёных». Эту «полярность-дополнительность» Визгин представляет графиче-
ски на рис.: десятью пересекающимися прямыми, на которых содержатся «умовские
черты» (слева) и противоположные им «лебедевские черты» (справа).

Рис. Характерные черты типов ученых на примере Н.А. Умова и П.А. Лебедева [14. С. 49]

16Амбивалентный ( от лат. ambi – кругом, с обеих сторон < ambo – оба + valentia – сила) – двой-
ственный, отличающийся одновременным проявлением противоположных качеств.
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Деятели отечественной науки этого периода тяготеют либо к «умовскому ти-
пу», продолжающему линию универсализма, свойственного М.В. Ломоносову
(Д.И. Менделеев, О.Д. Хвольсон и др.), либо к «лебедевскому типу» (А.И. Иоффе,
Д.С. Рождественский и др.). Либо – а таких большинство – представляют собой их
комбинацию (А.Г. Столетов, Б.Б. Голицын, А.А. Эйхенвальд, П.П. Лазарев, С.И. Ва-
вилов, Л.И. Мандельштам, П.Л. Капица и др.). «Лебедевский тип» постепенно стано-
вится всё более распространённым (он и сформировался лет на 20 позже «умовского
типа»). По мере включения русской науки в общемировое русло «лебедевские чер-
ты» выходят на передний план. Развитие физики в СССР с установкой на крупные
коллективы тоже демонстрировало сдвиг в сторону «лебедевского типа»: феномен
научной школы, ориентация на научно-исследовательские институты, не входящие в
образовательную систему, и т.п. Однако при всём различии описанных типов и Умо-
ву, и Лебедеву были присущи общие черты: «исследовательский императив17 для
обоих был доминантой18 их жизни, оба высоко ценили фундаментальную, чистую
науку19, считая ей важнейшей предпосылкой для развития технических приложений
физики». Оба вполне позитивно отнеслись к тем революционным свершениям, какие
вызвало рождение теории относительности и квантовой концепции [14. С. 47–48].

Поэтому подозрительное отношение к «философии», включая осознание стра-
тегии исследования, вполне традиционно для отечественной (и не только) физики.
Однако этим отношением наша (как и мировая) естественно-научная традиция от-
нюдь не исчерпывается. Выражением внимания к гуманитарной составляющей де-
ятельности физика служат относительно немногочисленные, но яркие и содержа-
тельные произведения. Достижением в формировании такого синтетического жанра
справедливо считать оригинальные книги профессора Саратовского университета
Д.И. Трубецкова [15, 16]. Удачным вариантом классической научно-популярной ли-
тературы служит «Занимательное волноведение» Г. Претора-Пинни [17].

Имеется ли в новейшей российской истории науки пример «встречного» дви-
жения, т.е. прихода с территории гуманитариев во владения естествознания и мате-
матики? Да, но это практически единственный, хотя плодотворнейший случай: цикл
исследований Г.Д. Гачева (1929–2008), отечественного философа культуры и истори-
ка естествознания. Существо основополагающих понятий физики он толкует исходя

17Императив (от лат. imperativus – повелительный) – безусловное требование, имеющее внутреннюю
(нравственную) природу.

18Доминанта (от лат. dominans (dominantis) – господствующий) – главенствующая идея, основной
признак либо важнейшая составная часть чего-либо.

19Французский физик и науковед, работавший (1948–1959) в ЮНЕСКО, П.В. Оже (1899–1993; под-
твердил квантовую модель фотоэффекта в газах; открыл (1925) автоионизацию возбуждённого атома
(эффект Оже)) выявил четыре стадии исследований. 1) «Чистая» наука, т.е. поисковые работы в теоре-
тической фундаментальной форме; 2) целенаправленные фундаментальные (теоретические) исследова-
ния в уже разведанном направлении; 3) прикладные исследования, т.е. распространение фундаменталь-
ной теории на отдельные научные отрасли, связанные с индустрией, связью, медициной, земледелием и
т.п.; 4) разработка, т.е.практическое (обычно технологическое) воплощение научных идей посредством
использования результатов прикладных исследований. Финансирование четырёх групп исследований
распределено приблизительно так: 0,9% – 2,7% – 5,5% – 90,9%. По оценкам Бр. Латура (1980-е), на
стадии 3 и 4 уходит до 90% всех средств.
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из особенностей содержания национального Космо-Психо-Логоса20 [18–22]. На пе-
речисленные выше работы мы ориентировались в своих усилиях.

Разумеется, ответственность за все недостатки первого опыта авторов в под-
готовке такого пособия лежит только на них самих. Будем надеяться, что experientia
docet. Но допущенные нами ошибки и промахи не должны дискредитировать тен-
денцию гуманитаризации физико-математического образования. На старте XXI в. о
ней говорят как о резерве развития естествознания [23–26]. Одно из слагаемых этого
резерва – так называемое сложносистемное мышление [27–29].

Мы искренне благодарим за моральную поддержку наших первых читателей:
С.С. Новикова, В.А. Тарлыкова, С.М. Шандарова.

Мы признательны К.Г. Шилько, открывшей двери Издательского Дома ТГУ
для нашей книги. Творческое сотрудничество её коллег А.В. Воробьёвой, Л.Д. Крив-
цовой, А.И. Лелоюр, К.В. Полькиной сделало из кипы листов с текстом издание lege
artis.

Авторы будут глубоко признательны за критику и рекомендации по улучше-
нию их текста (адрес на этот случай: pznr@mail.tsu.ru, Б.Н. Пойзнеру).

20В данном контексте неологизм Г.Д. Гачева «Космо-Психо-Логос» описывает трёхмерное смысло-
вое пространство, чьи «оси» обозначены древнегреческими корнями: κoσµoς – мир, ψυχη – душа,
λoγoς – мысль. Заметим, что известный даже школьникам этимон термина «физика», т.е. 3υσις (при-
рода), связан с глаголом 3υω – рождать, производить, произрощать, творить, делать; вырастать, расти.
От него происходит и слово 3υτoν – насаждённое, растение; творение [4. Стб. 1331–1332]. По мнению
лингвистов, это указывает на то, что греки относили к 3υσις растительный способ существования.
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О ТЕРМИНАХ И ОПРЕДЕЛЕНИЯХ

Н. Б. Ковылов

Саратовский государственный университет имени Н.Г. Чернышевского

Выдвигается предложение провести обсуждение терминов и определений в области
описания экспериментальных работ с целью достижения их однозначного употребления
в учебной литературе и других публикациях.

Ключевые слова: Моделирование, физический эксперимент, учебный эксперимент, изме-
рительная информация.

Интенсивное внедрение информационных технологий, бесспорно, расширило
возможности научного поиска. Вместе с тем, в публикациях появилось немало фак-
тов подмены понятий, касающихся экспериментов и экспериментальных работ.

Нередко слышишь на каком-нибудь семинаре, что выполнено некое исследо-
вание, и теоретическая часть проверена экспериментально, хотя на поверку иссле-
дуемое явление имитировано компьютерной программой, основанной на том же
уравнении, что и теоретическая часть.

Иногда сталкиваешься с весьма интересным экспериментом, проведенным на
реальной аппаратуре, но в качестве одного из элементов исследуемого устройства
применяется целая аналого-цифровая схема, адекватная, по мнению авторов, гипо-
тетическому натурному элементу с заданными характеристиками.

Нисколько не умаляя значимости публикуемых работ, хочется разобраться с
классификацией видов научных работ, поскольку встречаются и такие термины, как
«компьютерный эксперимент».

Полувековой опыт участия в научно-исследовательских и опытно-конструк-
торских разработках подсказывает мне собственное видение терминов и определе-
ний в обсуждаемом сегменте. Начать с того, что в переводе с латинского слово «экс-
перимент» означает «проба, опыт».

Есть смысл разделить эксперименты по поставленным по ним целям.
Ныне всё более успешно применяется некий вид моделирования, которое мно-

гие сопровождают прилагательными «имитационное, идеальное или знаковое». В та-
ких исследованиях отсутствует необходимость получения измерительной информа-
ции. В основе этого вида моделирования лежит разработанная логико-математическая
модель, представляющая собой алгоритм функционирования объектов. Первая ста-
дия процедуры заключается в составлении математического уравнения относительно
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исследуемых переменных (знаковое моделирование). На второй стадии составляется
и тестируется компьютерная программа решения данного уравнения (имитационное
моделирование).

Собственно научный эксперимент предпринимается для обнаружения мало-
изученных явлений при отсутствии гипотез либо теоретических предсказаний их
существования. В этом случае объектом изучения служит естественный объект, а
измерительная информация получается методами, гарантирующими нормированную
надежность измерений.

К этой же группе экспериментов можно отнести получение измерительной ин-
формации в опытах с промышленными изделиями на разных стадиях производства.
Здесь целью служит проверка соответствия характеристик изделий задуманным кон-
структором или заданным в технической документации величинам, хотя в данном
случае уместнее говорить об испытаниях техногенных объектов.

Следующая группа экспериментов относится к материальному моделирова-
нию. В этом случае, особенно если число анализируемых параметров больше двух,
выбирается упрощенный для устранения влияния малозначимых факторов объект
той же природы, что и исследуемый (например, масштабная модель высотного зда-
ния). Здесь уместно говорить о натурном эксперименте.

Часто в целях удешевления работ или обеспечения их безопасности прибегают
к постановке материального эксперимента, используя физические аналогии и прин-
ципы подобия. Такой эксперимент называют физическим экспериментом (например,
изучение поля в высоковольтном расцепителе заменяют исследованием распределе-
ния поля в подобной модели на электролитической ванне).

К отдельной группе я бы отнёс учебный эксперимент, и к нему отношение
особое. Ведь цель его состоит не в новых открытиях и не в проверке правильно-
сти базовых физических законов, а в привитии навыков экспериментальной работы,
понимания основ техники измерений как раз на основе базовых законов. К при-
меру, в большинстве физических практикумов стоит классическая работа «измере-
ние удельного заряда электрона». Результаты, получаемые студентами, отличаются
при существующем оборудовании даже не в разы, а на порядок, что превращает
учебный опыт в профанацию. В нашем практикуме уже несколько лет мы ставим
задачу таким образом, чтобы в этой работе отношение e/m (одну из основных физи-
ческих констант) брать из справочника и определять величину магнитной индукции
в установке.

Возможные этапы подготовки реального эксперимента

Моделирование идеальное Моделирование материальное

Теоретическая
модель

Составление и «ручное» ре-
шение уравнения, описываю-
щего исследуемый объект

Физическая
модель

Постановка опыта на объ-
екте, существующем физиче-
ски, но другой природы с ис-
пользованием принципов фи-
зической аналогии

Компьютерная
модель

Составление
функционально-логического
алгоритма и разработка
компьютерной программы

Натурная мо-
дель

Постановка опыта на объек-
те той же природы, отличаю-
щемся либо масштабом, либо
упрощенным устройством
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Суть этой заметки состоит в том, что предлагается обсудить проблему и выра-
ботать единую систему терминов и определений, используемых в учебной литерату-
ре и научных публикациях.

Учитывая возрастающую роль стандартов в образовании, не мешало бы стан-
дартизовать ключевые термины и определения.

Поступила в редакцию 8.07.2014

TERMS AND DEFINITIONS

N. B. Kovylov

Saratov State University

The paper is a proposal to discuss any terms and definitions of experiments in
textbooks, scientific and methodical publications.

Keywords: Simulation, physical experiment, educational experiment, measuring information.
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Ключевые слова: Формирование профессиональных и личностных компетенций студента
университета.

В издательстве Томского государственного университета вышла книга [1] с
«рассудительным» названием – «О науке, событиях в истории излучения света, ко-
лебаний, волн, об их исследователях, а также глоссы и этимоны». Авторы книги –
профессор радиофизического факультета Томского университета Борис Николаевич
Пойзнер и доцент того же факультета Игорь Валерьевич Измайлов. По жанру изда-
ние определено как учебное пособие, и адресовано оно студентам-физикам и пре-
подавателям в качестве историко-научного и методического материала, интересного
и полезного им по целому ряду причин. Каковы эти причины, авторы разъясняют
– отдельно для студентов и преподавателей – в специальном введении. Главное же,
что двигало авторами, – это искреннее и острое желание создать книгу, которая спо-
собствовала бы интеллектуальному развитию студента, побуждала его к саморазви-
тию, самореализации в научном и техническом творчестве, «быстрому умственному
прогрессу в университете», формированию «привычек образованного человека» и
«упорного желания» «ликвидировать дыры в собственной картине мира»1. Поста-
новка такой педагогической сверхзадачи интегрально выражает, собственно, форму-
лировку той необходимой обществу компетенции, которую обучающийся должен
вынести из университетских стен!

Что же может поспособствовать формированию слагающих этой главной ком-
петенции? Авторы предлагают для аудиторного и самостоятельного изучения насы-
щенный, непростой, порой неожиданный и, в силу последних двух качеств, весьма
интересный материал.

Если студент (и не только студент) начнет читать эту книгу, то:
1В этой связи авторы напоминают этимологию слова «студент»: student (studentis) – усердно работа-

ющий, занимающийся, поскольку в языке древних римлян studium – это интерес, стремление, рвение,
в том числе стремление к научным познаниям.
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• во-первых, познакомится с весьма примечательными, поучительными и ин-
тригующими эпизодами из истории естествознания, главным образом, на при-
мерах физики колебаний, волн, нелинейной динамики, радиофизики, оптики,
квантовой теории;

• во-вторых, оживит в свой памяти (впервые прочтет?!) имена выдающихся уче-
ных и мыслителей, узнает о сделанном ими научном вкладе, их взглядах на
роль науки в жизни общества (указатель имен в книге содержит около 800
имен!);

• в-третьих, попутно освоит фундаментальные понятия и определения (в том
числе в историческом и социокультурном аспектах), которыми оперируют в
названных выше областях науки;

• в-четвертых, приобретет интеллигентную привычку вникать в глоссы и эти-
моны (в 600 сносках книги приведено множество толкований и объяснений
происхождения различных слов и выражений, начиная со слова materia, что
поможет в развитии сугубо лингвистической компетенции студента);

• в-пятых, освоит элементы науковедения и получит руководящую методиче-
скую путеводную нить для состоятельного представления результатов научно-
го исследования (последние работы авторов в этом направлении опубликованы
в периодической печати [2–7]).

Last but not least2, авторы дают читателям возможность «воспарить» на фи-
лософскую высоту и прочувствовать общие проблемы науки, техники и научно-
технических знаний, окунуться в историю научных дискуссий, приоритетов, науч-
ных аналогий, забытых открытий и ложных теорий, обратиться к тем ценностям,
которые делают жизнь человека осмысленной, выявить гуманитарные составляю-
щие в деятельности физика3.

Книгу отличает ценная информация междисциплинарного значения, проду-
манность содержания, изящный слог, богатство ссылок и цитат, тщательная мето-
дическая проработка. В книге шесть глав: «О науке вообще и сегодня, а также о
некоторых признаках научности», «Время, пространство, колебания, волны», «Тех-
ника и наука: несколько сопоставлений», «Становление физики колебаний», «Беглый
обзор изучения света от Античности до конца XX века», «Союз теории нелинейных
колебаний и волн с оптикой» и заключение «Вблизи точки сингулярности истории».

Каждая глава снабжена солидным количеством «учебных» вопросов, акцен-
тирующих внимание на важных исторических вехах в развитии физики, именах,
терминологии, а также заставляющих читателя серьезно поразмышлять над сфор-
мулированными в вопросах проблемами. Библиографический список внушителен и
насчитывает 447 наименований, и здесь, в помощь читателю, авторы провели его
классификацию по типу «от простого к сложному».

Более детальный план изложения характеризуют названия подразделов книги:
«Реальность и науки», «Интерес к науке», «Что тормозит движение науки», «Техно-
наука в XVII и XXI вв.», «Наука ←→ Общество», «Наука и поиски смысла», «Наука
и цели культуры», «Идеалы научности», «Имеет ли наука рычаги самоуправления»,
«Личность неустранима из теории, а теория из опыта», «Национальные образы вре-

2Это одно из многочисленных крылатых выражений, которыми авторы насытили свою книгу, при-
дав ей изысканный колорит, используя латинский, английский и иные источники.

3К литературным достижениям в подобном «синтетическом жанре» авторы относят книги члена-
корреспондента РАН Д.И. Трубецкова «Колебания и волны для гуманитариев» (Саратов: ГосУНЦ «Кол-
ледж», 1997) и «Наука о сложностях в лицах, датах и судьбах. Как закладывались основы синергетики:
Пиршество духа и драма идей» (М.: ЛИБРОКОМ, 2013).
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мени», «Стремление понимать время», «Теория как видение», «Временные масшта-
бы и споры о природе времени», «От колебания и волны к мере и мышлению»,
«Техника versus наука», «Высказывание научное versus высказывание техническое»,
«Как соотносят между собой наука, техника, практика», «Социальный запрос на
науку в Европе», «Конципирование в контексте теории колебаний», «Псевдонимы
репликатора»...

Насыщенность историческим и науковедческим материалом, широта предмет-
ного, исторического и философского кругозора, мастерство изложения, оригиналь-
ные трактовки и аргументация авторов (как показатель: ими даются собственные,
уточняющие переводы с латинского), безусловно, дают основания для широкого и
эффективного использования книги в университетском учебном процессе по физи-
ческим направлениям.

Актуальным издание делает и то обстоятельство, что в «эпоху перемен», в ко-
торую мы живем, в стране продолжается серия кардинальных реформ социальных
институтов, включая такие ответственные сферы, как образование и наука. Перед
преподавателями и студентами вузов, сотрудниками исследовательских институтов
ставится цель достичь уровня деятельности ведущих мировых центров получения
и передачи знаний. Среди путей ее достижения далеко не последним, но и далеко
не простым является повышение креативного потенциала всех участников научно-
образовательной деятельности, в первую голову – молодых и многообещающих. А
это сопряжено с выполнением ряда задач, которые отличаются тем, что они трудно
формализуемы и потому не всегда сводимы к передаче алгоритмов, рецептов, пра-
вил. В числе таких проблем можно выделить воспитание гуманитарно образованных
носителей естественно-научного, технического, точного знания; мотивирование их
к рефлексии над собственной творческой работой; приобщение к науковедческому
подходу; воспитание должной методологической культуры; облегчение налаживания
ими коммуникации и диалога с профессиональной средой (в частности, на этапах
подготовки, экспертизы, защиты диссертации); вооружение их релевантными пред-
ставлениями и инструментами для самостоятельных действий в указанных аспектах.
Как представляется, удачным подспорьем в решении названных проблем и является
книга И.В. Измайлова и Б.Н. Пойзнера.

Еще Цицерон утверждал, что «обучать есть дело долга, а развлекать же (слу-
шателей, читателей) – дело уважения». Этот баланс «обучать – “развлекать”» (то
есть заинтересовывать) в книге удачно выдержан. Она будет интересна и бакалав-
рам, и магистрантам, и аспирантам, поскольку ее содержание естественным образом
«расслаивается» на несколько «пластов». Читателю предоставляется возможность
обогатить и «укрепить» себя не только методологически, но и экзистенциально. Ему
поможет собранный в книге когнитивный, личностный, сословный опыт многих ци-
тированных персон: и вполне легендарных, и незаслуженно малоизвестных. Кни-
га должна также заинтересовать всех, кто изучает феномен творчества, науковедов,
ученых-естественников и гуманитариев, работающих в области социальной эписте-
мологии, аналитиков в сфере инноваций, преподавателей вузов.
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